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KAPITEL 1

Grundlagen

1. Logische Zeichen

Sind A und B Aussagen, so konnen auf folgende Weise neue Aussagen gebildet werden:

ANB A und B

AV B A oder B

-A nicht A

A= B  Aus A folgt B

A< B A genau dann, wenn B

Ist A wahr, so ist =.A falsch und umgekehrt. Die Wahrheitswerte (w = wahr und f = falsch)
der anderen Aussagen ergeben sich aus den Wahrheitswerten von A und B geméf der fol-
genden Tabellen:

/\‘Wf \/‘W f :>‘W f <:>‘W f
w|w f wW|w w w|w f w|w o
f|f f f|lw f W W f | w

Die logischen Zeichen A und V nennt man Junktoren. Eine Aussage der Form A = B be-
zeichnet man als Implikation, und man sagt: A impliziert B. Gilt A < B, so sagt man, die
beiden Aussagen 4 und B sind dquivalent oder gleichwertig.

Ist A eine Menge und A(x) eine fiir alle Elemente x von A definierte Aussage, dann bedeutet:

Ve e A: Ax) Fiir alle Elemente = der Menge A gilt die Aussage A(x).
dr e A: A(x) Es gibt ein Element x der Menge A, fiir das die Aussage A(z) gilt.

Dabei heiBen V Allquantor und 3 Existenzquantor. Vo € A : A(z) und 3z € A : A(x) sind
selbst auch wieder Aussagen.



Fiir die Negation von Aussagen gelten die folgenden Regeln:

Negationen von Aussagen:

—(AAB) & -AV B, VreA: Alz) & v e A: -Ax),
—(AVB) & -AN-B, —dr e A: A(z) & Ve e A: -Ax).

Beispiel.
1. Die Aussage ,,3 ist kleiner als 6” ist wahr.

2. Die Aussage ,,Jede gerade natiirliche Zahl grofler als 2 ist Summe von zwei Primzah-
len” ist wahr oder falsch. Allerdings ist bis heute nicht bekannt, welcher der beiden
Wahrheitswerte zutrifft.

3. Die Aussagen ,,p ist ein Primteiler von 6” und ,,p = 2V p = 3” sind dquivalent.
4. Ist Q die Menge der rationalen Zahlen, so ist die Aussage
VeeQIreQ:r+r=q

wahr, denn sie besagt, dal jede rationale Zahl durch 2 teilbar ist. Falsch dagegen ist
die Aussage

Ve QdreQ:r-r=q,
denn sie besagt, dafl jede rationale Zahl ein Quadrat ist. Wahr ist daher die Negation

dJqeQVreQ:r-r#q,

die besagt, daB es eine rationale Zahl gibt, die kein Quadrat in Q ist. Um dieses
zu zeigen, braucht lediglich eine rationale Zahl angegeben zu werden, die in Q kein
Quadrat ist, zum Beispiel 2.

Beweismethoden im Zusammenhang mit logischer Aquivalenz:

1. Der Widerspruchsbeweis beruht auf der Tatsache, dafl 4 = B und —(A A =B) dquivalent
sind (das kann z.B. leicht mit Hilfe der oben angegebenen Tabellen iiberpriift werden). Statt
A = B zu beweisen zeigt man, dal A A —B falsch ist. Es wird also A A =B zum Widerspruch
gefiihrt.

2. Die Kontraposition beruht auf der Tatsache, daf§l A = B und —-B = —.A dquivalent sind
(auch das kann z.B. leicht mit Hilfe der oben angegebenen Tabellen iiberpriift werden). Statt
A = B zu beweisen zeigt man, dal =B = —.A wahr ist.

Beispiele hierzu werden in den folgenden Abschnitten behandelt.



2. Mengen

Ist M eine Menge und x ein Element von M, so schreibt man x € M, anderenfalls x ¢ M.
Beispiele fiir Mengen sind:

0 die leere Menge,

N = {1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen,
Z die Menge der ganzen Zahlen,

Q die Menge der rationalen Zahlen,

R die Menge der reellen Zahlen,

C die Menge der komplexen Zahlen.

Die leere Menge ist dadurch charakterisiert, dafl sie keine Elemente hat. Eine Menge A heifit
Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element von A auch Element von M ist. Man schreibt
dann A C M :

ACM&sVre A:x e M.

Gilt A C M und A # M, so heiit A echte Teilmenge von M, geschrieben: A C M. Fiir jede
Menge M gilt M C M und ) C M.

Ist fiir alle Elemente x aus M die Aussage A(z) definiert, so ist
A:={re M|A(z)}

eine Teilmenge von M, und jedes x aus M ist genau dann in A, wenn A(x) wahr ist.

Beispiel. A = {n € N | n ist ein Quadrat und n < 10} = {1,4,9}.

Definition 2.1 Sind A und B Teilmengen der Menge M, so heiflen

AUB:={zx e M | x € AV x € B} Vereinigung,
ANB:={x e M | x € AANx € B} Durchschnitt und
A\B:={zxe M | x € ANz & B} Differenz von A und B.
CA:= M\ A heifst Komplement von A.

Satz 2.2 Sind A und B Teilmengen der Menge M, so gilt

i) C(AUB) = CANCB.
i) C(ANB) = CAUCB.

Beweis. i) Fiir jedes x aus M gilt:
r€CANCB<«<=recCANzeCB<= ¢ ANx ¢ B <=
“(r € AVeeB) <= ~(r€ AUB) <=z € C(AUDB).

Fiir jedes x € M folgt somit  €e CANCB <=z € C(AUB), dh. CANCB =C(AU B).

ii) beweist man analog,.



Definition 2.3 [ sei eine Indexmenge und fiir jedes i € I sei A; eine Teilmenge der Menge
M. Dann heiflen

UAi={xeM|Jiel:xecA} Vereinigung und

icl

NAi={xeM|Viel:xeA} Durchschnitt

iel
der A;,i € 1.

Beispiel.
Sei I =Nsowie A;={z€Q|0<z<i}undB;={recQ|0<z<1}

Dann gilt (| A; =0 und ) B; = {0}.
ieN ieN

A, B seien Mengen und a € A,b € B. Dann heiit (a,b) geordnetes Paar. Sind a,a’ € A und
b, € B, so definiert man

(a,b) = (V)= a=d ANb=1,
Ax B:={(a,b)la € A, b€ B}.
A x B ist eine Menge und heifit Produktmenge von A und B. Entsprechend definiert man
Al X ... XAn:{(al,...7CLn)|CL1 EAI,...,an GATL}

als Produkt der Mengen Ay, ..., A,. Die Elemente (ay,...,a,) von A; X ... x A, heiflen n-
Tupel .
AV = Ax ... xA={(a1,...,a,) | a1,...,a, € A}.

Definition 2.4 Ist A eine Menge, so heifit die Menge aller Teilmengen von A die Potenz-
menge von A, geschrieben: p(A).

Beispiel.
1. A=0. p(A) = {0}.
2. A={a}. p(A) ={0,{a}}.
3. A={a,b}. p(A) = {0, {a}, {b},{a, b}}.
4. A=Aa,b,c}. p(A) ={0,{a}, {b}, {c}, {a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}.
Definition 2.5 Ist A eine Menge, so bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente von A. Hat A
unendlich viele Elemente, so schreibt man |A| = oo.
Satz 2.6 Ist A eine endliche Menge mit n Elementen, so hat p(A) genau 2™ Elemente:

Al =n = |p(A)] = 2".



Bevor wir Satz 2.6 durch vollstdndige Induktion beweisen, soll diese Beweismethode kurz
vorgestellt werden.

Beweis durch vollstdndige Induktion

Ist A(n) fir alle n € Z, n > ng eine Aussage, so ist A(n) fir alle n € Z, n > ny wahr, wenn
folgendes gilt:

(i) A(no) (Induktionsanfang).
(ii) Vn > ng : (A(n) = A(n + 1)) (Induktionsschlu8).

Beispiel.
An):14+2+4+ ... +n=3n(n+1),neN.
Behauptung: Fiir alle n € N gilt A(n).
Induktionsanfang: A(1) : 1=1-1-(1+1).
InduktionsschluB: 1 +2+...+n+n+1=1in(n+1)+n+1=1(n+1)(n+1+1).
T A(n)
Beweis von Satz 2.6: A(n): |A| =n=|p(A)] =2",n € Ny:=NU{0}.
Induktionsanfang: A(0).
Al =0=>A=0= p(A) ={0} = |p(A)|=1=2°
Induktionsschlufl: A(n) = A(n + 1).
|Al =n+1, etwa A ={ay,a9,...,an, apy1}. Definiere A" :={aq,...,a,}, also |[A| =n.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt |p(A’)| = 2", etwa @(A") = {My, Ma, ..., Mon}.
Die M; sind genau die Teilmengen von A, die a,,; nicht enthalten. Es folgt

O(A) = { My, My, ..., Mon, My U{ans1}, Mo U{ani1}, ..., Mon U{ans1}},

d.h. |p(A)| =227 = 20+,

3. Abbildungen

Sind A und B Mengen, so heifit eine Vorschrift f, die jedem a aus A genau ein b aus B
zuordnet, eine Abbildung oder Funktion von A nach B, geschrieben

f:A— B.
Wird a aus A das Element b aus B zugeordnet, so schreibt man
ar—0b  oder f(a) =0.

A heifit Definitionsbereich von f, und B heifit Bildbereich von f.
Zwei Funktionen f : A — B, f': A — B’ heiflen gleich, wenn A = A’, B = B’ und
f(a) = f'(a) fir alle a € A gilt.
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Beispiel.

1. f:Z—Z,x+—1+2 ¢:7Z— N,o+— 1+2% Da f und g verschiedene Bildbereiche
haben, sind f und ¢ verschieden.

2. [ Z— L,z (1—(=1)).

gerade

falls ungerade.

g:Z—>Z,xt—>{(1)

f und ¢ sind gleich.
Definition 3.1 Ist f : A — B eine Abbildung, so heifst
f(A):={be BlFa€ A: f(a) =b}

das Bild von f, und f heifst surjektiv, wenn f(A) = B, d.h., wenn es zu jedem b € B ein
a € A mit f(a) =0 gibt.

Beispiel.

f:R— R, z+— 2% Dann ist f(R) = R{ := {z € Rjz > 0} das Bild von f, und f ist
nicht surjektiv. Hier wurde die Eigenschaft von R benutzt, dal ein a € R genau dann ein
Quadrat in R ist, wenn a > 0.

g: R — R, z+— 23 Dann ist g(R) = R das Bild von g, d.h., g ist surjektiv. Fiir die
Berechnung von g(R) wurde ausgenutzt, dafl jede Gleichung 2* = a mit @ € R in R 16sbar
ist.

Definition 3.2 Ist f : A — B eine Abbildung, so heifit [ injektiv, wenn fir alle a,a’ € A
qgilt:

Beispiel.

f:R — R,z + 22 ist nicht injektiv, da f(1) = f(—1), aber 1 # —1.

g: R — R,z 23 ist injektiv:

Zunichst gilt fiir allea € R : a® = 1 = a = 1, denn es gilt ¢® < 0 falls ¢ < 0 und
I1>a>a?>afalls0<a<1sowiel <a<a?<adfalls1 < a.

Wir zeigen nun, dafl g injektiv ist:

Gilt 2° = y3 und = = 0, dann folgt 2°> = 0, also y*> =0 und y = 0 = z.

Gilt 2° = y3 und z # 0, dann folgt 1 = (%)3, also £ =1,d.h. z =y.

Fiir den Nachweis der Injektivitdt von g wurden wesentlich die Ordnungseigenschaften von
R ausgenutzt.

Definition 3.3 Ist f : A — B eine Abbildung, so heifst f bijektiv, wenn f injektiv und
surjektiv ist.

Zum Beispiel ist g : R — R,z —— 2 bijektiv.
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Die Hintereinanderschaltung (Komposition) von Abbildungen.

Sind
f:A— B und ¢g: B—C

Abbildungen, so definiert man
gof:A— Ciar— g(f(a)).

g o f heiBt Komposition von g und f, und g o f ist auch definiert, wenn f(A) nur im Defin-
tionsbereich von g enthalten ist.

Beispiel.

f:7Z — Ny, z+— 22
g:Ng— Z,n+— 2n—9,

gof 1l — T z+—s 22209,
fog:Ny — Nyg,n+—— 4n? — 36n + 81.
Im allgemeinen gilt go f # fog.

Satz 3.4 Sind f: A— B,g: B — C Abbildungen, so gilt

i) f,q surjektiv = g o f surjektiv.

i1) f, g injektiv = g o f injektiv.

iii) f, g bijektiv => g o f bijektiv.

Beweis. i) Zu jedem ¢ € C gibt es b € B mit g(b) = ¢, da g surJektw Zubgibt esa € A
mit f(a) = b, da f surjektiv. Also (go f)(a) = g(f(a ) g(b )

i) Gilt (g o f)(a) = (g0 f)(a’), so folgt g(f(a)) = g(f(d')) u ( ) = f(d'), da g injektiv
ist. Da f injektiv ist, folgt a = d'.

iii) folgt aus i) und ii).

Satz 3.5 f: A — B ist bijektiv <= FEs gibt g: B — A mit go f =idy und f o g =idp.

Bemerkung. Fiir jede Menge C' ist id¢ : C — C, ¢ — ¢ die identische Abbildung von C.

Beweis " =": Da f surjektiv ist, existiert zu jedem b € B ein a € A mit f(a) = b, und da
f injektiv ist, ist a eindeutig bestimmt. g : B — A sei nun die Funktion, die jedem b = f(a)
genau dieses a zuordnet.

(g o f)(a) = a folgt sofort nach Definition von g, d.h. go f = ida.

Jedes b € B lafit sich in der Form b = f(a) schreiben, also (f o ¢)(b) = (f o g)(f(a)) =
f(g(f(a)) = f(a) = b, dh. fog=idp.

" <" Fiir jedes b € B gilt b = idg(b) = f(g(b)) € f(A), d.h. f ist surjektiv.

Fir a,a’ € A gilt: f(a) = f(d') = g(f(a)) = g(f(d’)) = a=d, d.h. f ist injektiv.
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4. Die reellen Zahlen

Im folgenden sollen grundlegende Eigenschaften der reellen Zahlen ohne Beweise aufgelistet
werden. Alle {ibrigen Eigenschaften von R und weitere Resultate der reellen Analysis las-
sen sich dann hieraus ableiten. Die genaue Definition und Begriindung von R soll hier im
Einzelnen nicht vorgenommen werden. Dazu sei auf die Vorlesung Algebra und Arithmetik
verwiesen, in der R zum Beispiel als Vervollstandigung von Q beziiglich des gewohnlichen
Absolutbetrages eingefiithrt wird. Diese Eigenschaft legt R im wesentlichen eindeutig fest.

Das Axiomensystem von R zerfallt in drei Axiomengruppen:
e Die Korperaxiome (Axiome 1-6).
e Die Anordnungsaxiome (Axiome 7-9).
e Das Stetigkeitsaxiom (Axiom 10).

Die Kérperaxiome

1) In R sind eine Addition ”"+” und eine Multiplikation ”-” definiert.

2a) Die Addition ist assoziativ: Va,b,c € R: (a +b) +c=a+ (b+c).
b) Die Multiplikation ist assoziativ: Va,b,c € R: (a-b)-c=a- (b-c).

3a) Die Addition ist kommutativ: Va,b € R:a+b =0+ a.
b) Die Multiplikation ist kommutativ: Va,b € R:a-b="b-a.

4a) R besitzt beziiglich der Addition ein neutrales Element 0: Va € R: a + 0 = a.
b) R besitzt beziiglich der Multiplikation ein neutrales Element 1: Va € R:a -1 = a.

c) 1#0.

5a) Jedes a € R hat beziiglich "4 ein Inverses: Va e R 3 € R :a+ b = 0.
b) Jedes a € R\ {0} hat beziiglich ”-" ein Inverses: Va € R\ {0} I e R:a-b=1.

6) Es gilt das Distributivgesetz: Va,b,c e R:a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Bemerkung.

1. Die Axiome 1-6 besagen gerade, dafl R ein Korper ist. 0 und 1 sind durch 4a) und 4b)
eindeutig bestimmt.

2. Das zu jedem a € R wegen 5a) existierende b € R mit a + b = 0 ist eindeutig durch
a bestimmt und wird mit —a bezeichnet, also a + (—a) = 0. Es folgt —(—a) = a.
Abkiirzend schreibt man auch o’ — a statt o’ + (—a) fiir alle a,d’ € R.

3. Das zu jedem a € R\ {0} wegen 5b) existierende b € R mit a -b = 1 ist eindeutig

durch @ bestimmt und wird mit a=! bezeichnet, also a -a™! = 1. Es folgt (a7!)™! = a.

Abkiirzend schreibt man auch %’ statt o’ - 7! fiir alle a,a’ € R,a # 0.
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4. Wegen Axiom 4b) gilt 1 € R. Ist nun weiterhin n eine natiirliche Zahl mit n € R,
so folgt n + 1 € R, da R beziiglich “+” abgeschlossen ist. Somit ist N C R gezeigt,
und Z C R ergibt sich jetzt unmittelbar aus den Axiomen 4a) und 5a). Schlielich ist
% € R fiir alle n € N wegen Axiom 5b) und damit ™ € R fiir alle n € N,m € Z, da R
beziiglich " abgeschlossen ist, d.h. Q@ C R. Die Elemente von R\ Q heiflen irrational.

5. Aus den Axiomen 1-6 lassen sich bereits viele Rechenregeln fiir die reellen Zahlen
ableiten. Dazu folgende Beispiele.

(a) Fir allea € Rgilt a-0=0.
Beweis: 0 = —(a-0)+a-0=—(a-0)4+a-(0+0)=—(a-0)+a-0+a-0=a-0.

(b) Fiir alle a,b € R gilt a - (—b) = —(a - b).
Beweis: Wegen 0 =a-0=a-(b+(=b)) =a-b+a-(-b) folgt a- (—b) = —(a-b).

Die Anordnungsaxiome

7) In R ist eine lineare Ordnung ” <" definiert, d.h.

(a) " <" ist reflexiv: Va € R : a < a.

(b) " <" ist transitiv: Va,b,c € R: ((a <bAb<c¢) = a < c).

(¢) " <" ist antisymmetrisch: Va,b e R: ((a <bAb<a) = a=0D).
(d) " <" ist linear: Va,b € R: (a < bV b<a).

8) " <" ist mit der Addition vertriglich: Va,b,c e R: (a <b=—=a+c<b+ ).
9) 7 <"ist mit der Multiplikation vertriglich: Va,b,c € R: ((a < bAc > 0) = a-c < b-¢).
Bemerkung.

1. Die Axiome 1-9 besagen gerade, dafl R ein angeordneter Korper ist.

2. Gilt a < b, so schreibt man b > a, und a < b bzw. b > a bedeutet a < b,a # b. Gilt
a > 0, so heifit a positiv und negativ, wenn a < 0. Offenbar ist a genau dann positiv,
wenn —a negativ ist (vgl. Axiom 8).

3. Mit Hilfe der Axiome 1-9 lassen sich bereits wesentliche Eigenschaften der reellen Zah-
len beweisen. Hierzu zwei Beispiele.

(a) Fiir alle a € R gilt a* > 0.
Beweis: Gilt a > 0, so folgt a? > 0 unmittelbar wegen Axiom 9. Gilt jedoch a < 0,
so folgt —a > 0, also a®> = —(—a) -a = (—a)* > 0.

(b) Fir alle a € R,a > —1 und alle n € N gilt die

Bernoullische Ungleichung: (14 a)™ > 1 + na.

Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 1 gilt die Behauptung offensichtlich.
Gilt nun (14a)™ > 1+na, so folgt (1+a)"™ = (14a)"-(1+a) > (14+na)(1+a) =
1+ (n+1)a+mna?>1+ (n+ 1)a, und damit die Behauptung fiir n + 1.
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Definition 4.1 Ist a € R, so heifst

| a|:= falls

der Absolutbetrag oder Betrag von a.
Bemerkung. Man iiberzeugt sich leicht davon, daf§ fiir alle a,b € R gilt

|a[=0, [al=]—al, [a-b[=|a]-[b]und]|a[=max{a,—a}.
Satz 4.2 Fir alle a,b € R gilt

lat+bl<|al+[b] wnd [la|—|bll<la—b].

Beweis. Wir zeigen zunéchst die erste Ungleichung. Wegen a <| a | und b <| b | folgt
a+b<|a|+|b]|, und wegen —a <|a | und —b <| b | folgt —(a+0b) <| a | + | b|. Insgesamt
ist also | a +b |=max{a+b,—(a+0)} <[a|+]|b].
Die zweite Ungleichung ergibt sich folgendermaflen aus der ersten:

lal=la=b+b|<|a=bl[+[b]=lal-[b]|<|a=b].
Entsprechend gilt |0 | — |a | < |a—1b], also

lal=T]bl[ <Ta=b].

Bemerkung. Die Ungleichung | a +b |<| a | + | b | heifit Dreiecksungleichung.
In der reellen Analysis spielen die offenen und abgeschlossenen Intervalle eine zentrale Rolle:
Sind a,b € R, a < b, so heifit

[a,b] :={x € R | a <z < b} abgeschlossenes Intervall mit den Grenzen a und b und
(a,b) :={x € R | a < z < b} offenes Intervall mit den Grenzen a und b.

Die folgenden Teilmengen von R werden ebenfalls als Intervalle bezeichnet:

(a,b] :={z € R |a <z <b}, la,b) :={z € R |a <z <b},
(—00,b] :=={z € R | x < b}, [a,00) :={z € R|a <z},
(—o00,b) :={zr e R |z < b}, (a,00) :={zr € R |a <z},
(—00,00) :=R.

Weitere wichtige Begriffe in diesem Zusammenhang sind obere Schranke und Supremum sowie
untere Schranke und Infimum. Dazu folgende

Definition 4.3 Ist M C R eine Teilmenge von R, dann heifst a € R obere Schranke von
M, wenn x < a fir alle x € M qilt. a heifit Supremum von M, wenn a die kleinste obere
Schranke von M ist. M heifit nach oben beschrinkt, wenn M eine obere Schranke hat.
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Bemerkung. Entsprechend definiert man die Begriffe untere Schranke und Infimum. M
heifit nach unten beschréankt, wenn M eine untere Schranke hat, und beschrankt, wenn M
nach oben und nach unten beschrankt ist.

Beispiel. Ist a < b, so sind die Intervalle (a,b), (a,b], [a,b] und [a,b) beschrankt und haben
das Supremum b sowie das Infimum a. Die Intervalle (a, o), [a, 00) sind nicht nach oben
beschrankt und haben das Infimum a, wéhrend (—oo,b) und (—oo, b] nicht nach unten be-
schrankt sind und das Supremum b haben.

Nun sind die notwendigen Begriffe eingefiihrt, um das noch fehlende Stetigkeitsaxiom fiir R
zu formulieren.

Das Stetigkeitsaxiom

10) Ist M C R eine nichtleere Teilmenge von R, die in R nach oben beschrénkt ist, so
existiert in R das Supremum von M.

Bemerkung.

1. Auf der Menge Q der rationalen Zahlen sind ebenfalls Addition, Multiplikation und eine
lineare Ordnung definiert, so dafl Q beziiglich dieser ein angeordneter Kérper ist. Der
wesentliche Unterschied zu R besteht darin, daf} es in Q beschréinkte nichtleere Mengen
gibt, die kein Supremum oder Infimum in @ besitzen. Dieses wird spéter noch genauer
erortert. C ist zwar ein Korper, aber beziiglich keiner Anordnung ein angeordneter
Korper, denn bei jeder Anordnung wére 1 > 0, da 1 ein Quadrat ist, also —1 < 0. In
C ist aber —1 ebenfalls ein Quadrat.

2. Axiom 10 heifit auch Satz vom Supremum. Hier ist es aber kein beweisbarer Satz,
sondern ein Axiom. Entsprechend formuliert man den Satz vom Infimum, den man
folgendermaflen aus Axiom 10 ableiten kann: Ist M C R eine nichtleere Teilmenge von
R, die in R nach unten beschrankt ist, so ist —M := {—m | m € M} nicht leer und
nach oben beschrankt. Wegen Axiom 10 existiert das Supremum s von — M. Offenbar
ist —s das Infimum von M.

Wie der Satz vom Supremum (Axiom 10) konkret benutzt werden kann, zeigt das folgende

Beispiel. Zu jedem a € R,a > 0 und n € N existiert ein b € R, b > 0 mit b" = a.

Beweis. Wir definieren M :={z € R| 2z > 0A 2" <a}. Gilt a > 1, so folgt 1 € M, und gilt
a < 1, so folgt a € M, d.h. M ist nicht leer.

Wir zeigen nun, dafl 1+ a eine obere Schranke von M ist. Gibt es ein x € M mit 1 +a < z,
also (1 +a)" < 2™ < a, so ergibt sich aus der Bernoullischen Ungleichung der Widerspruch
a>(1+a)">1+na> a. Folglich ist z <1+ a fiir alle x € M.

Damit sind die Voraussetzungen fiir den Satz vom Supremum erfiillt, d.h., das Supremum
b von M existiert, b > 0. Zu zeigen bleibt, dafl weder b" < a noch b" > a gelten kann, und
somit " = a gilt.

Annahme: b" < a, alsoO<1—7n<1und0<1( -2y <
Definieren wir iy := 1 —2(1— —) sogilt 0 <y < 1 undy”

1
n

<1 dh 0< 1-11-2) <1
(1-1(1— )) > ba wegen der
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Bernoullischen Ungleichung. Also ist (5)” < a, d.h. 3 € M und g < b, da b das Supremum
von M ist. Somit erhalten wir den Widerspruch 1 <.

Annahme: a <b" also0 <1—% <1lund0<i(1-%) <2 <1,dh0<1-21(1-%) <1

Definieren wir y :=1—2(1— &), s0 gilt 0 <y < 1 und y" > &, also yb < b und (yb)" > a.

Da b das Supremum von M ist, existiert ein x € M mit yb < x < b, und es folgt der Wider-
spruch a < (yb)* < 2™ < a.

Erginzung: b € R, b > 0 mit 0" = a ist sogar eindeutig bestimmt, denn ist ¢ € R, ¢ > 0 mit
" =aundb < ¢ sofolgt0 < 2 < 1,also0 < (2)" < 1,im Widerspruch zu (2)" = &5 = ¢ = 1.
Man schreibt b = /a und nennt b die n-te Wurzel aus a.

5. Folgerungen aus dem Satz vom Supremum

In diesem Abschnitt beweisen wir drei wichtige Folgerungen aus dem Satz vom Supremum.

Satz 5.1 Zu jedem x € R gibt es einn € N mit x < n.

Beweis. Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis. Annahme: Fiir alle n € N gilt n < z.
Dann ist = eine obere Schranke von N in R, und wegen des Satzes vom Supremum existiert
das Supremum s von N in R. Damit ist s — 1 keine obere Schranke von N, also s — 1 < n fiir

ein n € N. Es folgt der Widerspruch s <n+1 € N.
O

Bemerkung. Die Aussage von Satz 5.1 bezeichnet man auch als Archimedisches Axiom.
Hier ist es jedoch kein Axiom von R, sondern ein beweisbarer Satz.

Einfache Folgerungen.

1. Istz € R, sogibteseinneZ mitn <z <n+ 1.
Beweis. Sei zundchst 0 < z und M = {n € Ny | n < z}. Dann gilt 0 € M. Wére
fiir jedes n € M auch n+ 1 € M, so wiare Ny C M, also n < z fiir alle n € N im
Widerspruch zu Satz 5.1. Also gibt eseinn e M mit n+1¢ M, dh. n <z <n+1.
Gilt x < 0,s0 gibt eseinn € Ngmit n < —x <n-+1,also —n—1<x <n.lIst x =n,
so folgt n <x <n+1.

2. Sind z,y € R,z > 0, so gibt es ein n € N mit y < nx.
Beweis. Es gibt ein n € N mit £ <n.

3. Ist x e R,z > 0, so gibt es ein n € N mit 1 < nx, alsoO<%<x.
Beweis. Wihle y = 1 in Folgerung 2.

4. Sind z,y € R mit x < y, so gibt es ein ¢ € Q mit z < g < y (d.h., Q ist dicht in R).
Beweis. Wegen Folgerung 3 gibt es m € N mit 1 < m(y — z) und wegen Folgerung 1
gibt es ein n € Z mit n — 1 < ma < n. Insgesamt gilt also n < my und mz < n, also
r< <y
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Satz 5.2 Ist [a1,bi] D [ag,bo] D [as,bs]... eine beziglich der Inklusion absteigende Folge
von abgeschlossenen Intervallen, so gibt es ein x € R, das in jedem Intervall |a;, b;],i € N
enthalten ist.

Beweis. Wir definieren A = {a; | i € N} und zeigen zunéchst, dafl jedes b;,j € N eine
obere Schranke von A ist. Sei also a; € A. Gilt i < j, so folgt [a;,b;] 2 [a;,b;] und da-
mit a; < a; < bj < bi, d.h. a; < bj. Gilt aberj < 1, SO fOlgt [(lj,bj] D) [ai,bi] und damit
a; < a; <b; <bj, dh. a; <b;. Wegen des Satzes vom Supremum existiert das Supremum s
von A mit a; < s < b; fiir alle 7, j € N, also s € (,.y[as, bi].

O

Bemerkung.

1. Die Aussage von Satz 5.2 bezeichnet man auch als Intervallschachtelungsaziom. Hier
ist es jedoch kein Axiom von R, sondern ein beweisbarer Satz. Genau genommen haben
wir also gezeigt, daf} in einem geordneten Korper, in dem der Satz vom Supremum gilt,
das Archimedische Axiom und das Intervallschachtelungsaxiom gelten. Ohne Beweis
sei kurz erwdhnt, daf§ auch die Umkehrung gilt: In einem geordneten Korper, in dem
das Archimedische Axiom und das Intervallschachtelungsaxiom gelten, gilt auch der
Satz vom Supremum. Dieses wird z.B. in der Vorlesung Algebra und Arithmetik gezeigt.

2. Ist (a1,b1) 2 (ag,by) 2O (as,bs)... eine beziiglich der Inklusion absteigende Folge
von offenen Intervallen, so gibt es im allgemeinen kein z € R, das in jedem Inter-
vall (a;,b;),1 € N liegt. Dazu betrachten wir folgende streng absteigende Folge offener
Intervalle (0,1) D (0,3) D (0,%) D (0,1).... Gébe es ein € R mit z € (0, 1) fiir alle
1€ N, sowire 0 <z < % fiir alle « € N im Widerspruch zu Folgerung 3 nach Satz 5.1.

Der néichste Satz sagt aus, dafl die abgeschlossenen Intervalle [a, b] eine fiir die Analysis sehr
wichtige Eigenschaft haben, die man als Kompaktheit bezeichnet. Diese FEigenschaft ist sehr
abstrakt, und es ist zunéchst nicht ersichtlich, wie sie sinnvoll eingesetzt werden kann. In
den folgenden Paragraphen wird sie jedoch wesentlich benutzt. Bevor nun Satz 5.3 formuliert
werden kann, fithren wir noch einige Begriffe ein.

Ist I eine Indexmenge und M; fiir jedes ¢ € I eine Teilmenge von R, so heifit {M; | i € I}
Uberdeckung von [a,b], wenn [a,b] in der Vereinigung aller M;,i € I liegt, also [a,b] C
Uier M;. Gibt es bereits endlich viele der M;, die [a, b] iiberdecken, z.B. [a,b] € M U. ..UMy,
so sagt man, daf} es ein endliches Teilsystem von {M; | i € I} gibt, das [a, b] iberdeckt. Zum
Beispiel ist {(i — 1,4+ 1) | i € Z} wegen Folgerung 1 nach Satz 5.1 eine Uberdeckung von
R durch offene Intervalle. Offenbar wird R aber nicht durch endlich viele dieser Intervalle

iiberdeckt.

Satz 5.3 Sei I eine Indexmenge und M; fir jedes i € I ein offenes Intervall von R. Ist
{M; | i € I} eine Uberdeckung von [a,b], so gibt es ein endliches Teilsystem von {M; |i € I},
das [a, b] tberdeckt.

Beweis. Zunéchst definieren wir eine Teilmenge A C R von R folgendermaflen: x € R liegt
genau dann in A, wenn z € [a, b] und wenn es ein endliches Teilsystem von {M; | i € I} gibt,
das [a, x] iiberdeckt. Da a in einem der M; enthalten ist, wird {a} = [a, a] von einem endlichen
Teilsystem von {M; | i € I} iiberdeckt, d.h. a € A. Damit ist A nicht leer. Weiterhin ist b
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eine obere Schranke von A, so daf§ das Supremum s von A existiert mit s € [a, b]. Also liegt s
in einem M;, z.B. s € M; mit My = (a1,b1), d.-h. a; < s < by. Da aber s das Supremum von
A ist, gibt es ein x € A mit a; < z < s, und somit ein endliches Teilsystem von {M; | i € I},
das [a, z] tiberdeckt, z.B. [a, 2] C My U. ..U M,,. Wir zeigen jetzt b < by. Dann folgt ndmlich
a1 <x<s<b<by, also

la,b] = [a,x] U [z,b] C MyU...UM,, UM,
und wir sind fertig. Annahme: b; < b. Dann existiert ein y € R mit s < y < by < b, also
la,y] = [a, 2] U [z,y] C MaU...UM,, UM,

d.h. y € A. Dieses ist aber ein Widerspruch dazu, dal s das Supremum von A ist.
O

Bemerkung. Die in Satz 5.3 fiir abgeschlossene Intervalle formulierte Eigenschaft gilt fiir
offene Intervalle nicht, wie folgendes Beispiel zeigt. Wegen Folgerung 3 nach Satz 5.1 gibt
es zu jedem z € (0,1) ein i € N mit 3 < z, also z € (1,1). Damit ist {(3,1) | i € N} eine
Uberdeckung von (0,1) durch offene Intervalle, die kein endliches Teilsystem enthélt, das
(0,1) tiberdeckt.

6. Aufgaben

A 6.1 Zeigen Sie, dal die Aussagen A = B und —(A A =B) bzw. A = B und -8B = - A
fiir beliebige Aussagen A, B dquivalent sind. Erlautern Sie dieses Ergebnis.

A 6.2 Formalisieren Sie die folgende Aussage: Ist das Produkt zweier rationaler Zahlen ne-
gativ, so ist genau einer dieser Faktoren negativ.

A 6.3 Formalisieren Sie folgende Aussage: Zu beliebigen reellen Zahlen a und b existiert eine
natirliche Zahln, so daf b kleiner ist als na. Begriinden Sie, dafl die Aussage falsch ist, und
bilden Sie ihre Negation.

A 6.4 Beweisen Sie Vo,y € Q: (r <y = 3J¢g € Q: z < q < y) und zeigen Sie, daf} die
Aussage Vz,y e N: (z <y =3Jg € N: z < g <y) falsch ist.

A 6.5 Beweisen Sie fiir die Mengen A und B, die beide Teilmengen einer Menge M sind:
CACB<«<=(CBCA<= AUuB=M.

A 6.6 Esseien f: A— Bund g: B — C zwei Abbildungen. Zeigen Sie:
(a) Wenn g injektiv ist und go f : A — C surjektiv, dann ist f surjektiv.
(b) Wenn f surjektiv ist und g o f injektiv, dann ist g injektiv.

A 6.7 Gegeben sind die Mengen N und M sowie die Abbildung f : N — M. Zeigen Sie,
daB fiir beliebige Mengen A, B C N gilt:

(a) f(AUB) = f(A) U f(B).
(b) f(ANB) C f(A)N f(B
(c) Ist f injektiv, so gilt in

).
(b) das Gleichheitszeichen.
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A 6.8 (a) Zeigen Sie 2n+ 1 < 2" fiir alle n € N,n > 3.
(b) Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt n* < 2"? Benutzen Sie vollstéindige Induktion.

A 6.9 Beweisen oder widerlegen Sie (benutzen Sie gegebenenfalls vollstandige Induktion):
(a) Fiir alle natiirlichen Zahlen n,n > 3 gilt (n+ 1)! < n".
(b) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

12 3 n_ 5n*—9n+5

2 3 LT T T T

(c) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

12 N 22 N 32 P n? _ n(n+1)
1-3 3.5 5.7 77 (2n—-12n+1) 22n+1)

A 6.10 Fiir n € Ny definiert man n! rekursiv durch 0! := 1 und (n+ 1)l :=n!- (n+1).
Zeigen Sie, daf fiir alle a,b € R und alle n € Z,n > 0 gilt

(a+0b)" = i (Z) a® b,

k=0

wobei (Z) = g—lk), fiir alle n, k € Z,0 < k <n.

E(

A 6.11 (a) Zeigen Sie, daB fiir alle a € R,a # 0 gilt: [ a + 2 [> 2.
(b) Zeigen Sie, daf fiir alle a,b € Rgilt: |a+b |+ |a—b|>|a|+]|b].

A 6.12 Zeigen Sie, daBl eine Teilmenge I C R von R genau dann ein Intervall ist, wenn fiir
allea,be Tund allez e Rgilt: a <x < b=z € I.

A 6.13 Zeigen Sie:

(a) Sind a und b reelle Zahlen mit a < b, so gibt es unendlich viele rationale Zahlen ¢
mit a < g < b.
(b)Ista e Rund M ={q € Q| a < q}, soist a das Infimum von M.

A 6.14 Gegeben ist die Polynomfunktion
f:R—R, z+—a"+a, 12" ' +...+a12+ag

mit n € Nund ag, ay,...,a,_1 € R. Zeigen Sie: Ist a € R eine Nullstelle von f, d.h. f(a) =0,
so gilt a € (=M, M) mit M =|ag |+ | a1 | +...4 | an_1 | +1. Geben Sie ein Beispiel an.

A 6.15 Zeigen Sie:
(a) Sind n, m natiirliche Zahlen und ist y/n € R irrational, so ist auch \/n + \/m irrational.
(b) Sind a, b, c und d ganze Zahlen und ist = € R irrational, so ist auch

ar +b

cr+d

irrational, falls ad — be # 0.



KAPITEL 2

Folgen und Reihen

1. Folgen

Definition 1.1 FEine Funktion f: N — R, n+—— a, heifit Folge (reeller Zahlen).

Bemerkung. Ist f : N — R, n —— a,, eine Folge, so schreibt man auch abkiirzend (a,,)
oder (a,) = (a1, as,as, . ..).

Beispiel.

1. Die konstante Folge mit a,, = a fiir alle n € N, also (a,) = (a,a,a,...).

2. a :%fralleneN also (a,) = (1,3,3,...).
a, = 5 fir alle n € N, also (a,) = (=1,3, -3, 1, 1)
3. Rekursiv definierte Folgen: a; =0, an41 = 3(1 + a,), also (a,) = (0,3,3,%,...).

Definition 1.2 a heifit Grenzwert oder Limes der Folge (a,), wenn es zu jeder reellen Zahl
e > 0 eine natirliche Zahl ng € N gibt, so daf fir allen € N;n > ng gilt: | a — a,, |< €. Fine
Folge (a,) heifit konvergent, wenn sie einen Grenzwert hat, anderenfalls divergent.

Bemerkung.

1. Die Formalisierung von Definition 1.2 lautet:

a ist Grenzwert der Folge (a,,) <= Ve >0 3dng € NVn >ng:|a—a, |<e.

2. Ist a Grenzwert der Folge (a,), so schreibt man a = lim,, ., a, oder kurz a = lim a,.
Konvergiert (a,) gegen Null, so heifit (a,,) Nullfolge.

3. Stimmen die beiden Folgen (a,) und (b,) bis auf die ersten k Folgeglieder iiberein und
konvergiert (a,) mit lim a,, = a, so konvergiert auch (b,) mit lim b, = a, denn zu jedem
e > 0 gibt es ein ng € N mit | a — a, |< € fir alle n > ng, also | a — b, |< € fiir alle
n > max{ng, k}.
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Beispiel.
1. Die konstante Folge (a,) mit a,, = a fiir alle n € N konvergiert gegen a.

2. 0 ist Grenzwert der Folge (a,) mit a, = +.
Beweis. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es wegen Folgerung 3 nach Satz 5.1 aus

Kapitel 1 eine natiirliche Zahl ng mit 0 < n—lo < €. Fiir alle n € N mit n > ng gilt

dann |a, —0|=1 <L <e

n — ng

3. Die Folge (a,) mit a, = ;25(—1)" divergiert.
Beweis. Wir nehmen an, daf§ (a,,) konvergiert mit a = lim a,,. Dann gibt es ein ny € N,
so daB fiir alle n > ng gilt | @ — a, |< 3. Fiir alle n > ng folgt hieraus | a — an41 |< 3,

also | apy1 —a, | < | an+1—a |+ | a—a, |< %—l—% = 1, im Widerspruch zu
[y —an =05+ > 5+ =1

Satz 1.3 Eine Folge reeller Zahlen (a,) hat hichstens einen Grenzwert.

Beweis. Wir nehmen an, daf§ (a,) zwei verschiedene Grenzwerte a und b hat. Definieren
wir e := 1 | a—b |, so gibt es ein ng € N, so daB | a,, —a |[< e und | a, — b |< e fiir alle
n>nggilt also|a—b|<|a—ay,|+|a,—b|<e+e=3]a—-bl+3]|a—bl|=la—1b]|
- Widerspruch.

O

Eine Folge heifit beschrénkt, nach oben beschrinkt oder nach unten beschréankt, wenn die
Menge {a, | n € N} der Folgeglieder die entsprechende Eigenschaft hat.

Satz 1.4 Fine konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Ist (a,) konvergent mit a = lim a,, so gibt es ein ng € N mit | a,, — a |< 1 fiir alle
n>ng,also|a, | <|a,—al|+|a|<1+ |al Firs:=max{|a |,|az|,...,| an, |, 1+ | a |}
folgt dann | a, | < s fiir alle n € N.

O

Satz 1.5 Sind (a,) und (b,) konvergente reelle Zahlenfolgen, dann konvergieren auch die
Folgen (a,, + b,), (an —by), (an-b,) und (| ay |), und es gilt

lim(a, + b,) = lima,, + limb,,, lim(a, — b,) = lima,, — limb,,

lim(a, - b,) = lima, - limb,,, lim(| a, |) =| lim(a,) | .

Gilt b, # 0 fir alle n € N und limb, # 0, so konvergiert (§) mit lim §* = llllgll‘gz
Gilt a, < b, fir allen € N, so folgt lima, <limb,.

Beweis. Sei a = lima,, und b = lim b,, sowie ¢ > 0.

1. Es gibt ng € N, so da | a,, —a [< § und | b, — b |< § fiir alle n > ng gllt Dann folgt
| an+bp—(a+b) | <|an—a|+|b,—b|< §+5 =eund entsprechend | ap—bp—(a—0b) |< e.
2. Wegen Satz 1.4 ist (b,) beschriankt, d.h., es gibt ein s € R, s > 0 mit | b, | < s fiir alle
n € N. Es existiert nun ein ng € N, so da | a, —a|-s < §fund | b, —b |- |a|< § fir alle
n > ng gilt. Damit ergibt sich | a,b, — ab | = | a,b, — ab, + ab, — ab | < | a,b, — ab, |
|ab, —ab | =|a,—allb,| + |al|lb,—b|<|ap,—als+5<5+5=¢
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3. Es gibt ein ng € N, so dafl | a, — a |< € fir alle n > ng gilt, also wegen Satz 4.2 aus
Kapitel 1 auch || a, | — | a || < | a, —a | < ¢ fiir alle n > ny.

4. Wegen b # 0 gibt es ein ng € N, soda | b, — b | < % fiir alle n > ng gilt. Hieraus folgt
[ b=l by+ (b=bn) | < bu | +]b=ba| <|by|+5, also l <|b, | dh & < 2.
Schliefflich ergibt sich fiir geniigend grofies n

a, a an—a+a b—bn‘ 2 | |+2|0L|
e T T, S e iz

b, —b| < e

5. Sei a, < b, fir alle n € N und b < a. Fiir geniigend grofies n gilt dann | a — a,, | < %)
und | b—0b, | < “T_b Fiir diese n folgt dann der Widerspruch a — b < a—b+1b, — a, =
la—b4+b,—a, | <|a—ap| + |by—b| < F+%5E=a—b.

O

Beispiel. Wir betrachten zunéchst die spezielle Folge (a,) mit a, = "T“,n € N. Wegen
a, = 1+ % und 1im% = 0 folgt lima, = 1+ 0 = 1. Dieses Beispiel kann nun leicht
folgendermaflen verallgemeinert werden. Sei

Ci-nz—i-...—i-cl-n—i-co

n - ) it ,d eR d i,d‘ 0.
“ djnﬂ—l——i—dln—l—do T G G e j#
Dann folgt
oo ataagte o ta (@) ()
Yool didia i d (R 4 do - (L)
Der Grenzwert des zweiten Faktors ist wegen Satz 1.5 offenbar <. Gilt ¢ = 7, so ist

J
[/ A—

lima, = g gezeigt. Gilt i < j, so folgt lima, = (lim )7 . @ = 0. Ist aber i > j, so
divergiert (a,). Um das einzusehen, nehmen wir ¢ = lima, an. Wegen limn/~* = 0 wiire
dann 0 =0-a = limn/~* - lima, = ;—] ein Widerspruch.

Méchte man die Konvergenz einer Folge (a,) mit Hilfe von Definition 1.2 zeigen, so mufl
zuvor der Grenzwert a = lim a,, bekannt sein. Oft ist es aber mdoglich, die Konvergenz von
(ay,) auf andere Art nachzuweisen, wéhrend die Berechnung des Grenzwertes durchaus sehr

schwierig sein kann.

Definition 1.6 Die reelle Zahlenfolge (a,,) heifit (streng) monoton steigend, wenn a, < ;11
(an, < anyq) fiir allen € N gilt.

Bemerkung.
1. Entsprechend definiert man (streng) monoton fallende Folgen.

2. Durch vollstéandige Induktion 148t sich leicht zeigen, daf (a,) genau dann (streng)
monoton steigend bzw. (streng) monoton fallend ist, wenn a,, < a,, (a, < a,,) bzw.
ap > G, (@ > ap,) fir alle n,m € N;n < m gilt.

Satz 1.7 Ist (a,) monoton steigend und nach oben beschrinkt oder monoton fallend und
nach unten beschrankt, so konvergiert (ay,).
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Beweis. Sei (a,) monoton steigend und nach oben beschriankt. Dann existiert das Supremum
a von {a, | n € N}, und wir zeigen lim a,, = a. Sei also € > 0 gegeben. Weil a — € keine obere
Schranke von {a, | n € N} ist, gibt es ein ng € N mit a — € < a,, < a, also a,, < a, < a fur
alle n € N,n > ng, da (a,) monoton steigend ist. Fiir alle n € N, n > ngy gilt somit

la—ay|=a—a, =a—ay, +ay, —a, < a—ay, <e.

Ist (a,) monoton fallend und nach unten beschrinkt, so ist (—a,) monoton steigend und
nach oben beschrinkt. Es folgt —lim(—a,) = lim a,,.
|

Bemerkung. Die Voraussetzung von Satz 1.7 kann dahingehend abgeschwécht werden, dafl
(a,) ab dem k-ten Folgeglied monoton steigend (fallend) ist, denn wegen Bemerkung 3 nach
Definition 1.2 beeinflussen die ersten k Folgeglieder das Konvergenzverhalten einer Folge
nicht.

Beispiel. Sei ¢ € R,¢ > 0 und (a,) rekursiv definiert mit a; = 1 und an41 = 3(a, + =),

n € N. Man zeigt leicht durch vollstdndige Induktion, daf} a, > 0 fiir alle n € N gilt. Wir
beweisen nun, daf (a,) ab dem 2. Folgeglied monoton fallend ist. Sei also n > 1.

an, c an c az —c

I T S S PR )

1 1 C

= E(Zm"*ﬁanfl) -0
11 C 9

= —(=(ap-1 — > 0.
2 (g1 =) 2

Wegen Satz 1.7 konvergiert (a,) und folglich auch (a,41) mit lima, = lima,;; =: a. Um a
zu berechnen, wenden wir Satz 1.5 auf die Gleichung

1
- ny = (0, + )
an und erhalten a - a = 1(a® + ¢), also a® =c.

Fiir die praktische Anwendung ist die Folge (a,) gut geeignet, um /c zu approximieren.
Diese Methode ist bereits seit dem Altertum bekannt und wird héufig dem griechischen
Mathematiker Heron von Alexandrien zugeschrieben. In modernerer Sprechweise ist es ein
Spezialfall des Newton-Verfahrens zur Berechnung der positiven Nullstelle von 2% — c.

Ist die Folge (a,) beschrinkt, aber weder monoton steigend noch monoton fallend, so ist
(a,,) im allgemeinen nicht konvergent. Anschaulich ist aber klar, daf§ sich die Folgeglieder an
mindestens einer Stelle hdufen miissen.

Definition 1.8 Ist (a,) eine reelle Zahlenfolge, so heifit a Haufungspunkt von (a,), wenn
es zu jedem € > 0 und jedem m € N ein n > m gibt, so daf$ | a — a,, |< € gilt.
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Bemerkung. Die Formalisierung von Definition 1.8 lautet:
a ist Haufungspunkt von (a,) <= Ve >0VmeNdIn>m:|a—a,| < e

Beispiel. Wir betrachten die Folge (a,,) mit a,, = “t:(-1)", n € N.

n

Behauptung: 1 und —1 sind Haufungspunkte von (a,). Dazu sei € > 0 und m € N.
Zunéchst gibt es ein gerades n € N mit n > m und % < €, also

1
1—ay|=|1-2F

1
| = —<e
n

Damit ist 1 Haufungspunkt von (a,,). Es gibt aber auch ein ungerades n € N mit n > m und
1

=~ < ¢, also

n )

n+1 1
| = —<e
n

| ~1—a,|=|-14+

Damit ist auch —1 Haufungspunkt von (a,).

Offenbar gilt in diesem Beispiel, dafl (aq, a4, ag,...) gegen 1 und (aq,as,as,...) gegen —1
konvergiert.

Definition 1.9 Ist (a,) eine Folge und f : N — N streng monoton steigend, so heifst (b,)
mit by, = ay@y Teilfolge von (a,).

Beispiel.

1. (b,) = (ag,as,ay,...) ist eine Teilfolge von (a,), denn f: N — N, n —— n + 1 ist
streng monoton steigend und b,, = ay,) fiir alle n € N.

2. (by) = (a1,a4,ag, ...) ist eine Teilfolge von (a,), denn f : N — N, n —— n? ist streng
monoton steigend und b,, = ay,) fiir alle n € N.

Bemerkung.

1. Ist f : N — N streng monoton steigend, dann gilt f(n) > n fir alle n € N, wie man
leicht durch vollstdndige Induktion zeigen kann.

2. Ist (a,) konvergent mit lim a,, = a, so konvergiert jede Teilfolge (b,) von (a,) gegen a,
denn ist € > 0, so gibt es ein ng € N mit | a — a, |< € fiir alle n > ng, und fiir alle
n > ng gilt f(n) > f(no) > no, also |a —b, | = | a —apm) [< e

Satz 1.10 Ist (a,) eine reelle Zahlenfolge, so ist a € R genau dann ein Hdaufungspunkt von
(an), wenn es eine Teilfolge (b,) von (a,) gibt, die gegen a konvergiert.

Beweis. 1. Sei limb, = a mit b, = ay;) und f : N — N streng monoton steigend. Zu
zeigen ist, daBl a ein Haufungspunkt von (a,) ist. Sei also € > 0 und m € N. Dann gibt es
zunéchst ein nyg € N, so dal | a — b, |< € fiir alle n > ny gilt. Setzen wir n = max{m,ng},
so folgt n > ng, also | a — aym) |< €. Wegen n > m gilt aber auch f(n) > f(m) > m, d.h. a
ist ein Haufungspunkt von (a,).

2. Sei nun andererseits a ein Haufungspunkt von (a,,). Zu zeigen ist, dafl es eine Teilfolge (b,,)
von (a,) mit limb, = a gibt. Dazu definieren wir rekursiv eine geeignete streng monoton
steigende Funktion f : N — N mit | a — ayp@) |< % fiir alle n € N. Zunéchst gibt es ein
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k € Nmit | a — a |< 1, und wir setzen f(1) = k. Sind f(1), f(2), f(3),..., f(n) bereits mit
den Eigenschaften f(1) < f(2) < f(3) < ... < f(n) und | a —ayy |< 3 firi=1,...,n
definiert, so gibt es ein k € Nmit k > f(n) und | a — a; |< 5, da a ein Héufungspunkt
von (a,) ist. Wir setzen nun f(n+1) = k.

Behauptung: limb, = a mit b, = asu,),n € N. Um das zu beweisen, sei € > 0 gegeben.
Zunachst existiert ng € N mit % < e. Fiir alle n > ng folgt dann auf Grund der obigen
Eigenschaften von f

1
|a—bn\:]a—af(n)]< Egn—0<€.

Dieses zeigt gerade, dafl die Teilfolge (b,,) gegen a konvergiert.

Bemerkung.

1. Ist a Grenzwert der Folge (a,), so ist a einziger Haufungspunkt von (a, ). Dieses folgt
direkt aus Satz 1.10 wegen Bemerkung 2 nach Definition 1.9.

2. Kommt a € R in der Folge (a,) unendlich oft vor, d.h. ist {n € N | a,, = a} unendlich,
so ist @ Haufungspunkt von (a,,).

Beispiel. Wir betrachten die Folge (a,) = (%, %, %, %, %, %, %, ...) und wollen alle Haufungs-
punkte von (a,) ermitteln. Zum Beispiel sind 0 und 1 Haufungspunkte, denn (3,3, 1, .. .) ist
eine Teilfolge von (a,), die gegen 0 konvergiert, und (%7 %, %, ...) eine Teilfolge, die gegen 1
konvergiert. Wegen 0 < a,, < 1 fiir alle n € N liegen alle weiteren Haufungspunkte in (0, 1).
Behauptung: Jedes a € [0, 1] ist Haufungspunkt von (a,). Um das zu beweisen, betrachten
wir ein beliebiges a € [0, 1], wobei die Félle a = 0 und a = 1 schon oben behandelt wurden.
Sei also 0 < a < 1. Zu zeigen ist, dafl es zu jedem ¢ > 0 und jedem m € N ein n > m mit
| a —a, |< € gibt. Wegen 0 < a < 1 und Folgerung 4 nach Satz 5.1 aus Kapitel 1 gibt es z.B.
ein ¢ € Q mit a < ¢ < 1. Wir kénnen sogar a < ¢ < a + ¢, also | a — ¢ | < € annehmen. Da
in (a,) jede rationale Zahl aus (0, 1) auftritt, gilt ¢ = a,, fir ein n € N. Man kann nun sogar
n > m annehmen, denn q tritt in (a,) unendlich oft auf: ¢ =~ = 2 = 3* = 4 —  Damit

s 25 3s  4s
ist die Behauptung gezeigt.

Der folgende Satz ist ein zentrales FErgebnis der reellen Analysis, das wir mit Satz 5.3 aus
Kapitel 1 beweisen werden, d.h., wir nutzen aus, daf [a, b] kompakt ist.

Satz 1.11 (Bolzano-Weierstraf3 ) Jede beschrinkte reelle Zahlenfolge (ay) hat minde-
stens einen Hdaufungspunkt.

Beweis. Sei a < a,, < b fiir alle n € N. Ist {a, | n € N} endlich, so folgt die Behauptung
sofort aus Bemerkung 2 nach Satz 1.10. Sei also {a,, | n € N} nicht endlich. Zu zeigen ist

IreRVe>0YVmeNIn>m:a,—r|<e.
Wir beweisen die Behauptung mit einem Widerspruchsbeweis, d.h., wir nehmen an

VreR3e>0ImeNVn>m:|a,—r|>ec
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Zu jedem 1 € R gibt es somit (im allgemeinen von r abhéngende) €, > 0 und m, € N mit
| @, — r |> €, fiir alle n > m,.. Wegen

(r—e,r+e¢) ={zeR||z—r|<e}

liegen in den offenen Intervallen (r — €., 7 4 €,.) nur endlich viele Folgeglieder. Nun ist aber
{(r—e,,r+¢) | r € [a,b]} eine Uberdeckung von [a, b] durch offene Intervalle, die wegen Satz
5.3 aus Kapitel 1 ein endliches Teilsystem enthélt, das [a, b] iberdeckt. Da, wie oben gezeigt,
jedes dieser endlich vielen Intervalle nur endlich viele Folgeglieder enthélt, liegen auch nur
endlich viele Folgeglieder von (a,) in [a,b], d.h., {a, | n € N} ist endlich - Widerspruch.

O

Zum Abschluf} dieses Abschnitts soll noch ein weiteres Konvergenzkriterium fiir Folgen an-
gegeben werden, bei dem auf die Kenntnis des Grenzwertes verzichtet werden kann.

Definition 1.12 Fine Folge (a,) heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N
gibt, so daf fir alle m,n > ng gilt | a, — an, |< €.

Bemerkung.

1. Die Formalisierung von Definition 1.12 lautet:

(an) ist Cauchy-Folge <= Ve >0 3ng € NVn,m >ng: | a, — a, |[<e.

2. Jede konvergente Folge (a,) ist eine Cauchy-Folge, denn gilt lim a,, = a, so gibt es zu
jedem € > 0 ein ng € N mit | a, —a |< § fiir alle n > ng, d.h.

lGn—m | = |an—a+a—am|<|an—a|+|a—am|< <+

6_
7 T3~ ¢

fiir alle n,m > ny.

Wichtig ist nun, daf§ auch die Umkehrung von Bemerkung 2 gilt.

Satz 1.13 Ist (a,) eine Cauchy-Folge, so konvergiert (a,) in R.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl (a,) beschrénkt ist. Da (a,) eine Cauchy-Folge ist, exi-
stiert ein ng € N mit | a, — a,, | < 1 fiir alle n,m > ng. Fiir alle n > ny gilt also
| an | = [ an —apy + any | < | an —any | + | any | < 14| @y, |. Somit folgt fiir alle n € N

| a, | < max{|aj |,...,]| any |, 14 | an, |}-

Wegen Satz 1.11 hat (a,) einen Haufungspunkt a, und wir zeigen, dafl (a,) gegen a konver-
giert. Sei also € > 0. Dann gibt es ein ng € N mit | a,, — a,, |< 5 fiir alle n,m > ng. Da nun
a ein Haufungspunkt von (a,) ist, gibt es ein m > ng mit | a, — a |< §. Zusammen folgt
schliellich fiir alle n > ng

€
lap,—a|=|apn—am+tan—al<|a,—an| + |an—a|] < =+==¢

€
2 2
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Bemerkung.
1. Satz 1.13 heifit auch Cauchysches Konvergenzkriterium.

2. Die Eigenschaft, dal in R jede Cauchy-Folge konvergiert, bezeichnet man als Vollstindig-
keit von R. Da es in Q Cauchy-Folgen gibt, die in QQ nicht konvergieren, sagt man auch,
daBl Q nicht vollsténdig ist.

3. Insgesamt wurde gezeigt, dafl R ein vollstdndiger angeordneter Korper ist, in dem Q
dicht liegt (vgl. Bemerkung 4 nach Satz 5.1 aus Kapitel 1). Durch diese Eigenschaften
ist R im wesentlichen eindeutig bestimmt.

2. Reihen

Ist (a,) eine Folge reeller Zahlen, so sagt man, daf§ die formal geschriebene unendliche Reihe

00
a +as+ ... = E Qp
n=1

konvergiert bzw. divergiert je nachdem, ob der Grenzwert limy .., 22:1 a, existiert oder
nicht. Die endlichen Summen

k
Sp=a1+as+...+ap = E any,
n=1

heifien zugehorige Teilsummen. Somit konvergiert Y ° | a,, genau dann, wenn die Folge (s;)
der zugehorigen Teilsummen konvergiert. Gilt limg_,o s = a, so schreibt man

%)
E a, = a.
n=1

Werden nicht alle Folgeglieder summiert, sondern nur die ab dem mng-ten Folgeglied, so

schreibt man
oo
g a, = a.

n=no

Bemerkung. Wendet man Satz 1.5 auf die Folge der Teilsummen an, so erhélt man:

Konvergieren » > a, und ) > b, so auch » > (a,+b,) und Y7 a - ay

n=n

fiir alle @ € R, und es gilt

i(an—i—bn} = i an + i bn,
n=ng n=ng n=ng

(o] o0
E a-a, = a- E Q-

n=ng n=ng
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Beispiel (Die geometrische Reihe). Sei ¢ € R. Dann definieren wir fiir jedes n € Ny

sn:1+q+q2+...+q",

also l4+q-sp=14+q¢+¢@+...+¢"+¢"" " =s,+ ¢
und somit
1_qn+1
S"_T

Gilt | ¢ |< 1, so folgt lim,, .o ¢" = 0 (vgl. Aufgabe 3.5) und damit

Yo =

n=0 -4

fir |q|< 1.

Ist | ¢ |> 1 oder ¢ = 1, so ist die Folge (s,,) nicht beschriankt und damit auch nicht konvergent.
Ist schliellich ¢ = —1, so folgt s, = 1, falls n gerade ist, und s,, = 0, falls n ungerade ist. In
diesem Falle hat (s,) zwei Haufungspunkte und ist daher nicht konvergent.

=1

ein ng € N gibt, so daf$ fiir alle m > n > ng gilt

m
|Zai|< €.

i=n+1

Satz 2.1 Die unendliche Reihe » > ., @i konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0

Beweis. Ist s = Zf:io a;, so konvergiert » °; ‘a; genau dann, wenn die Folge (s;) der Teil-
summen konvergiert. Wegen Satz 1.13 und Bemerkung 2 davor ist dieses aber genau dann
der Fall, wenn es zu jedem € > 0 ein ny € N gibt, so daf fiir alle n,m > ng gilt | s, — s, |[< €
(man kann hier m > n annehmen), also | " . a; | < €

O

Bemerkung. Satz 2.1 heiffit auch Cauchysches Konvergenzkriterium. Es zeigt, dal Fortlassen
oder Verdndern von endlich vielen Summanden das Konvergenzverhalten einer unendlichen
Reihe nicht beeinfluit. Ist man nur daran interessiert, ob Zflo:no a,, konvergiert, so schreibt
man auch Y a, statt > °° a,. Ist man aber am Grenzwert selbst interessiert, so ist die

n=ng
genaue Bezeichnung Z:;no a, wichtig, denn es gilt offenbar

Zan = a1+...+ano_1+2an
n=1

n=ng

fiir alle ng € N.

Satz 2.2 Konvergiert Y a,, so gilt lima, = 0.

Beweis. Sei € > 0. Wegen Satz 2.1 gibt es ein ng € N mit | " .,
n+1

m > n > ng, also insbesondere | 7 ' a; [=| any1 |[=| anp1 — 0 |< e fiir alle n > ny.

a; |< e fir alle
O

Die Umkehrung von Satz 2.2 gilt nicht. Dazu folgendes
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Beispiel (Die harmonische Reihe }_ 1).

Es gilt zwar lim% = 0, aber wir zeigen, dafl die harmonische Reihe nicht konvergiert. Wegen
Satz 2.1 reicht es aus, ein € > 0 so anzugeben, dafl es zu jedem ny € N natiirliche Zahlen
m>mn>nemit| > " 1 % | > € gibt. Wir wihlen e = % Ist nun ng eine beliebige natiirliche
Zahl, so definieren wir n = ny und m = 2n. Es folgt

|§m:|1+1++1>1+1+ L2 1 1
a; |= —— et —2> = — —=n-— = —.
S n+1 n+2 2n — 2n 2n 2n, 2n 2
:;nal
Satz 2.3 Ist Y | a, | konvergent, so auch " a,.
Beweis. Sei € > 0. Wegen Satz 2.1 gibt es ein ng € Nmit 37" . |a; | =27 1 | ai[[<e
fiir alle m > n > ng. Aus der Dreiecksungleichung folgt damit fiir alle m > n > ng
Y al< Y Jail<e
i=n-+1 i=n+1

also wegen Satz 2.1 die Behauptung.

Definition 2.4 Die Reihe ) a,, heifit absolut konvergent, wenn Y | a, | konvergiert.

Bemerkung. Satz 2.3 besagt also, dafl jede absolut konvergente Reihe auch konvergiert.
Wegen | 370" a, | < Y00 | an | gilt dann | 350 a, | < Y007 | a, | DaB nicht jede

n=ng n=ng n=ng
konvergente Reihe auch absolut konvergiert, zeigt folgendes

Beispiel (Die alternierende harmonische Reihe Y (—1)"1).

Ist a, = (—1)"2, also | a, |= % fiir alle n € N, so konvergiert Y | a, | nicht (vgl. Beispiel
nach Satz 2.2). Da aber (%) monoton fallend ist mit lim+ = 0, folgt die Konvergenz der
alternierenden harmonischen Reihe aus

Satz 2.5 Ist die Folge (a,) monoton fallend mit lima,, = 0, so konvergiert Y (—1)"a,.

Beweis. Wir zeigen zunéchst a,, > 0 fiir alle n € N.
Annahme: Es gibt ein ny € N mit a,, < 0. Dann folgt a,, < a,, < 0 fiir alle n > ny, da (a,)
monoton fallend ist. Mit € := 1 | a,, |> 0 folgt fiir alle n > ng

lan =0 =lan|>]an|> e

Damit ist 0 kein Hédufungspunkt von (a,), im Widerspruch zu lim a,, = 0.

Wir beweisen jetzt die Konvergenz von > (—1)"a,. Sei € > 0. Wegen lim a,, = 0 gibt es ein
no € Nmit 0 < a,, <e€, also 0 < a, < e fiir alle n > ny. Fiir alle m > n > ny folgt nun, falls
m — n gerade ist,

m
| Z (_1)26% | = |an+1_an+2+---+am—l_am |
1=n-+1

(an—H - an—‘r?) +...+ (am—l - am)

Qp+1 — (an+2 - an+3> T T (amf2 - amfl) — G

IA

An+1 < €,
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und falls m — n ungerade ist

m

| Z (—1)iai | = | Apt+1 — Apg2 + .o+ Qg — Ap—1 + Ay |
1=n+1

(an—i—l - an+2) +...+ (am—Q - am—l) + am

= Qny1 — (an+2 - an+3) e (am—l - am)

IN

Ap41 < E.

O

Bemerkung. Satz 2.5 heifit Leibnizkriterium. Unendliche Reihen der Form » (—1)"a,,, wo-
bei alle a,, positiv oder alle negativ sind, heiflen alternierend.

Die folgenden beiden Sétze sind niitzliche Hilfsmittel fiir den Nachweis der absoluten Kon-
vergenz einer Reihe.

Satz 2.6 Gilt | a, |< b, fir alle n > N und konvergiert > b,, so konvergiert Y a,, absolut.
Gilt 0 < b, < a, fir alle n > N und divergiert »_ b,, so divergiert Y  a,.

Beweis. Wegen Satz 2.1 gibt es zu jedem € > 0 einng € Nmit | Y57 b | = D7, b <e
fiir alle m > n > ng, also

D lall= D lal< Y bi<e

i=n+1 i=n+1 i=n-+1

fir alle m > n > max{ng, N}. Mit Satz 2.1 folgt die Konvergenz von »_ | a, |. Die zweite
Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der ersten durch Kontraposition.
O

Bemerkung. Konvergiert > b, und gilt | a, |< b,, so heifit > b, konvergente Majorante
von Y a,. Gilt 0 < b, < a, und divergiert > b,, so heifit > _ b, divergente Minorante.

Beispiel. Wir wenden Satz 2.6 an, um die Konvergenz von Y >° | 4 zu zeigen.
n=1ln

Zunachst hat die Reihe

A I S
ptmtpt tmtgto Tt

die Majorante
1 1 1 1 1 1
1+§—|—ﬁ—FE—l—...—FE—F@—F...—I—@—F....
4:rgal S:T;al

Ist s, die n-te Teilsumme der Majorante, so ist (s,) streng monoton steigend, und es gilt
zB. s =1,83=1+ %,37 =1+ % + % und allgemein

1
1 —

= 2.

)=

N | =

1 1 =
327171:1—1—5—1-...4—2”_1 SZ(
n=0

N[ =
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Damit folgt s, < son_y < 2 fiir alle n € N wegen n < 2" — 1 und der Monotonie von (s,),

dh, >0 5 und Y07 (1) haben eine konvergente Majorante. Sehr viel schwieriger

)nl _ 2

_ m? oo
dagegen ist der Nachweis von >~ n2 =% und ) 7 (—-1)"5 =T5.

Satz 2.7 Gibt es ein g € R,0 < g <1 mit

< q< 1 firallen>N

oder
Vla,| < g< 1 firallen> N,

so konvergiert >.°° a, absolut.

n=ngo

Beweis. Im ersten Fall kann man zunéchst leicht durch vollstdndige Induktion zeigen, dafl
| an |< ¢ | ay | fiir alle n > N gilt. Wegen 0 < ¢ < 1 konvergiert die geometrische Reihe

>~ ", und somit ist
s

n=ng

eine konvergente Majorante von Z;’o:no Ay
Im zweiten Fall gilt | a, |< ¢" fiur alle n > N, und deshalb ist > ¢" eine konvergente
Majorante von »_ a,.

O

Bemerkung.
1. Der erste Teil von Satz 2.7 heifit Quotientenkriterium, der zweite Teil Wurzelkriterium.

2. Konvergiert die Folge (| “=% |) mit lim | “= | < 1, so gibt esein ¢ € R, 0 < ¢ < 1,
und ein N € N mit | 42 ] < q fiir alle n > N, d.h. > a, konvergiert absolut wegen

Satz 2.7. Entsprechend folgt die absolute Konvergenz von ) a,,, wenn lim {/| a,, | < 1.

Beispiel. Fiir alle x € R konvergiert die Reihe Zn 0 ‘”T absolut. Um dieses einzusehen,
verwenden wir das Quotientenkriterium. Mit a,, = % gilt fiir x # 0

R R T
ap, = (nA+)eant Tpg1l
Also folgt lim | =25 | = lim | .45 | = 0, und wegen Bemerkung 2 nach Satz 2.7 (Quotien-

tenkriterium) konvergiert » >° % absolut fiir alle x € R.
Entsprechend ergibt sich auch die absolute Konvergenz der Reihen

& n 2n 1)nx2n+1
TLZ und Z W, denn
—1)ntl 2(n+1) | n)! 2
lim | r e (n)|:lim| ° | = 0 und

n—oo ! (2(n+ 1) (=Dra? | e (20 42)(20 + 1)



32

(—1)nHig2+D+1 . (2 4 1) x?
lim | | = lim |

n—oo (2(n+ 1)+ 1) (=1)ra2n+! n—oo ' (2n + 3)(2n + 2)
Durch diese drei unendlichen Reihen werden also jeweils reelle Funktionen definiert, die in
den folgenden Kapiteln noch néher untersucht werden:

exp:R— R, 2 — Z T (Exponentialfunktion),

= (—1
cos: R— R, z +— ZL

(Cosinusfunktion),

‘ o (_1)nx2n+1 . .
sin:R— R, =z — Z onrnl (Sinusfunktion).

Insbesondere wird gezeigt, dafl die Sinus- und Cosinusfunktion mit den entsprechenden ele-
mentargeometrischen Funktionen iibereinstimmen. Zunéchst ist es aber das Ziel, die bekann-
ten Additionstheoreme zu beweisen. Dabei wird die Methode der Multiplikation von unend-
lichen Reihen benutzt (Cauchy-Produkte), die sich aus dem folgenden Umordnungssatz fiir
absolut konvergente Reihen ergibt.

Satz 2.8 Ist > °  a, absolut konvergent mity . a, = a und ¢ : Ng — Ny eine bijektive
Abbildung, so ist auch Y~ apm) absolut konvergent mit Y~ ° Gy = a.

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert ein k£ € N mit
b € > €
|a—Zai|<§und .Z\ai\< 3
1=0 i=k+1

Weiterhin gibt es ein m € Nmit 0,1,...,k € {¢(0),o(1),...,p(m)}. Fir alle n > m folgt

n k 00
€
|Z%(i)_zai| < Z | a; | < 3 also
=0 i=0 i=k+1
[a=> ay| = o= ait+d ai=)
i=0 i=0 i=0 i=0
k k n
< =Y al+ 1 Yu-Y a0
i=0 i=0 i=0
- € n €
S
2 2
Somit gilt ZZOZO Ap(n) = ZZOZO a,, also auch ZZOZO | Ay | = ZZO:O | ay, |.

O
Bemerkung. " a,,) heift Umordnung von ) a,. Konvergiert ) a,, aber nicht absolut,
so gibt es sogar zu jedem a € R eine Umordnung von »  a,, die gegen a konvergiert.

Sind Y a, und Y >° b, zwei konvergente Reihen, so heiBt jede Reihe > ° ¢,
Produktreihe von Y7 s a, und Y b, wenn in der Folge (co, ¢1, ¢a, . . .) genau die Produkte



33

a; - bj vorkommen, d.h., wenn es eine bijektive Abbildung f : Ny — Ny x No, k& — (i, ji)
mit ¢, = a;, - bj, fiir alle k € Ny gibt. Zum Beispiel ist

aoby + (apbr + a1bg) + (apbe + a1b1 + azby) + Z Z agbn—i
n=0 k=0

eine Produktreihe von )" ja, und Y b,. Sie heifit Cauchy-Produkt von >~  a, und
2 om0 bn-

Satz 2.9 Konvergieren die Reihen Y - a, und >~ b, absolut, so konvergiert jede Pro-
duktreihe Y 7, ¢, absolut, und es gilt Y>> jcn =D 0 n - Y "y by.

Beweis. Zu jedem k£ € N gibt es ein m € N, so daBl ¢y, cy,...,c, unter den Produkten
a; - b;, 0 <1,57 <m vorkommen. Es folgt

k

m m (e @] o0
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

Da die Folge der Teilsummen (Zﬁ:o | ¢, |) monoton steigend ist, folgt die Konvergenz von
Yoo | €n | mit Satz 1.7. Man kann nun limy_. zﬁ:o ap - ZLO b, als Umordnung von
Yoo Cn auffassen, so dafl wegen der absoluten Konvergenz von > ¢, und des Umord-
nungssatzes gilt

0o k k [e's) 0o

E ¢, = lim g Qp * E b, = E Qp - E b,,.
k—o0

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Beispiel.

1. Als Anwendung von Satz 2.9 zeigen wir, dal expx-expy = exp(z +y) fir alle z,y € R
gilt. Dazu betrachten wir

i i i y_' = icn mit ¢, = ki_og . h (Cauchy-Produkt).

n=0 n=0 n=0

Mit Aufgabe 6.10 aus Kapitel 1 folgt nun

AN () pan_ @ty)"
Cn_n!?_()(k)xy ol

Damit ergibt sich insgesamt
n n

Z l'z 1_2%’

n=0 n=0 n=0

8

3

8
<

S
S

d.h. expz-expy = exp(z+y). Schreibt man e® statt exp z, so folgt e*-e¥ = e*™¥. Man
nennt e := e! Eulersche Zahl, und es gilt

1 1 1
e=1+— 1 + = 51 + = 3l + ... = 2.71828182845904523 . . ..
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Einfache Eigenschaften der Exponentialfunktion:

)
)
c) et = %, da e *e” = €’ = 1 fiir alle x € R. Insbesondere ist e* # 0 fiir alle z € R.
)
)
)

0 <y —x und damit 1 < e¥™* d.h. e* < eY.

2. Mit Hilfe des Cauchy-Produktes lassen sich auch die Additionstheoreme der Sinus- und
Cosinusfunktion beweisen: Fiir alle x,y € R gilt

sin(z + y) =sinzcosy + cosxsiny, cos(x +y) = cosx cosy — sinx siny.

Wir beweisen nur die erste Gleichung, die zweite ergibt sich analog.

s L2t % y2n >
sin x cosy Z( ) Gn i) Z( ) 2n)] ch mit
n=0 n=0 n=0
n ke L 2R
= 1) (1) hy-Produkt
Cn §< ) ] (—1) B = H) (Cauchy-Produkt)
n 2kt y2rH1=(2k+1)
e —1 n .
(=1) —~ (2k +1)! 2n+1—(2k+1)V
' o0 r2n OO y2n+1 o0 '
coszsiny = nz%(—l) @) : nz%(—l) 21 = nz%dn mit
n 22k y2n=k)+1
d, = ) (-1)F (=)t
kZ:O (2k)! (2(n—k) +1)!
U 212k
= (=1 .

£ (k) 20+ 11— 26)!

Es folgt sinzcosy + coszsiny =Y~ ¢, + d,, mit

2n+1 _
rm 2n+1—m

— n _,—y
ot dn = (=1) Zm! (2n+1—m)!

m=0

2n+1
1 o+ 1 —_—
_ —1)" m, 2n+1-m
( )(2n+1)!;< m )xy

=0
o (o 4yt

= 1) 2n+1)!

Damit ist das Additionstheorem fiir die Sinusfunktion bewiesen.
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3. Aufgaben

A 3.1 Zeigen Sie, daBl die Folge (a,) gegen Null konvergiert, und geben Sie an, wie man zu
gegebenem € > 0 ein ng € N erhalten kann, so da8 | a,, |< € fir alle n > ng gilt.

(a) a, = 1 , (b) a,=vn2+1—n, (c) ap r

n?+1 oo

A 3.2 Untersuchen Sie die rekursiv definierte Folge (a,,) auf Konvergenz und berechnen Sie
gegebenenfalls den Grenzwert.

3 1
b ar=1, appr=(1— ———
1+an, ( ) ai y Gni1 ( (7’L+1)2

).

(a) a3 =5, apr1 =3 —

A 3.3 Zeigen Sie: Ist (a,) eine reelle Zahlenfolge, die gegen Null konvergiert, und (b,) ei-
ne beschrinkte reelle Zahlenfolge, so konvergiert (a,, - b,) auch gegen Null. Geben Sie ein
sinnvolles Beispiel an.

A 3.4 Zeigen Sie: Sind (a,,) und (b,) konvergente Folgen mit a := lima, = limb,, und ist
(¢n) eine Folge mit a,, < ¢, < b, fiir alle n € N, so konvergiert auch (c¢,) mit lime, = a.
(Vergleichskriterium)

A 3.5 Zeigen Sie, dafl die Folgen ({/a) mit a > 0 und (/n) gegen 1 konvergieren und dafl
(a™) mit | a |< 1 eine Nullfolge ist.

A 3.6 Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Folge (a,) mit a, = (1+ =)™

A 3.7 Berechnen Sie den Grenzwert lim a,, der Folge (ay,).

_3n3—4n2—3

L —2n° +3n% —2n + 1
(&) an= —nd+3n—7

(b) an=(=1) (n3+1)2 + 3n3

A 3.8 Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

1 (=" 1

o0 1 o0 o0
(@) Z\/_ v ;\/m “ ;\/N4+3n2—n+1'

n=1

3
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A 3.9 Berechnen Sie

o0 [e.9]

1
d .
— (2n+ 3)( 2n—3) o ;(2n+5)(2n—1)

n

A 3.10 Zeigen Sie

>~ q 0o
S
n=1 n=1

A 3.11 Gegeben ist die reelle Zahlenfolge (a,). Zeigen Sie

oo
lima, =a <= a; + Z(an+1 —a,) = a.

n=1

Geben Sie ein sinnvolles Beispiel an.

A 3.12 Zeigen Sie, daf die folgenden Reihen konvergieren.

= nl = nn =, on 2 nk
— b — d —.
(a) — nn’ ( ) — (2”)'7 (C) ; n!’ ( ) — 2n
A 3.13 Berechnen Sie
X an on )
ST Z
n=2
A 3.14 Berechnen Sie
> 1 1 1
— d )
;(n(n+ Nty nrDms9msy ™ ; n(n+1)(n+2)(n+ 3)

A 3.15 Berechnen Sie fiir ¢ € R, | ¢ |< 1 das Cauchy-Produkt
I4+q+@F+@+..) I+qg+F+@+..)

und verwenden Sie dieses Ergebnis, um
(0.9}
n
Z on+1
n=1

7zu ermitteln.



KAPITEL 3

Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

1. Stetige Funktionen

In diesem Kapitel ist D stets eine nichtleere Teilmenge von R, die i.a. Definitionsbereich
einer reellen Funktion ist.

Definition 1.1 Ist f : D — R eine Funktion und a € D, so heifit f stetig in a, wenn es
zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so daf fir alle x € D gilt

lz—a| < 0= f(z)— fla)| < e
f heifit stetig, wenn f stetig in jedem a € D 1ist.
Bemerkung.
1. Die Formalisierung von Definition 1.1 lautet:
fiststetigina<=Ve>03>0VzeD:(|z—a|< §d =] f(x)— fla)]| <e).
Damit ist f in @ nicht stetig, also unstetig in a, wenn gilt

de>0Vo>03zeD: (Jr—a|l< oA | flz)—fla)| > e).

2. Die Stetigkeit bedeutet anschaulich, da benachbarte Urbilder auch benachbarte Bilder
haben.

Beispiel.

1. Die konstante Funktion f : R — R, z —— c ist stetig (in jedem a € R). Um das zu
beweisen, sei € > 0. Dann gilt sogar fiir jedes 6 > 0 und jedes z € R

| fz)—fla)|=|c—c|= 0<e
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2. Die identische Abbildung f: R — R, x —— x ist stetig (in jedem a € R). Dazu sei
wieder € > 0. Setzen wir § = ¢, so gilt fiir jedes x € R

|lz—a| < d=| f(z)— fla) |=|z—a| <d=c
Im Gegensatz zum ersten Beispiel hdngt hier § tatsédchlich von € ab.

3. Die Funktion f: R — R, x —— 22 ist stetig (in jedem a € R), denn wiithlen wir fiir
jedes € > 0 zum Beispiel § = min{1, 2\;?}’ so folgt 6 > 0, und fiir alle z € R mit
|z —a| < 6§ <1gilt

[ fx) = fla)| = [2*—a’|=]az+al - |z—al=|2a+z—a| |z—a]
< Q@Qfal + Jz—al)lz-al
<

2lal +1)-0<e

Im Gegensatz zu den ersten beiden Beispielen, hiangt hier  nicht nur von €, sondern
auch von a ab.

4. Wir betrachten f : R — R mit f(z) = 0 falls + < 0 und f(z) = 1 falls z > 0.
Offenbar ist f in jedem a # 0 stetig. Wir zeigen nun, dafl f in 0 unstetig ist. Dazu

wéhlen wir zum Beispiel € = % Ist nun 6 > 0 beliebig, so definieren wir x = %, und es
folgt

) ) ) 1
e—al=l 3 —0l=3 <& wd | f(x)~ f(a) |=] f(5)~ F(0) |=| 1-0|=1> 3 =¢

Bemerkung. Die Unstetigkeitsstelle in Beispiel 4 ist eine Sprungstelle und damit ein typi-
sches Beispiel. Es gibt allerdings auch Unstetigkeitsstellen, die keine Sprungstellen sind.

Satz 1.2 Sind f : Dy — R und g : D, — R Funktionen mit Dy, D, C R, f(Dy) C D,
und ist f in a € Dy sowie g in f(a) € D, stetig, so ist go f: Dy — R auch stetig in a.

Beweis. Sei € > 0. Zunichst gibt es wegen der Stetigkeit von g in f(a) ein 6 > 0 mit
|z —fla)| < 0 =]g(x) —gfla) | <e
fir alle z € D,. Wegen der Stetigkeit von f in a gibt es nun ein ¢’ > 0 mit
|z —a|< =] f(z)- fla)| <0
fir alle € Dy. Damit folgt fiir alle z € Dy

|z —a| < & =|f(z)—fla)| <6 =]gf(z) —gfla) | <e

Definition 1.3 Die Funktion f : D — R heifst gleichmdf$ig stetig, wenn es zu jedem € > 0
ein 0 > 0 gibt, so daf$ fir alle x,y € D gilt

lr—y| < 0= flz) - fly)| < e
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Bemerkung. Die Formalisierung von Definition 1.3 lautet:
f ist gleichméBig stetig< = Ve>03>0Vx,yeD: (|lz—y| < d=| f(z)— fly) | <e).

Ist f gleichméBig stetig, so ist f offenbar stetig in jedem y € D. Im Gegensatz zur gleichméafi-
gen Stetigkeit kann bei der Stetigkeit das jeweils zu € und y gehoérende ¢ auch tatséchlich
von y selbst abhéngen, wie das Beispiel 3 nach Definition 1.1 zeigt.

Beispiel. Die konstante Funktion und die identische Abbildung (Beispiele 1 und 2 nach
Definition 1.1) sind gleichméBig stetig. Wir zeigen nun, dafl f : R — R, z —— 22 nicht
gleichméfig stetig ist. Dazu wéahlen wir e = 1. Fiir jedes § > 0 gibt es dann z,y € R mit

|lz—y|< dund | f(z)— fly) | > 1=e ZumBeispielgiltﬁira::%undy:%+g
1 1 &6, ¢
1 1 52 52
@) = f) | = - 1= =1+ % > 1

Satz 1.4 Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f gleichmdflig stetig.
Beweis. Sei € > 0. Zu zeigen ist, daf es ein § > 0 gibt, so daf fiir alle x,y € [a, b] gilt

lz—yl< d=]flx)-fly) | < e
Da f stetig ist, gibt es zunéchst fiir jedes z € [a, ] ein 0, > 0, so daB fiir alle = € [a, b] gilt

[2-z|< &= f@) - f2)] <

Die offenen Intervalle ) )
(Z — §5Z, z+ 5(52), z € [CL, b]

bilden nun eine Uberdeckung von [a,b]. Wegen der Kompaktheit von [a,b] (Satz 5.3 aus
Kapitel 1) wird [a, b] bereits durch endlich viele dieser Intervalle iiberdeckt, z.B.

1 1 1 1
la,b] C (21 — 5521,21 + 5521) U...U(z, — §5Zn,zn + §5Zn).
Wir definieren nun 6 := min{36.,,..., 4., } und zeigen fiir alle 2,y € [a, ]
le—yl< d=|fla)-fly) | < e
Zunéchst existiert ein ¢ € {1,...,n} mit
1
—z | < =6, < 6.
| x Z ’ 2 1 T

Fiir y folgt dann
ezl =ly-ato—=n|<d+ 56, < S5, + 26 =3
Y=z |=1y—Tr+IT—% 90z = 5% 9Vz = Oa
Auf Grund der Definition von 4, ergibt sich
€
| flz) = flz) [ < 5 und [ fly) = f(z) | <
| f(@) = F) 1= F (@) = Flz) + (=) = fy) | < | ) = [

, also

|+ f(z) = fly) [<e

DO ™

~—

|
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2. Grenzwerte von Funktionen

Definition 2.1 Ist M C R eine Teilmenge von R und a € R, so heifit a Haufungspunkt von
M, wenn es zu jedem € > 0 unendlich viele x € M mit | x —a | < € gibt.

Bemerkung. Ist ¢ Haufungspunkt von M, so braucht a kein Element von M zu sein.
Beispiel.
1. Gilt a < b, so ist a Haufungspunkt von (a,b] und [a, ).

2. Die Menge M = N hat keine Haufungspunkte.

Satz 2.2 Ist M eine Teilmenge von R und a € R, dann sind folgende Aussagen dquivalent.
i) a ist Hiufungspunkt von M.
ii) Es gibt eine Folge (a,) mit a, € M,a, # a fir alle n € N, und lima,, = a.
iii) Zu jedem e > 0 gibt es ein x € M,x # a, mit | x — a |< e.

Beweis. i)=+ii): Zu jedem n € N gibt es unendlich viele z € M mit | a — z |< 1. Wihle ein
a, € M mit a, # aund | a — a, |< % Offenbar gilt lim a,, = a.

ii)=-iii): Dieses folgt direkt aus der Definition von lim a,,.

iii)=-i): Sei € > 0. Wir definieren rekursiv paarweise verschiedene a, € M,a, # a mit
| a, —a |< e. Zunidchst gibt es wegen iii) ein a; € M,a; # a, mit | a; — a |< €. Sind

nun ai,...,a, € M paarweise verschieden mit a; # a und | a; — a |< €, so gelte 0.B.d.A.
|a, —a| <|a;—al,i=1,...,n. Wegen iii) existiert a,.1 € M, an+1 # a, mit
|ani1—a|<|ap,—a|<|a—al|< € i=1...,n.
O

Bemerkung. Ist M eine Teilmenge von R und M’ die Menge aller Haufungspunkte von
M, so heit M = M U M’ AbschluB von M, und M heifit abgeschlossen, wenn M = M.
Zum Beispiel ist fiir a < b das Intervall [a,b] der Abschlufl von (a,b), (a,b], [a,b) und [a, b].
Im oben definierten Sinne ist damit [a,b] abgeschlossen. Gilt a < ¢ < b, so ist z.B. ¢ ein
Héufungspunkt von [a, ¢) U (¢, b] und [a, c) U (¢, b] = [a, b].

Definition 2.3 Ist f : D — R eine Funktion und a € R ein Hdufungspunkt von D, so
heifst b € R Grenzwert von f fir x — a, wenn fir jede Folge (a,) mit a, # a und a,, € D
gilt

lim a, =a = lim f(a,) =".

n—oo n—oo
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Bemerkung.
1. Ist b Grenzwert von f fiir © — a, so schreibt man lim,_., f(z) = b.

2. Der Haufungspunkt a muf kein Element von D sein, d.h., f(a) ist nicht notwendig
definiert.

3. Da a ein Haufungspunkt von D ist, existiert eine Folge (a,) mit a, # a,a, € D und
lima,, = a. Damit konnen die Grenzwertsétze fiir Folgen direkt auf Grenzwerte von
Funktionen iibertragen werden. So gilt z.B.

(a) Existiert der Grenzwert von f fiir  — a, so ist er eindeutig bestimmt.

(b) Existieren die Grenzwerte der Funktionen f : D — R und g : D — R fiir
x — a, so auch fiir die Funktionen

ftg : D— Rz f(z) £g(a),
frg : D—Ra— f(z) gla),
/1 D—Ra—|fl2) ],

und es gilt

lim(f +g)(z) = lim f(z)+ lim g(z),
lim f-g(z) = lim f(z) - lim g(z),

r—a

lim | f[(z) = |lim f(z)] .

r—a

Ist g(x) # 0 fur alle z € D und lim,_., g(x) # 0, so gilt

f lim,_, f(x) f(z)

lim =(x) = —————=, wobei / D — R z+— —=,
z—a g lim, ., g(x) g g()

4. Gilt fir jede Folge (a,) mit a, € D und a, < a
lima, = a = lim f(a,) = b,

so nennt man b auch linksseitigen Grenzwert von f fiir x — a, und man schreibt
lim, .- f(z) = b. Rechtsseitige Grenzwerte lim, .+ f(z) definiert man entsprechend.
Obwohl a Haufungspunkt von D ist, kann es sein, dafl es keine Folge (a,,) mit a,, € D
und a, < a gibt (z.B. im Falle D = [a, b]). In jedem Falle existiert aber eine Folge (ay,)
mit a, € D und lima, = a, wobei a,, < a fiir alle n € N oder a,, > a fiir alle n € N
gilt.

Satz 2.4 Ist f : D — R eine Funktion und a € R ein Hdufungspunkt von D, so gilt fir
alle b € R

b=lim f(z) < lim f(z)=0b= lim+f(x).

T—a T—a~ r—a
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Beweis. ” =": Diese Richtung ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen von lim,_., f(z),
lim, .- f(z) und lim, .+ f(z).

" <" Sei (ay,) eine Folge mit a, € D, a, # a und lima, = a.

1. Fall: Es gibt ein m € N mit a, < a fir alle n > m. Dann konvergiert die Folge
(f(am), f(ams1),...) gegen b wegen lim, .- f(z) = b. Also konvergiert auch (f(a,)) ge-
gen b.

2. Fall: Es gibt ein m € N mit a, > a fiir alle n > m. Dann konvergiert die Folge
(f(am), f(ams1),...) gegen b wegen lim, .+ f(z) = b, also lim,_, f(a) = b.

3. Fall: (a;,) sei die Teilfolge von (a,), die aus allen Folgegliedern kleiner als a besteht, und
(a}) die Teilfolge aller Folgeglieder, die grofier als a sind. Wir zeigen nun lim f(a,) = b. Ist
e > 0, so gibt es wegen lim f(a;) = b = lim f(a;) ein m € N mit | f(a,) — b |< € und
| f(a}) —b|< e fiir alle n > m. Es existiert weiterhin ein ng € N mit folgender Eigenschaft:
Fiir alle n > ng gibt es ein k > m mit a, = a; oder a, = a], also

| flan) =b| =1 flag) =b] < € oder | flan)=b|=]f(a))—b]< ¢

O

Satz 2.4 besagt also, dafl der Grenzwert von f fiir x — a genau dann existiert, wenn die
entsprechenden links- und rechtsseitigen Grenzwerte existieren und iibereinstimmen. Grenz-
werte von Funktionen sind z.B. im Zusammenhang mit Stetigkeitsuntersuchungen wichtig,
wie folgender Satz zeigt.

Satz 2.5 Ist f: D — R eine Funktion und a € D ein Haufungspunkt von D, so gilt

f ist stetig in a <= lim f(z) = f(a).
Beweis. " =": Sei (a,) eine Folge mit a, € D,a, # a und lima, = a. Zu zeigen ist
lim f(a,) = f(a). Sei € > 0. Da f stetig in a ist, gibt es ein § > 0, so daB fiir alle x € D gilt

|z —al<d = | f(x) = fla)[<e

Wegen lima, = a gibt es ein ny € N, so daB fiir alle n > ng gilt | a, — a |< J, also
[ Flan) — fla) |< e
" <" Wir beweisen die Behauptung durch Kontraposition. Ist f in a nicht stetig, so gibt es
ein € > 0, so daf§ es fiir jedes 6 > 0 ein x € D gibt mit |z —a |< §d und | f(z) — f(a) |> €.
Zu jedem n € N gibt es also ein a, € D mit | a, —a [< + und | f(a,) — f(a) |> €. Es folgt
a, # a,lima, = a, und (f(a,)) konvergiert nicht gegen f(a).

O

Bemerkung.

1. Wegen Satz 2.4 und Satz 2.5 ist f also genau dann stetig im Haufungspunkt a, wenn
der linksseitige Grenzwert lim, .- f(z) und der rechtsseitige Grenzwert lim, ,+ f(x)
existieren und jeweils mit dem Funktionswert f(a) {ibereinstimmen. Ist z.B. konkret
D = [a,b] mit a < ¢ < b sowie f stetig in [a,c] und (c,b], so ist f genau dann stetig
an der Stelle ¢, wenn lim, ..+ f(z) = f(c) gilt, denn lim, ..~ f(z) = f(c) folgt wegen
der Stetigkeit von f in [a,c]. So ist in Beispiel 4 nach Definition 1.1 die Funktion f
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stetig in (—oo, 0] und (0, 00), es gilt aber offenbar lim, .o+ f(z) =1 # 0 = f(0), und
damit ist f unstetig in 0. Auf diese Weise lassen sich ganz allgemein Funktionen gut
auf Stetigkeit untersuchen, die stiickweise aus stetigen Funktionen zusammengesetzt
sind (vgl. Aufgabe 3.4). Eine weitere Anwendung ergibt sich im Zusammenhang mit der
stetigen Fortsetzbarkeit von Funktionen wie z. B. bei stetig hebbaren Definitionsliicken

(vgl. Aufgabe 3.5).

2. Ist a € D kein Haufungspunkt von D, so gibt es wegen Satz 2.2 ein 6 > 0, so dafl
| © —a |< d, x € D nur fir x = a erfiillt ist. Punkte, die keine Haufungspunkte von
D sind, nennt man deshalb auch isoliert. In einem isolierten Punkt a € D ist f immer
stetig, unabhéngig davon wie f(a) definiert ist. Um dieses einzusehen, betrachten wir
ein beliebiges € > 0. Dann gilt fiir 6 > 0 wie oben

lz—a|< § = z2=a = | f(z)—fla)| =0 < e

k-

Beispiel. Fiir alle z € R konvergiert die unendliche Reihe )7, Tl absolut (Quotienten-
kriterium). Wir zeigen nun, dafl die Funktion

SCk_l

k!

f:]R—>R,$l—>§:
k=1

in 0 stetig ist. Dazu sei (a,) eine reelle Zahlenfolge mit a,, # 0 und lima,, = 0. Es gibt nun
ein ¢ > 0 mit | a, |< a fiir alle n € N, und fiir alle n € N folgt

| a . a 1, .,
kil <> il Szk! < plet—1-a)

Damit ist die Folge (3 -, “l’;‘f) beschréankt und (a, - > ;o M) eine Nullfolge (vergleiche

Aufgabe 3.3 aus Kapitel 2). Also ergibt sich

k-2

. . ar
lim f(a,) = Lm(1+a,-» o) = 1+0=1=/(0).
k=2
Wegen e* = 1+ §; + g—? +... = l+4af(z) ist auch die Exponentialfunktion stetig in 0. Wir

zeigen, dafl exp sogar stetig in jedem a € R ist. Dazu sei (a,) eine Folge mit a, # a und
lim a,, = a. Dann ist (a, — a) eine Nullfolge, also

0 a a

an=ata — JjmjeinTe. lime? = - e? = %

lime® = lime
Satz 2.6 Ista € D und sind f : D — R, g : D — R zwei Funktionen, die in a stetig
sind, so sind auch die Funktionen f +g,f-g,| f | und § (falls g(x) # 0 fir alle x € D)
stetig in a.

Beweis. Ist a isoliert, so folgt die Behauptung aus Bemerkung 2 nach Satz 2.5. Ist a aber
ein Haufungspunkt, so iibertragen sich die entsprechenden Aussagen fiir die Grenzwerte von
Funktionen (Bemerkung 3 nach Definition 2.3) mit Satz 2.5 auf stetige Funktionen.

O
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Beispiel. Da die konstante Funktion und die identische Abbildung stetig sind (vgl. Beispiele
1 und 2 nach Definition 1.1), folgt wegen Satz 2.6 die Stetigkeit der Polynomfunktionen

fR—Rz+— apz" +ap 12"+ ...+ a12 + ao.
Ebenso sind die gebrochen rationalen Funktionen
A" + ap1 2"V 4+ ar + ag
™ + byy_1z™ L+ .+ b+ by
in allen Punkten ihres Definitionsbereiches stetig. Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind
keine Unstetigkeitsstellen, denn sie gehoren nicht zum Definitionsbereich. Manchmal ist es
aber moglich, die Funktion f in die Nullstellen des Nennerpolynoms stetig fortzusetzen
(stetig hebbare Definitionsliicken). Ob dieses im konkreten Falle moglich ist, mufl aber im
einzelnen nachgepriift werden. So stimmt z.B. die Funktion
3 — 2% + 22 — 1
-z 4+r—1

f:D—Rz+—

f:R\{1l} — Rz +—

in ihrem Definitionsbereich mit
2
- —x+1
R R B
g —_— ’Qj’ — x2 + 1
iiberein. Da g stetig in 1 ist gilt

lim f(x) = lim g(2) = g(1) = .

rz—1

und somit 188t sich f durch f(1) := § stetig auf R fortsetzen.

Die néchsten beiden Sétze geben wichtige Figenschaften stetiger Funktionen an, die wir in
den folgenden Abschnitten haufig benutzen werden.

Satz 2.7 Ist f: [a,b] — R stetig, dann nimmt f auf [a,b] Mazimum und Minimum an,
d.h., es gibt x1, x5 € [a,b] mit

f(z1) = max{f(z) | z € [a,b]} und f(xg)=min{f(x) |z € [a,b]}.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl f nach oben beschréankt ist. Ist dieses nicht der Fall,
dann existiert zu jedem n € N ein a, € [a,b] mit f(a,) > n. Die Folge (a,) hat wegen
Satz 1.11 aus Kapitel 2 einen Haufungspunkt ¢ € [a, b], und wegen Satz 1.10 aus Kapitel 2
gibt es eine Teilfolge (ay () von (a,) mit lim aye,y = c. Mit Satz 2.5 folgt aus der Stetigkeit
von f in ¢ die Konvergenz von (f(aymy)), d-h., (f(au@m))) ist beschrankt, im Widerspruch zu
f(apm)) > @(n) fiir alle n € N. Somit existiert das Supremum s von {f(z) | # € [a, ]}, und
zu zeigen bleibt, dafl es ein zy € [a,b] mit f(x;) = s gibt. Zunéchst existiert zu jedem n € N
ein a, € [a,b] mit s —+ < f(a,) < s, d.h. lim f(a,) = s. Wie oben gibt es nun weiterhin eine
Teilfolge (ay(n)) von (ay), die in [a, b] konvergiert, etwa lim a,m) = 21 € [a,b]. Auf Grund
der Stetigkeit von f in x; folgt schliefllich

flx1) = hmf(aap(n)) = S

Die zweite Behauptung des Satzes ergibt sich aus der ersten, indem man — f statt f betrach-
tet.
O
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Satz 2.8 Ist f: [a,b] — R stetig mit f(a) < 0 und f(b) > 0, so gibt es ein ¢ € [a,b] mit
f(e) = 0.

Beweis. Wir definieren rekursiv zwei Folgen (a,) und (b,) mit folgenden Eigenschaften:

i)a<a, <ay, <b, <b, <b fir alle m,n € N;n <m.
i) [ an—by | < (3)" | a—0b]fiirallen e N.
iii) f(an) < 0und f(b,) > 0 fiir alle n € N.
Zunéchst setzen wir a; = a und by = b. Sind nun aq,...,a, und by,...,b, bereits mit den
Eigenschaften i), ii) und iii) definiert, so setzen wir a,; = %(an + b,) und b, = b, falls
f(3(an+b,)) < 0. Gilt aber f(3(an+b,)) > 0, so setzen Wir a,41 = a,, und b1 = 3(a, +by,).
Offenbar gelten dann i) und iii). Wegen | api1 — b1 | = 3| an—bn | < (3)" | @ — b ] folgt
auch ii).
Aus i) ergibt sich mit Satz 1.7 aus Kapitel 2 die Konvergenz von (a,) und (b,), und wegen
ii) ist lima, = limb, =: ¢ mit a < ¢ < b. Die Stetigkeit von f in ¢ liefert wegen Satz 2.5
schlieBlich f(c) = lim f(a,) < 0 und f(c) = lim f(b,) > 0, und damit die Behauptung.

O

Bemerkung. Satz 2.8 heifit auch Weierstraischer Nullstellensatz. FEr ist ein Spezialfall des
folgenden Zwischenwertsatzes.

Satz 2.9 Ist f: [a,b] — R stetig und liegt t € R zwischen f(a) und f(b), so gibt es ein
c € la,b] mit f(c) =t.

Beweis. Gilt f(a) < f(b), also f(a) <t < f(b), so gibt es wegen Satz 2.8 ein ¢ € [a, b] mit
fle)=t=0,da f(a) =t <0, f(b) —t > 0und f —t stetig auf [a,b] ist. Gilt f(a) > f(b), so
betrachte man — f statt f.

O

Folgerung.

1. Ist I C R ein Intervall und f : I — R stetig, so ist auch f(/) ein Intervall.
Beweis. Wegen Aufgabe 6.12 aus Kapitel 1 sind die Intervalle gerade die Teilmengen I
von R mit der Eigenschaft

Va,beIVeceR: (a<c<b=cel).
Sind also f(a), f(b) € f(I) mit a,b € I und gilt f(a) <t < f(b) fiir ein t € R, so gibt
es wegen Satz 2.9 ein ¢ € [a,b] (falls a < b) bzw. ¢ € [b,a] (falls b < a) mit f(c) = ¢,
d.h. t e f(I).
2. Ist n € N ungerade und sind aq, ..., a,-1 € R, so hat die Gleichung

"t a, 2"+t ar+ayg=0

mindestens eine Losung in R.
Beweis. Wir betrachten die Polynomabbildung

f:R—R, 2+— 2" +a,12" "+ ...+ a1z + ao.
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Fiir alle x € R,z # 0 folgt

ap
=z2"(1 R

fla)=an(1+ 2=ty

Wir definieren jetzt M :=| 1| + | ap_1 | +...+ | a1 | + | ao |. Fir alle z € R mit
| 2 |> M >1 gilt dann | z |*> M, also

1 <1
L
fiir alle £ € N. Somit ergibt sich
x Gy a gy a p_1 | +...+|a
|M_1,:‘_1+__.+_0’§| 1|+.__+|0|§| 1| |o|<1’
n x an | z | | 2 | M

also —1 <27 "f(z) —1 <1und 0 < 27" f(x). Folglich ist f(M) > 0 und f(—M) <0,
da n ungerade ist. Wegen des Weierstrafischen Nullstellensatzes hat f eine Nullstelle
n [—M, M].

Der Zwischenwertsatz spielt eine wichtige Rolle im Zusammenhang mit Umkehrfunktionen
injektiver Abbildungen.

Definition 2.10 Die Funktion f : D — R heifit (streng) monoton steigend bzw. (streng)
monoton fallend, wenn fir alle x,y € D gilt

r<y= f(z) < fly) (v<y= flz) <[fly) bzw.
v<y= f(z) = fly) (@<y= flz)> [f(y)).

Bemerkung. Ist f streng monoton, d.h. streng monoton steigend oder streng monoton
fallend, so ist f injektiv. Fiir stetige Funktionen auf Intervallen gilt auch die Umkehrung.

Satz 2.11 Ist I C R ein Intervall und f : I — R stetig und injektiv, so ist f streng
monoton.

Beweis. Wir zeigen zunéchst fiir alle a,b,c € 1

(a<b<c A fla) < f(b) = f(b) < f(c).

Annahme: Es gibt a,b,c € I mit a < b < cund f(a) < f(b) sowie f(c) < f(b). Dann existiert
ein t € Rmit f(a) <t < f(b) und f(c) <t < f(b). Wegen des Zwischenwertsatzes gibt es
nun y; € (a,b) und yo € (b,c) mit f(y1) = f(y2) = t, im Widerspruch zur Injektivitét von f.
Entsprechend folgt fiir alle a,b,c € 1

(a<b<c A fla) > f(b) = f(b) > [f(c).

Sind nun xy, x9, 3,14 € I mit 17 < X9 < 3 < T4, so folgt f(z1) < f(xe) < flxz) < flxy),
falls f(z1) < f(x2), und f(x1) > f(z2) > f(xs) > f(x4), falls f(z1) > f(xe). Fiir beliebige
aj,as, by, be € I mit a3 < ag und by < by gilt somit f(ay) < f(az) A f(b1) < f(by) oder
flar) > f(az) A f(by) > f(ba), d.h., f ist monoton.

O
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Definition 2.12 f: D — R heifst umkehrbar, wenn es eine Funktion g : f(D) — R gibt
mit g(f(x)) = x fir alle x € D und f(g(x)) = x fir alle x € f(D).

Bemerkung.

1. Wegen Satz 3.5 aus Kapitel 1 ist f genau dann umkehrbar, wenn f injektiv ist. Die
Funktion g wie in Definition 2.12 ist dann eindeutig bestimmt und heifit Umkehrfunk-
tion von f, geschrieben g = f~1.

2. Ist I C R ein Intervall und f : I — R stetig, so ist f wegen Satz 2.11 genau dann
umkehrbar, wenn f streng monoton ist. Ist f streng monoton steigend (fallend), so ist
es auch f1.

Satz 2.13 Ist I ein Intervall und f : I — R stetig und injektiv, so ist auch die Umkehr-
funktion f~1: f(I) — R stetig.

Beweis. Wegen Satz 2.11 ist f streng monoton. Sei f streng monoton steigend (Ist f streng
monoton fallend, so ergibt sich die Behauptung des Satzes entsprechend) und b € f(I), also
b= f(a) fiir ein a € I. Wir zeigen die Stetigkeit von f~! in b durch einen Widerspruchsbeweis
und nehmen dazu an, dafl f~! in b nicht stetig ist. Wegen Satz 2.5 existiert dann eine Folge

(by) aus f(I) mit b, # b fiir alle n € N, so daf
limb, =b und lim f7'(b,) # f1(b) =

gilt. Also gibt es ein ¢ > 0 und zu jedem n € N ein m € N mit m > n, so dafl
o= F'(ba)| > €, dh.

“by) <a—e<a oder f'(by)>a+e>a, also

by < f( €) < f(a)=b oder b, > fla+e)> fla)=
Fir € = min{f(a) — f(a —¢€), f(a+¢€) — f(a)} > 0 gibt es also zu jedem n € N ein m > n
mit f(a) =€ > fla) = (f(a) = f(a—e)) 2 b oder f(a) +€ < f(a)+(f(a+€) — f(a)) < b,
d.h. |f(a) — by| > € - im Widerspruch zu lim b, = f(a) = b.

O
Anwendung.

1. Der natiirliche Logarithmus.
Wir fithren den natiirlichen Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
ein. Dazu muf} zuerst die Bildmenge exp(R) ermittelt werden.
Behauptung: Fiir alle y € RT :={z € R | x > 0} gibt es ein z € R mit e* = y.
Beweis. Sei zunéchst y > 1. Wegen e¥ = 1+%+§+... >1+y>y>1=¢e und
der Stetigkeit von exp folgt aus dem Zwischenwertsatz die Existenz eines x € R mit
e® = y. Gilt aber 0 < y < 1, so folgt 1 < y~! und damit e® = y~* fiir ein 2 € R, d.h.
et =uy.
Wegen e* > 0 fiir alle z € R ist somit exp(R) = R gezeigt. Aus der strengen Mono-
tonie der Exponentialfunktion ergibt sich schliefSlich ihre Umkehrbarkeit.

In:R" — R mit Inexpzr =z und explny =y firalle z € R,y € R"

heifit natiirlicher Logarithmus. Die Logarithmusfunktion ist streng monoton steigend
und stetig. Zum Beispiel gilt Ine = 1 und In1 = 0 sowie In(z - y) = Inx + Iny fiir alle
x,y € RT.
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2. Die allgemeine Exponentialfunktion.

Fiir alle a € R, a > 0 heifit
f"R— R, x+—a"

zlna

mit a* = e allgemeine Exponentialfunktion (mit der Basis a). Aus den entspre-
chenden Eigenschaften von exp folgt, dafl die allgemeine Exponentialfunktion stetig
und fiir @ # 1 streng monoton ist. Weiterhin gilt z.B. a**¥ = a” - a¥ und (a*)¥ = o™
fir alle z,y € Rund a” =a - ... - a (n-faches Produkt) fiir alle n € N.

. Der allgemeine Logarithmus.

Die Umkehrfunktion der allgemeinen Exponentialfunktion (mit der Basis a # 1) heifit
allgemeiner Logarithmus (zur Basis a), geschrieben log,. Es gilt

Speziell heifit lg = log,, der dekadische Logarithmus. Aus den entsprechenden Eigen-
schaften von In folgt, daf3 die allgemeine Logarithmusfunktion surjektiv, streng mo-
noton und stetig ist. Weiterhin gilt zum Beispiel log,(z - y) = log, x + log, y fiir alle
x,y € RT.

. Die allgemeine Potenzfunktion.

Fiir alle z € R,z > 0 und a € R ist der Ausdruck z* definiert. Die Funktion
f:R" — R,z — 2°

heifit allgemeine Potenzfunktion. Fiir alle z,y € R™ und a,b € R gilt

(zy)* = 2%" und z%® = 2°7°.
Insbesondere gilt fiir alle n € N
({L’rll)n = I‘nn ::L‘l :l‘7

und wegen zw > 0 und der eindeutigen Losbarkeit von y™ = x in RT folgt T = Jx.

3. Aufgaben

A 3.1 Zeigen Sie, daf die Dirichletsche Funktion

. 0 reQ
fR— R, xl—>{1 falls T Q

an keiner Stelle stetig ist.

A 3.2 Zeigen Sie, daf8 die Funktion f: (0,1) — R, x — 1 stetig, aber nicht gleichmiBig
stetig ist.
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A 3.3 Untersuchen Sie die Funktion

: 0 € Q
f:R— R, x»—>{x falls z€Q

auf Stetigkeit an der Stelle 0.

A 3.4 Gegeben sind die Funktion f : [a,b] — R und ¢ € (a,b). Zeigen Sie: Ist f auf [a, c]
und (c, b] stetig, so ist f genau dann stetig, wenn

lim f(z) = f(c).

r—ct

Geben Sie ein sinnvolles Beispiel an.
A 3.5 Uberpriifen Sie, ob sich die Funktion f: R\ {1} — R stetig auf R fortsetzen laft.

a2t =323 + 622 —Txr+3 a2t — a3 — 2?24+ 42— 3

(2) f(x):x4—2x3+3x2—43:+2’ (b) f(m):x4—2x3+3x2—4$+2.

A 3.6 Zeigen Sie, dafl die Reihen Zzozl(—l)"x@—n,l und Y 7 (- )”(2 oy fiir alle z € R
konvergieren und daf§ die Funktionen

2n 1 o 2n

( i g:R— R, xr—>§(—1) —(an+ 0

f:R—R, xHZ

n=1

in O stetig sind.

A 3.7 Zeigen Sie, daf die Sinus- und Cosinusfunktion stetig an der Stelle 0 sind. Benutzen
Sie dazu Aufgabe 3.6. Zeigen Sie dann mit Hilfe der Additionstheoreme, dafl die Sinus- und
Cosinusfunktion in jedem x € R stetig sind.

A 3.8 Zeigen Sie, dafi die Cosinusfunktion eine kleinste positive Nullstelle hat. (Hinweis:
Zeigen Sie cos 2 < 0, und nutzen Sie die Stetigkeit der Cosinusfunktion.)

A 3.9 Gegeben sind die Funktionen f: D — R, g: D — Rund h: D — R, so daf
fir alle z € D gilt: f(z) < g(x) < h(z). Zeigen Sie: Sind f und h stetig in a € D und gilt
f(a) = g(a) = h(a), so ist auch g stetig in a.

A 3.10 Gegeben sind a,b,c,d € R mit ad —bc # 0 und D = {x € R | cx + d # 0}. Zeigen
Sie, daf} die Funktion

ar +b
- D R
f — R, z+— p———
injektiv ist, und geben Sie die Umkehrfunktion f~! an. Untersuchen Sie das Monotonie-
verhalten von f jeweils in den beiden Intervallen D_ := {z € R | cx +d < 0} und

Dy :={x € R | cx +d > 0}. Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Art der Mo-
notonie und dem Vorzeichen von ad — be? Ist f auf ganz D monoton? (Unterscheiden Sie die
Félle ¢ = 0 und ¢ # 0.)



KAPITEL 4

Differentialrechnung

1. Differenzierbare Funktionen

Im folgenden ist D stets eine nichtleere Teilmenge von R ohne isolierte Punkte.
Definition 1.1 Ist f : D — R eine Funktion und xo € D, so heifst f differenzierbar in x,

wenn
F@) = flwo)
g—zo T — Tg

existiert. [ heifit differenzierbar, wenn f in jedem x € D differenzierbar ist. Ist f differen-
zierbar, so heif$t
"D —R,z+— f(x)

Ableitung von f.

Bemerkung.

1. Statt f’(zg) schreibt man auch %

., oder %(mo).

2. Der Quotient @)= wo) it 4 € D, x # xy heifit Differenzenquotient. Er ist die Stei-

T—T

gung der Sekante durch die Punkte Py(zo, f(z0)) und P(z, f(z)). Den Grenzwert der
Sekantensteigung fiir x — zy, also f’(z¢), deutet man als Steigung der Tangente in xg
an den Graphen von f. Die Tangente ist somit die Gerade durch P, mit der Steigung

f(xo):
y = f'(x0) - &+ (f(wo) — f'(w0) - o) = f'(w0) - (v — o) + f(20).

Beispiel.
1. Fiir die konstante Funktion f: R — R,z —— ¢ gilt
f@) = flw)  c—c f@) — flao)

= =0 fir = # x, also lim
r — 2o T — 2o T—Io r — Tg T—Io

d.h. f'(zg) = 0 fiir alle 25 € R.
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2. Fiir die identische Abbildung f : R — R, x — x gilt
flx) = flwo) -

x x)— f(x
= 0 =1 fir # 19, also lim M =
x — X T — T z—z0 T — Xg z—0

d.h. f'(zg) =1 fiir alle zy € R.

3. Fir die Betragsfunktion f : R — R,z ——| z | gilt f(z) = « falls 2 > 0 und
f(z) = —x falls x < 0. Damit ist die Betragsfunktion in jedem zy # 0 differenzierbar.
Wir zeigen nun, daf sie in 0 nicht differenzierbar ist. Wegen

f(z) — f(0) —z—0 z—0 .. flz) - f(0)

lim = lim =—1#1= lim
z—0~ x—0 z—0- = — 0 z—0t x — 0 z—0t x—0

existiert lim,_q L (:2:5(0) nicht, d.h., f ist in 0 nicht differenzierbar.

Satz 1.2 Sind f: D — R eine Funktion und xy € D, so ist f genau dann in xy differen-
zierbar, wenn es a,b € R und eine Funktion r : D — R mat folgenden FEigenschaften gibt:

i) f(x) =a+blx —x) +r(x)(x — o) fiir alle z € D.
it) limg_., r(z) = 0.

Beweis. Sei zunédchst f in z( differenzierbar. Wir definieren

f@)—f(xo) _ pr
0 xr = Xg.

Fiir x # xq folgt
f(x) = f(xo) + f(xo)(x — 20) + r(x)(x — x0).
Offenbar gilt diese Gleichung auch fiir z = xy. Weiterhin ergibt sich

lim r(z) = lim (M

T—T0 z—x0 T — To

— f'(x0)) = f'(x0) — f'(20) = 0.

Somit folgt die Behauptung mit @ = f(zo) und b = f'(xo).
Gilt andererseits
flz) =a+blx —xo) + r(x)(z — x0)

mit lim, ., 7(z) = 0, so folgt a = f(zy) und

lim L8 = /@) (b+7r(zx)) =b.

T—T0 r — Xy T—T0

Damit ist f in zq differenzierbar und b = f'(zy).

Bemerkung.
1. Mit den Bezeichnungen von Satz 1.2 gilt a = f(zg) und b = f'(x).

2. Anschaulich besagt Satz 1.2, daff sich f genau dann an der Stelle xy durch eine lineare
Funktion approximieren lafit, wenn f in z( differenzierbar ist.
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Satz 1.3 Ist f: D — R differenzierbar in xo € D, so ist f auch stetig in xg.

Beweis. Sei f(x) = a + b(x — xg) + r(z)(x — zo) wie in Satz 1.2. Wegen lim, ., r(xz) =0
folgt
lim f(z) = lim (a + b(z — z9) + r(x)(x — z0)) = a = f(z0).

T—X0 T—T0

Mit Satz 2.5 aus Kapitel 3 folgt die Behauptung.
O

Beispiel. Die Betragsfunktion f: R — R,z ——| x | ist in 0 stetig aber nicht differenzier-
bar, d.h., die Umkehrung von Satz 1.3 gilt nicht.

Satz 1.4 Sind die Funktionen f: D — R und g : D — R in x¢g € D differenzierbar, so
sind auch die Funktionen f+g, f-g und % (falls g(x) # 0 fiir alle x € D) in xqy differenzierbar,
und es gilt

i) (f£9)(x0) = [(x0) £ ¢'(x0),
i) (f-9) (o) = f'(x0) - g(wo) + f(20) - g'(w0) ~ (Produktregel),
ity (L) = £1@0) 9w0) = (o) - o (w0)
g g?(wo)

(Quotientenregel).

Beweis. Behauptung i) folgt unmittelbar aus den Grenzwertsétzen fiir Funktionen:

i TED@) =G E0)mn) o F0) = f0) | o) —gle0)

T—T0 T — Xy T—T0 Tr — X9 T—T0 T — 2

Um Behauptung ii) zu beweisen, betrachten wir zunéchst

(f-9)@) = (f-g)xo) _ [f(x)- g(z) = f(=)-g(xo) + f(x) - g(x0) — f(o) - g(0)

- ot msn) J@ S,

fiir alle x € D,z # xy. Da f und g in z( differenzierbar sind, folgt mit der Stetigkeit von f
in zy, dafl der Grenzwert des rechten Ausdrucks der Gleichung fiir x — z( existiert. Daraus

ergibt sich
i - 9)(@) = (f - g)(20)

T—T0 r — 29

= f(x0)g'(wo) + f'(0)g(wo),

also Behauptung ii). Schlielich gilt fiir alle x € D, x # x,

(D(@) = (Do) fla)glao) — flao)g(x)
v — 9(w)g (o) (x — x0)
F(@)g(wo) — F(wo)g(xo) + f(w0)g(wo) — f(z0)g(x)
gwmmﬂr—%)
KL ) — ) L
9(2)g (o)
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Wie oben folgt wieder aus der Differenzierbarkeit von f und g in xy und der Stetigkeit von
g in xg, daB der Grenzwert des rechten Ausdrucks der Gleichung fiir x+ — xy existiert, und

es gilt
f'(0) - g(wo) — f(0) - g'(20)
9*(xo) .

Fy
() (@) =

Beispiel.

1. Ist f: D — R in g € D differenzierbar und a € R, so ist auch a - f in xq differen-
zierbar, und mit der Produktregel ergibt sich

(@ f)(v0) =0 f(zo) +a- f'(w0) =a- f(xo).

2. Ist f i:R— R,z+—— 2" firn € N, sogilt f, : R — R,z —— nz" 1.
Beweis durch vollstandige Induktion nach n.
fi : R — R, x —— z ist die identische Abbildung auf R, fiir die in Beispiel 2 nach
Definition 1.1 schon die Behauptung f; : R — R,z —— 1 gezeigt wurde. Gilt nun
fl R — R,z — na™ 1, so folgt wegen f,11 = f, - f1 und der Produktregel

Frnr (@) = [o(@) fi(@) + fal(2) fi(2) = na""le + 2" = (n + 12"
3. Fiir die Polynomfunktion
fFR—R2z+— az" +ap 12" '+ ... +a1x+ag gilt
ff R — R,z na, 2" '+ (n— Dap_12" 2+ ... + 2a92 + ay.

4. Gebrochen rationale Funktionen

A" + ap 12" N+ . a4 a
by ™ + b1 x™ L+ Dz + by

f:D—Rx+—

sind differenzierbar, und ihre Ableitung berechnet man mit Hilfe der Quotientenregel.
Zum Beispiel gilt

— 22+ 2r+1 r—1

ff R— Rz 21 172 fiir f:]R—>]R,xt—>x2+1.

Satz 1.5 Ist die Funktion f : D — R in xq € D differenzierbar und ist g : f(D) — R in
yo = f(xo) differenzierbar, dann ist auch go f : D — R in xy differenzierbar, und es gilt

(g0 f) (z0) = g'(f(x0)) [ (0)-
Beweis. Wegen Satz 1.2 gilt fiir alle z € D und y € f(D)

f(@) = f(xo) + f'(w0)(x — 20) +7(2)(2 — 20) und
9y) = gwo) + 9 W)y —vo) + s(y)(y — vo)
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wobei lim,_,,, 7(z) = 0 und lim,_,,, s(y) = 0. Mit y = f(z),x € D erhalten wir

goflx) = gofxo)+ (4'(f(0)) + s(f()))(f(x0) + r(x))(z — zo)
= go f(xo) +g'(f(w0)) [ (wo)(x — o) + 7(2)(x — x0),

wobel

P(x) = g f(xo)r(x) + s(f(x))(f (o) + r(z)).
Wir zeigen nun lim, ., 7(z) = 0, d.h. lim,_,, s(f(x))f'(z0) = 0, da lim,_.,, 7(x) = 0. Gilt
f'(xg) = 0, so folgt die Behauptung offensichtlich, und wir nehmen an, daf f'(x¢) > 0 gilt

(der Fall f’ (x9) < 0 verlauft analog). Wegen Aufgabe 4.11 existiert ein € > 0, so daB fiir alle
x € D gilt

rg—€e<x<xo= f(x) < f(rg) und zo <z < 20+ € = f(20) < f(2).

Ist nun (a,) eine Folge aus D mit lima, = z¢ und a, # o fir alle n € N, so gilt auch
f(a,) # f(xo) = yo bis auf endlich viele Ausnahmen fiir alle n € N. Wegen der Stetigkeit
von f in x, folgt lim f(a,) = f(x0) = yo, und wegen lim,_,,, s(y) = 0 folgt lim s(f(a,)) =0,
also lim, .., s(f(x))f (x¢) = 0.

Mit Satz 1.2 erhalten wir die Differenzierbarkeit von g o f in xy, und aus Bemerkung 1 nach

Satz 1.2 ergibt sich (g o ) (zo) = ¢'(f(z0))f (z0).
O

Bemerkung. Satz 1.5 heifit Kettenregel.
Als néchstes wollen wir die Differenzierbarkeit spezieller Funktionen untersuchen.

Die Exponentialfunktion. Wir zeigen zunéchst, dal exp in 0 differenzierbar ist.

n—1

n T

. X .
=lim—() — —1)=Ilim :
a—0 T — Rk B n! 20 £ n!
= n—=

3

Im Beispiel vor Satz 2.6 aus Kapitel 3 wurde gezeigt, dafl die Funktion

in 0 stetig ist. Also folgt

Die Exponentialfunktion ist sogar in jedem xg € R differenzierbar, denn

' e:r _ ea:o ] ez—:no—i-zo _ ea:o . ) e:c—ato _ e0
lim = lim ——=¢"lim ——
T—z0 T — X T—T0 T — Xg a—zo (x — x9) — 0

t 0
o 13 € xo /
= e lim =e"exp 0
t—0 t — O

= ",
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Fiir alle z € R gilt also expx = exp’ z, d.h., die Exponentialfunktion und ihre Ableitung
stimmen iiberein. Mit der Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion ergibt sich durch die
Kettenregel die Differenzierbarkeit der allgemeinen Exponentialfunktion (a € R™):

fR—R, z+——d*°, f:R— R, x+—a"Ina.

Die Sinus- und Cosinusfunktion. Wir zeigen zunéchst die Differenzierbarkeit wieder nur
an der Stelle 0.

0 '
lim 2 T i SN () = lm S (= 1)
z—0 z—0 z—0 e (2n + 1)! z—0 —~

Wegen Aufgabe 3.6 ist die Funktion

e 2n
x
R— R, 2+— 1)
J Z( ) (2n +1)!
n=0
in 0 stetig. Also folgt
sinz — sin( > (0
lim — = —1)"——— =1 =sin’0.
n=0
Entsprechend zeigt man mit Aufgabe 3.6
cosx — cos(
cos’ 0 = lim ———— = 0.
z—0 x—0
sin und cos sind sogar in jedem xy € R differenzierbar:
. sinz — sinxg . sin(x — zg + xp) — sinxg
lim — = lim
T—x0 r — Xy T—I0 r — Tg
Y sin(x — ) cos xg + cos(x — x) sin xy — sin g
= lim
T—0 T — Xo
sin(z — x cos(x —xg) — 1
= cosxg lim u + sinxg lim ( o)
T—T0 T — T T—T0 T — 2o
. sint —sin0 ) . cost—cos0
= coszxglim ————— +sinxglim ——
t—0 t—20 t—0 t—0

= cosxysin’ 0 + sinxzg cos’ 0 = cos .

Fiir alle z € R gilt also sin’x = cosz, d.h., die Cosinusfunktion ist die Ableitung der
Sinusfunktion. Entsprechend zeigt man, dal die Cosinusfunktion differenzierbar ist und dafl
cos’ x = —sinz fiir alle x € R gilt.

Satz 1.6 Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig und injektiv. Ist f in xo € 1
differenzierbar und yo = f(xq), so gilt:

i) Ist f'(zg) = 0, so ist =1 nicht differenzierbar in yo.

i) Ist f'(xo) # 0, so ist f~1 differenzierbar in yo, und es gilt

1 1

U0) = 5y = Ty
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Beweis. Ist f~! in y, differenzierbar, so folgt wegen f~!f(z) = z fiir alle x € I und der
Kettenregel (f~1)(f(z0))f (zo) =1, also f’(xq) # 0. Sei also nun f’(xq) # 0. Wir betrachten
die beiden Hilfsfunktionen

—1 -1 1
G(y) _ f (y; _50 (y0> und H(:L‘) — m7

wobei G fiir alle y € f(I),y # yo und H fiir alle x € I,z # xy definiert sind. Setzt man
f(z) =y fur alle x € I,x # xy, so gilt

T — T ) — " wo)
H(x) = = = G(y).
(@) f(@) = f(xo) Y=Y (®)
Zu zeigen ist lim,_,,, G(y) = m Dazu sei (a,) eine Zahlenfolge mit a, € f(I),a, # Yo

und lima, = y9. Wegen der Stetigkeit und Injektivitdt von f~! ist (f~'(a,)) eine reelle
Zahlenfolge mit f~'(a,) € I, f~*(a,) # zo und lim f~*(a,) = f~'(yo) = xo. Aus der Diffe-
renzierbarkeit von f in xy und f’(zq) # 0 ergibt sich nun

1 1
lim G(a,) = lim H(f (a,)) = - = .
(0] ) = o A7) ~ Fi(a,)

O

Beispiel. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig, injektiv und an jeder Stelle
x € R differenzierbar. Wegen exp’z = expx # 0 ist damit auch die Logarithmusfunktion
In: Rt — R in jedem y € R* differenzierbar, und es gilt

" 1 1 1
n = = = —.
Y7 exp/(ny)  exp(lny)

Mit der Differenzierbarkeit der Logarithmusfunktion ergibt sich auch die Differenzierbarkeit
der allgemeinen Logarithmusfunktion:

1

logl Rt — R, 7+ na
rlna

Die Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion
f:RtT —R, 2+ 2°

alnz

kann wegen z% = e mit Hilfe der Kettenregel und exp’,In" berechnet werden:

f Rt — R, z+— az* "

So erhélt man zum Beispiel speziell fiir a = %

f:RT —R, 2+ 2 und f/:RT — R, 2+ ——.
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2. Der Mittelwertsatz

Satz 2.1 Ist die Funktion f : [a,b] — R in zo € (a,b) differenzierbar und hat f in zo ein
Mazimum oder ein Minimum, so gilt f'(xy) = 0.

Beweis. Wir nehmen an, da§ f in zg ein Maximum hat (hat f in zg ein Minimum, so folgt
die Behauptung analog). Dann gilt fiir alle = € [a, b]

M >0 falls x <z, also f'(zg) = lim M >0, und
—f(x) — f(wo) <0 falls = > z9, also f'(zg) = lim —f(x) — f(wo) < 0.

Als unmittelbare Anwendung dieses Satzes erhélt man den Satz von Rolle:

Satz 2.2 Ista < b und [ : [a,b] — R stetig sowie differenzierbar in (a,b) und gilt f(a) =
f(b) =0, so existiert ein ¢ € (a,b) mit f'(c) =0.

Beweis. Wegen Satz 2.7 aus Kapitel 3 nimmt f als stetige Funktion auf [a, ] Minimum und
Maximum an. Werden Minimum und Maximum in a und b angenommen, so folgt f(z) =0
fir alle € [a,b], also f'(z) = 0 fiir alle z € (a,b). Anderenfalls nimmt f Minimum oder
Maximum in einem ¢ € (a,b) an, und die Behauptung folgt dann aus Satz 2.1.

O

Der Satz von Rolle ist ein Spezialfall des folgenden Mittelwertsatzes.

Satz 2.3 Ista < b und f : [a,b] — R stetig sowie differenzierbar in (a,b), so existiert ein

c € (a,b) mit
f’(c) _ f(bl)) : i(a)

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion A : [a,b] — R mit
h(z) = (z = a)(f(b) = f(a)) = (b= a)(f(z) = f(a)).

Offenbar ist h stetig, in (a, b) differenzierbar, und es gilt h(a) = h(b) = 0. Wegen des Satzes
von Rolle gibt es ein ¢ € (a,b) mit h'(c) = 0. Dabei gilt

W(z) = f(b) = fla) = (b—a)f'(x), also 0="h(c)=f(b) = f(a) = (b—a)f (o),

und es folgt die Behauptung.
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Bemerkung. Anschaulich besagt der Mittelwertsatz, dal eine Tangente am Graphen von
f existiert, die parallel zur Sekante durch die Punkte P(a, f(a)) und P(b, f(b)) ist.

Folgerungen aus dem Mittelwertsatz. Wir benutzen die Voraussetzungen und Bezeich-
nungen aus Satz 2.3.

1. Gilt f'(z) >0 (f'(x) > 0) fiir alle z € (a,b), so ist f (streng) monoton steigend.
Beweis. Sind x1,29 € [a,b] mit 27 < 9, so gibt es wegen des Mittelwertsatzes ein
¢ € (r1,x2) mit

f(z2) — f(z1)

prap— = [f'(o).

Gilt f'(z) > 0 fiir alle x € [a,b], so folgt f(z2) > f(z1), und gilt f'(z) > 0 fur alle
x € [a,b], so folgt f(x2) > f(x1).

2. Gilt f'(x) <0 (f'(z) <0) fiir alle z € (a,b), so ist f (streng) monoton fallend.

3. Gilt f'(x) =0 fur alle x € (a,b), so ist f konstant, d.h. f(z) = f(a) fir alle x € [a, b].
Beweis. Wegen des Mittelwertsatzes gibt es ein ¢ € (a,x) mit

f(x) — f(a)

Tr—a

= ['(c) =0,
d.h. f(z) = f(a).

Anwendung.
1. Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen f : R — R mit der Eigenschaft
f'=af,

wobei a € R eine vorgegebene reelle Zahl ist. Offenbar erfiillt jede Funktion ce® mit
c € R obige Gleichung. Um alle Losungen f zu erhalten, betrachten wir die Funktion

h:R— R z+— f(z)e™™ mit f'=af.
Dann gilt
W(x) = F)e™ + f(z)(—a)e™ = af(x)e — af(z)e= =0,

d.h. h: R — R,z —— ¢ fiir ein ¢ € R. Somit folgt f(z) = ce® fiir alle x € R, und die
Funktionen ce®”, ¢ € R bilden die gesamte Losungsschar der Differentialgleichung

f'—af=0.

Fordert man noch zusétzlich f(xg) = b,b € R fiir ein vorgegebenes zy € R, so erhilt
man das Anfangswertproblem

F—af=0 und f(ze) = b,
das die eindeutige Losung
fi R — R x+—— be "0

besitzt. Insbesondere ist also die Exponentialfunktion die einzige differenzierbare Funk-
tion f: R — R, fiir die f' = f und f(0) = 1 gilt.
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2. Fiir alle z € R gilt

sin?z + cos?z = 1.

Um das zu beweisen, betrachten wir die Funktion h : R — R,z — sin?z + cos’z
und zeigen, dafl A(0) = 1 und A'(x) = 0 fiir alle z € R gilt. h(0) = 1 ist offensichtlich,
und fiir die Ableitung von h ergibt sich

h'(x) = 2sinx cosz + 2 cos x(—sinz) = 0.
Insbesondere folgt damit | sinx |, | cosx |< 1, also
—1<sinzx <1,-1<cosz <1 fiiralle z € R.

Als néchstes zeigen wir, dafl cos genau eine Nullstelle im Intervall [0, 2] besitzt. Wegen

ZUQ .T4 I‘G Q?S xlO
.%'2 ZL’4 0 x4n72 x4n
= 1 - — - _
STRRAT Z<(4n— 21~ {an)y
n=2
2 e 24n72
folgt cos2 = 1—2—1—5—;(4“),(471(471—1)—4)
1 e 24n
= —=— (An—n—-1)<0
3 = (4n)!

Zusammen mit cos) = 1 > 0 ergibt sich nun aus dem Zwischenwertsatz, daf3 die Cosi-
nusfunktion in (0, 2) eine Nullstelle hat. Hétte sie mindestens zwei Nullstellen in (0, 2),
so gibe es wegen des Satzes von Rolle mindestens ein ¢ € (0,2) mit cos’ ¢ = 0. Obige
Behauptung ist also bewiesen, wenn cos’ x < 0 fiir alle z € (0,2) gezeigt ist. Zunéchst
gilt 3 5 7

cos'r=—sinz = —(r—=+=-—=+...)

T
= =) ———=((4n+2)(4n+3) - 2?).
“— (4n+ 3)!
Wegen (4n + 2)(4n 4+ 3) = 16n* +20n + 6 > 4 > 2? folgt cos’x = —sinz < 0

fir alle x € (0,2). Damit ist gezeigt, dafl die Cosinusfunktion genau eine Nullstelle
a € [0,2] hat, die dann gleichzeitig die kleinste positive Nullstelle ist. Wir definieren
= 2a = 3,14159265358979323846264338..., also
cos & = 0 und sin © = 1.
2 2
Die zweite Behauptung ergibt sich aus sin? 5= sin? 5+ cos? 5 =1und sing > 0, da
2 = a € (0,2). Mit Hilfe der Additionstheoreme zeigt man nun leicht, daf folgendes

2
fiir alle z € R gilt:

sin(z + g) =cosx, sin(r+7) = —sinz, sin(z+ 27) =sinz,
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cos(x + g) = —sinz, cos(zx+m)=—cosz, cos(z+ 2m) = cosz.

Die beiden letzten Gleichungen der beiden oberen Zeilen besagen gerade, dafl die Sinus-
und Cosinusfunktion periodisch mit der Periode 27 sind.

Nun konnen wir sémtliche Nullstellen der Sinus- und Cosinusfunktion angeben: Die
Sinusfunktion hat die Nullstellen k7, k € Z und die Cosinusfunktion § + kw, k € Z.
Wegen cos(z + 5) = —sinx folgt die erste Behauptung aus der zweiten. Um die zweite
Behauptung zu beweisen, reicht es wegen der Periodizitat von cos aus, alle Nullstellen in
[0, 2] anzugeben. Wie oben gezeigt wurde, existiert keine Nullstelle in [0, 7 ) und wegen
cos(§ +x) = — cos(5 —x) damit auch keine in (7, 7], d.h., 7 ist die einzige Nullstelle der
Cosinusfunktion in [0, 7r]. Schlieflich ergibt sich auf Grund von cos(m —z) = cos(m+x),
daB 27 die einzige Nullstelle in [, 27] ist, und damit die Behauptung.

Wegen der Periodizitét sind die Sinus- und Cosinusfunktion nicht injektiv und damit
nicht umkehrbar. Dieses 148t sich aber leicht dadurch beheben, dafl man jeweils die
Definitionsbereiche einschriankt. So besitzt zum Beispiel die Sinusfunktion in (0,7)
keine Nullstelle, und wegen sin(5) = 1 ist sie damit in (0,7) positiv. Zusammen mit
cos’ = — sin ergibt sich die strenge Monotonie der Cosinusfunktion auf [0, 7], d.h.,

cos: [0,7] — R

ist umkehrbar. Aus —1 < cosz < 1,co80 = 1 und cosm = —1 folgt mit dem Zwi-
schenwertsatz cos([0,7]) = [—1, 1]. Die Umkehrfunktion der so eingeschrinkten Cosi-
nusfunktion
arccos : [—1,1] — [0, 7]
heiBt Arcuscosinusfunktion. Wegen cos’ z = —sinz # 0 fiir alle € (0, 7) ist arccos in
(—1,1) differenzierbar, und es gilt
1 —1

arccos’ = = — :
cos’(arccosx)  sin(arccos z)

Fiir alle x € [0, 7] folgt aber auf Grund von sinz > 0 und cos? + sin® = 1 die Gleichung

sinz = v/1— cos?z, d.h. 1

arccos' r = ——.
V1—a?
Entsprechend folgt sin([—7, 5]) = [~1,1] und die Bijektivitat von
T
n: |——, =] — [—1,1].
sin: [0, 7) — [-1,1]

Die Umkehrfunktion der so eingeschrankten Sinusfunktion

T

arcsin : [—1,1] — [_5’ 5]

heifit Arcussinusfunktion. Wegen sin’z = cosz # 0 fiir alle z € (=%, %) ist arcsin
differenzierbar, und wie oben folgt
arcsin’ x = = =

sin’(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — 22
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Die Funktion .
sin x

s
tan: R\ {; +kr |k €Z} — R
an: R\ {5 + & | }— R e

heifit Tangensfunktion. Sie ist periodisch mit der Periode 7, da fiir alle z aus dem
Definitionsbereich R\ {7 + k7 | k € Z}
sin(z +7) —sinz

tan(z + ) = = = tanx
cos(z+m) —coszx

gilt. Die Tangensfunktion ist auf jedem Teilintervall (km — 7, k7 + %) weder nach oben
noch nach unten beschrinkt und wegen
cos x cos & — sin x(— sin x) 1

tan’ x = 5 = —
cos? x cos? x

streng monoton steigend. Damit folgt zum Beispiel tan((—Z%,%2)) = R und die Bijekti-

T2 2
vitdt der Einschrankung von tan auf (-7, 7). Die zugehorige Umkehrfunktion

T
arctan : R — (—=, =)
2°2
heiBt Arcustangensfunktion, die auf Grund von tan’(z) # 0 differenzierbar ist. Es gilt
1
arctan’ z = —————— = cos’(arctan z).
tan’(arctan )

Dieser Ausdruck soll nun wie oben mit Hilfe der iiblichen Methoden vereinfacht werden.

Dazu betrachten wir zunéchst fiir alle z € (=3, %)

) sin?z 1 —cos’x
cos? x cos? x
Hieraus folgt
1
2 2 2
cos“z(tan“x+1) =1 und cos*r = ———
( +1) tanZx + 1’
also
tan’ = 1
arc =
1+ 22
Abschlielend soll noch kurz die Cotangensfunktion
cos T
cot : R\ 7Z — R,z — —
sinx

vorgestellt werden. Sie ist ebenfalls periodisch mit der Periode 7 und wegen

th = -
v sin? z
streng monoton fallend in jedem Teilintervall (km, (k4 1)7). Schlielich folgt wie oben
cot((0,7)) = R. Die Einschrénkung von cot auf (0,7) ist damit bijektiv, und ihre
Umkehrfunktion
arccot : R — (0, )

heifit Arcuscotangensfunktion. Sie ist differenzierbar mit
—1
1422

arccot’ : R — (0, 7), 2 —
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3. Lokale Extremwerte

Definition 3.1 Ist f : D — R eine Funktion, so hat f in xqg € D ein lokales Minimum
(Mazimum), wenn es ein € > 0 gibt, so daff fir alle x € D gilt

|z —wo [<e= f(x) = fxo) (7 —w0[<e= f(z) < flxo))-
f(zo) heifit dann lokales Minimum (lokales Mazximum,).

Bemerkung.
1. Ein lokaler Extremwert ist ein lokales Minimum oder Maximum.

2. Hat f in 2 ein lokales Minimum oder Maximum, so ist f(z¢) in einer Umgebung von
xg ein (absolutes) Minimum oder Maximum von f.

Satz 3.2 Hat f : (a,b) — R in xy € (a,b) einen lokalen Extremwert und ist f in xg
differenzierbar, so gilt f'(xq) = 0.

Beweis. f habe in xj ein lokales Maximum (anderenfalls betrachte man — f). Dann gibt es
ein € > 0, so daB fiir alle x € (a,b) gilt

|z — 2y |< e = f(z) < f(xg).

Wiihle € > 0 so klein, da [zg — €, 29 + €] C (a,b). Dann hat die Einschrankung von f auf
[z — €, 9 + €] in x4 ein Maximum, und die Behauptung folgt wegen Satz 2.1.
O

Bemerkung.

1. Gilt f'(x¢) = 0, so hat f in z nicht notwendig einen lokalen Extremwert. Zum Beispiel
gilt f'(r) = 32? fiir f : R — R,z — 23, also f/(0) = 0. Fiir jedes z < 0 ist aber
f(x) =2* < 0und f(x) > 0 fiir jedes x > 0. Die Bedingung f’(x¢) = 0 aus Satz 3.2
ist also notwendig fiir einen lokalen Extremwert, aber nicht hinreichend.

2. Ist f : [a,b] — R stetig, dann nimmt f wegen Satz 2.7 aus Kapitel 3 Minimum
und Maximum an. Mdogliche Stellen, an denen die Extremwerte angenommen werden
konnen, sind also

(a) Die Randpunkte a und b.
(b) Die Stellen x4 € (a,b), an denen f differenzierbar ist und f'(zq) = 0 gilt.

(c) Die Stellen, an denen f nicht differenzierbar ist.
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Beispiel.

1. f:][-1,1] — R,z — —z* Wir untersuchen die Stellen gemif Bemerkung 2.

() £(—1) = f(1) = —1.

(b) f'(z) = —22=0<= 2 =0und f(0) =0.

(c) f ist differenzierbar.

Damit ist —1 das Minimum von f, das an den Stellen 1 und —1 angenommen wird,
und 0 das Maximum, das an der Stelle 0 angenommen wird.

2. f:[-1,1] — R,z +—| 2 |. Gemé&B Bemerkung 2 ergibt sich

() f(~1) = f(1) = 1.

(b) f'(z) =1 fiir x > 1 und f'(z) = —1 fiir x < 1, also f'(x) # 0 fir = # 0.

(c) f ist nur an der Stelle 0 nicht differenzierbar, und es gilt f(0) = 0.

Damit ist 0 das Minimum von f, das an der Stelle 0 angenommen wird, und 1 das
Maximum, das an den Stellen 1 und —1 angenommen wird.

Satz 3.3 Die Funktionen f,g : [a,b] — R seien stetig in [a,b] und differenzierbar in
(a,b),a < b. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit

g (©)(f(b) = fa)) = f(c)(g(b) — g(a)).

Beweis. Wir betrachten die Funktion h : [a,b] — R mit

W) = f(z)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a)) = f(a)g(b) + g(a)f(b).

Dann ist h stetig in [a, b], differenzierbar in (a,b), und es gilt h(a) = h(b) = 0. Wegen des
Satzes von Rolle existiert ein ¢ € (a,b) mit

0="n(c) = f(c)(g(b) — g(a)) — g'(c)(f(b) = f(a)).

Bemerkung.

1. Gilt g(x) = =, so ergibt sich aus Satz 3.3 der Mittelwertsatz. Deshalb wird Satz 3.3
auch als zweiter Mittelwertsatz bezeichnet.

2. Ist f : ]a,b] — R in zg € (a,b) differenzierbar mit f’(z9) = 0, so folgt, wie oben
erwahnt, im allgemeinen nicht, daf§ an der Stelle z( ein lokaler Extremwert vorliegt. Um
fiir die Existenz eines lokalen Minimums oder Maximums ein hinreichendes Kriterium
angeben zu kénnen, fithren wir die hoheren Ableitungen f™ von f ein.

n=1. f: D — R heifit einmal differenzierbar, wenn f differenzierbar ist. f’ heifit dann
erste Ableitung, geschrieben f() = f.

n>1 Ist f: D — R nun (n — 1)—mal differenzierbar und f®=Y : D — R die
(n — 1)—te Ableitung, so heiBt f genau dann n—mal differenzierbar, wenn f—1)
differenzierbar ist. ™ := (f™=Y) heiBt in diesem Falle n—te Ableitung von f.

Manchmal schreibt man auch f” statt f oder f” statt f® usw. sowie f(© statt f.
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Beispiel. Fiir n € N ist die Funktion f: R — R, 2 ——| x | 2™ differenzierbar, und es gilt
ff'R— R,z (n+1)]| x| 2"t Mit vollstindiger Induktion ergibt sich nun leicht die
n—fache Differenzierbarkeit von f mit

fM R —Raz+— (n+1)|z].
Somit ist f aber nicht (n + 1)—mal differenzierbar.

Satz 3.4 Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig sowie n—mal differenzierbar in (a,b) und
zo € (a,b). Fir jedes x € (a,b) gilt dann

f'(x0)
1!

($—$0)+...+M(m_%)n_l+

(x —xo)"

F(e)
nl

fiir ein ¢ € (a,b). Gilt xo < x, so kann man xo < ¢ < x annehmen und v < ¢ < xq, falls
T < Xg.

Beweis. Sei z € (a,b) und zy < x (der Fall z = zq ist trivial, und der Fall z < z( ergibt
sich entsprechend). Wir definieren

n—1
F:(a,b) — Rt — 1) (x —t)k.

k!
k=0
Dann ist F' differenzierbar, und es folgt
n—1 n—1
f(’“+1 K fOt) e S0 o1
— )k — — )= — )
Z@ (z =) £ (k — &= TR

Wenden wir den zweiten Mittelwertsatz auf F' und g mit g(t) = (z — ¢)" fiir das Intervall
[0, x] an, so erhalten wir

g () (F(x) = F(xo)) = F'(c)(g9(x) — g(x0))

fir ein ¢ € (xg, x). Wegen

folgt Lopk) ) (¢
T - e - - L o
k=0
(0 (=) (5, L )
a0 f(a) = flan) + D2 = an) o+ Lo o -



65

Bemerkung. Ist f wie in Satz 3.4, aber sogar unendlich oft differenzierbar, so heifit

(01,
Zf (‘ >($—x0>n

n

Taylorreihe von f mit dem Entwicklungspunkt zy. Die Funktion f heifit um =z in ihre
Taylorreihe entwickelbar, wenn die Taylorreihe in einer Umgebung von xy konvergiert und
dort mit f iibereinstimmt. Gibt es zum Beispiel ein M > 0, so daf | f™(x) |< M fiir alle
z € (a,b) und alle n € N gilt, so folgt

f®™ (e n b—a)"
n! n!
Wegen lim(b_n—‘,’)n = 0 konvergiert dann die Taylorreihe in (a,b) und stimmt dort mit der

Funktion f iiberein.

Beispiel.

1. Die Sinusfunktion ist fiir jedes zo € R um x in ihre Taylorreihe entwickelbar, die dann
fiir alle z € R konvergiert und dort mit der Sinusfunktion iibereinstimmt. Um das zu
beweisen seien a,b € R,a < b mit z, 29 € (a,b). Wegen | sin™ z |=| cosz |< 1 fiir
ungerades n und | sin™ x |=| sinx |< 1 fiir gerades n folgt aus obiger Bemerkung

i M(w — )" =sinzx.

n!
n=0

Ist speziell xq = 0, so ergibt sich

. ~sin0  cos0 sin0 , cosO 5 sin0 ,
B T T TR TR T
I A
= i - ? + g F ...
0 . p2ntl
SPICIEE e
— (2n+1)!
Entsprechend ist Zfzo(—l)"éz; die Taylorreihe der Cosinusfunktion mit dem Ent-
wicklungspunkt 0, die in ganz R konvergiert und mit der Cosinusfunktion iiberein-

stimmt.
Diese Uberlegungen zeigen nun, da die Sinusfunktion (und in entsprechender Weise
auch die Cosinusfunktion) durch die Eigenschaften

sinoz = —sinz und sin0 =0, sin’0 =1

festgelegt ist. Wie in Anwendung 2 des Mittelwertsatzes ergibt sich ndmlich fiir jede
zweimal differenzierbare Funktion f: R — R mit f” = —f und f(0) = 0, f'(0) = 1
die Identitéit f24(f')*> = 1, also | f(z) |,| f'(x) |< 1. Analog der obigen Betrachtungen
folgt, daf sich die Funktion f in R durch ihre Taylorreihe mit dem Entwicklungspunkt
0 darstellen 1a8t, wobei diese wegen f” = —f, f(0) = 0 und f’(0) = 1 mit der entspre-
chenden Taylorreihe der Sinusfunktion iibereinstimmt, d.h. f = sin.
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2. Wir wollen die Taylorreihe der Logarithmusfunktion mit dem Entwicklungspunkt 1

berechnen und auf Konvergenz untersuchen. Zunichst gilt fiir alle n € N und x € R*

ln(n) T = (_1)n+1 (TL — 1)'
an

wie man leicht durch vollstdndige Induktion beweisen kann. Wir zeigen nun, dafl die
Logarithmusfunktion um 1 in ihre Taylorreihe entwickelbar ist, die dann in (%, 2] kon-
vergiert und dort mit In iibereinstimmt. Dazu seien a,b € R mit 0 < a < % <2<b
und z € R zunédchst mit 1 < x < 2 sowie ¢ € R mit 1 < ¢ < x. Wegen

In™(c) (n—1)! 1 z—1

-y =t ey = ()

und 0 < ””—;1 < 1 folgt
Cow,
Jim | —=(z = 1)" [=0.
Entsprechend ergibt sich
In®™ 1
lim | " (C)(x—l)" =0 fﬁralle§<x<c<l.
n—oo n.

Somit erhalten wir

=1 (z—-1? (z—-1° (z-1)*
Inz = T~ 5 + 5 — 1 +...

fiir alle z € (3,2], d.h.

r 2 2 7
In(1 =4+ ——-——44...
n(l+ z) . 2—!—3 1
fiir alle € (-1, 1]. Insbesondere ist also
2 — 1 1+1 1+1 1_}_1
n2=1—--+4-—>-+-——-+=
273 175 6 17

Die obige Reihendarstellung fiir In(14-z) gilt aber nicht nur fiir alle € (—3, 1], sondern
sogar fur alle z € (—1,1]. Um das zu zeigen, betrachten wir die beiden Funktionen

f:(-1,1) — R, z+—1In(l+zx) und

(=11 R —1"+1x—n ieche Aufgabe 4.13).
g:(-1,1) — R, xH;( ) . (siehe Aufgabe 4.13)

Fiir alle x € (—1,1) gilt nun
f@)+ f(—z) =In(1+2z)+In(l —z) =In((1+2)(1 —2)) = In(1l — 2?%) = f(—2?)

und  g(z) + g(—x) = g(—2®) (vergleiche Aufgabe 4.13).
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Wie oben gezeigt wurde, stimmen f und g auf (—%, 1] iiberein, und wir zeigen jetzt,

daB die beiden Funktionen sogar auf (—\/Li, 1] gleich sind. Durch vollstédndige Induktion

ergibt sich dann, daB f und ¢ auf jedem (— 1],n € N iibereinstimmen. Wegen

1
n %’

lim, . 3/2 = 1 folgt dann die Behauptung. Sei also z € R und _\/Li <z < 0. Wegen

0 < —z<1lund —5 < —2? < 0 folgt f(—z) = g(—z) und f(—2?) = g(—=?), also

fa) = f(=2?) = f(=2) = g(=2?) — g(—2) = g(x).

Satz 3.5 Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig sowie n—mal differenzierbar in (a,b) und
zo € (a,b). Gilt f'(zg) = ... = fO D (29) = 0 und f™(xy) # 0 mit n > 2, so folgt

i) Ist n gerade und f™(xo) <0, so hat f in xy ein lokales Mazimum.
i) Ist n gerade und f™(zo) > 0, so hat f in xq ein lokales Minimum.
iii) Ist n ungerade, so liegt in xq kein lokaler Extremwert vor.

Beweis. Sei f(™(x5) > 0 (der Fall f™(x,) < 0 verliuft analog). Wegen Aufgabe 4.11
existiert ein € > 0, so daf fiir alle z € (a, b) gilt

Tog—€e<x < x9) — f(”_l)(w) < f(n_l)(fo) =0,

zo <z <xo+e=0=fOV(gy) < fOD(a).

Man kann € > 0 so klein annehmen, dafl zg — € und o + € in (a, b) liegen. Wegen Satz 3.4
gibt es fir alle z € (g — €, 29 + €) ein ¢ € R mit

1)

(n—1)! A

flx) = flxo) +

(x — xg ,

wobel x < ¢ < xg gilt, falls * < x¢ und g < ¢ < x, falls 2y < x. Wir zeigen nun fiir alle
x € (xg— €,x0 + €),x # X0

i) Ist n gerade, so gilt f(x) > f(zo).
ii) Ist n ungerade, so gilt f(z) < f(xo), falls x < xg, und f(z) > f(xo), falls x > x.

zu i): Gilt @ <z, so folgt 19 — € < 2 < ¢ < X, also (v — 29)"! < 0 und f"V(c) <
fOD(zg) = 0, dh. flxg) < f(x). Gilt 29 < z, so folgt 79 < ¢ < ¥ < w3y + ¢, also
(z —20)" 1 >0und fOV(c) > f™V(x) =0, d.h. f(z) < f().
zu ii): Gilt © < @, so folgt f™V(c) < 0 wie oben, aber wegen (x — x)"~! > 0 ergibt sich
f(x) < f(xo). Gilt 29 < x, so folgt f™V(c) >0 und (v — x0)"~! > 0, d.-h. f(x0) < f(z).

a

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f : R — R,z —— z*e*. Dann gilt fiir die erste
Ableitung f'(z) = (423 — 2%)e™®, und f’ hat damit die beiden Nullstellen 0 und 4. Fiir
die zweite Ableitung von f ergibt sich f”(z) = (1222 — 823 + z%)e™®, also f”(0) = 0 und
f"(4) = —64e~* < 0. Somit hat f an der Stelle z = 4 ein lokales Maximum, und wegen
fO(z) = (242 — 3622 + 122% — 2%)e ™, fW(2) = (24 — 962 + 7222 — 162° + 2%)e™" sowie
f®(0) =0 und f®(0) =24 > 0 hat f schlieSlich an der Stelle z = 0 ein lokales Minimum.
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4. Aufgaben

A 4.1 Zeigen Sie direkt mit der Definition der Differenzierbarkeit, dal die Funktion
f: Rt — R* 2 +—— /x differenzierbar ist, und geben Sie f’ an.

A 4.2 Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f: R — R

@ fo) =Y () fle) = (V)

A 4.3 Untersuchen Sie die Funktion f auf Differenzierbarkeit.

2 _
20 +x — 1 falls T <1.

f:R—>R, 1‘}—>{x2+3x_2 le'

A 4.4 Fiir n € N sei
fo  R— R zx+—|z|a™

Zeigen Sie, dafl f,, differenzierbar ist und dafl
flr'R— Rz (n+1)|z|a"?

gilt.

A 4.5 Zeigen Sie, daf der sinus hyperbolicus

1
sinh: R — R,z +—— —(e* —e™°)

2

differenzierbar und streng monoton ist und dafl sinh’ = cosh gilt, wobei

1
cosh: R — R,z — §(ew +e)

der cosinus hyperbolicus ist. Beweisen Sie cosh? — sinh? = 1, sinh(R) = R sowie arsinh’(z) =

\/117. Dabei ist arsinh : R — R die Umkehrfunktion des sinus hyperbolicus.

A 4.6 (a) Zeigen Sie fiir alle z € R : sin3x = 3sinx — 4sin® x, cos 3x = 4 cos® v — 3 cos .

: far gin T — o — V2 gnm o T _ V3
(b) Zeigen Sie: sin § = cos § = 3, sin T =%, sing =cosg =%,

INE
|
)
o)
»n
13

A 4.7 Besitzt die Funktion
r—3
rz+9

f:(=9,00) —R, z+—

Tangenten, die durch den Nullpunkt gehen? Geben Sie gegebenenfalls die Beriihrungspunkte
und die Steigungen der Tangenten an.
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A 4.8 Zeigen Sie, daf§ die Funktion
f R—R, o+ (2" —42® + 120% — 242 + 25)¢”
injektiv und f~! an der Stelle x = 10e differenzierbar ist. Berechnen Sie (f~!)'(10e).

A 4.9 Geben Sie alle differenzierbaren Funktionen f : R — R an, fiir die
ff—xf=0

gilt. Welche dieser Funktionen 16st das Anfangswertproblem

floxf=0, f(0)=-17

A 4.10 Berechnen Sie das Minimum und das Maximum der Funktion

f:[0,00) — R, zr+—uz|z—1]|€"

A 4.11 Zeigen Sie: Ist die Funktion f: D — R in zy € D differenzierbar (dabei ist x( ein
Héufungspunkt von D) und gilt f'(z¢) > 0, dann gibt es ein € > 0, so daB fiir alle z € D
gilt:

rg—e<x <xyg= f() < f(xp) und zp <z < x4+ €= f(20) < f(2).

A 4.12 Gegeben ist M > 0 und die differenzierbare Funktion f : R — R, so daf fiir alle
r € Rgilt | f/(x) |< M. Zeigen Sie:

(a) Firalle z,y e Rgilt | f(z) — f(y) [SM-|z—y]|.
(b) Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so daf fiir alle z,y € R gilt:
|z —y[<d=]f(x) - fly) [<e
d.h., f ist gleichméBig stetig.

(c) Die Arcustangensfunktion arctan : R — R ist gleichméBig stetig.

A 4.13 Zeigen Sie, da8 fiir alle z € (—1, 1) die unendliche Reihe

o0 . mn
;(—1) H;

absolut konvergiert und daf§ die Funktion

(—=1.1 R —1”“ﬁ
g ( >>—) ’x'—>;( ) n

die Gleichung g(z) + g(—x) = g(—2?) fiir alle z € (—1,1) erfiillt.

A 4.14 Zeigen Sie, dal die Exponentialfunktion um jedes zy € R in ihre Taylorreihe ent-
wickelbar ist und dafl diese in ganz R konvergiert und dort mit der Exponentialfunktion
iibereinstimmt.



KAPITEL 5

Integralrechnung

1. Integration als Umkehrung der Differentiation

Im folgenden ist I ein Intervall mit mehr als einem Element, d.h. I # () und I # {a}.

Definition 1.1 Ist f : [ — R eine Funktion, so heifit eine differenzierbare Funktion
F:I—R

Stammfunktion von f, wenn fir alle x € I gilt :
F(x) = ().

Beispiel. Jede Polynomfunktion

fiR—DR, &+ a2+ ap12" ' +.. . +a12+a
hat die Stammfunktion
p-1

F:R —R, o gl x+...+ﬂx2+aox.
n+1 n 2

Satz 1.2 Hat die Funktion f: I — R eine Stammfunktion, so ist f(I) ein Intervall.

Beweis. Zu zeigen ist: Sind a,b € I mit f(a) < f(b), so gibt es zu jedem d € R mit
fla) < d < f(b) ein ¢ € I mit f(c¢) = d. Sei ' : I — R eine Stammfunktion von f
und sei a < b (der Fall b < a verlauft analog). Wir betrachten zundchst den Spezialfall
f(a) <0, f(b) > 0 und d = 0. Da F differenzierbar ist, ist F' wegen Satz 1.3, Kapitel 4 auch
stetig und nimmt daher wegen Satz 2.7, Kapitel 3 auf dem Intervall [a,b] das Minimum an.
Wir zeigen, da8 F' das Minimum in einem ¢ € (a,b) annimmt, so da} f(c¢) = F'(¢) =0=4d

wegen Satz 3.2, Kapitel 4 folgt.

Annahme: F' nimmt in (a,b) das Minimum nicht an. Dann folgt F(a) < F(z) fir alle
x € (a,b) oder F(b) < F(x) fir alle x € (a,b). Im ersten Fall ergibt sich der Widerspruch

f(a) = F'(a) = lim —F(:v) — Fla)

T—a r—a

> 0,
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und im zweiten Fall

F(b) = F'(b) = lim 28 = F ()

< 0.
x—b z—0b -

Wir beweisen nun den allgemeinen Fall. Dazu definieren wir
G:I—R, z+—F(x)—d- x
und
g: 1 —R, z+—— f(x)—d.

Dann ist G differenzierbar mit G'(z) = F'(z) —d = f(z) — d fir alle x € I, d.h., G ist
eine Stammfunktion von g. Wegen g(a) = f(a) —d < 0 und ¢(b) = f(b) — d > 0 kénnen

wir auf g den obigen Spezialfall anwenden. Damit existiert ein ¢ € (a,b) mit g(c) = 0, d.h.
f(¢) —d=0und f(c) =d.
a

Mit Hilfe von Satz 1.2 lassen sich Funktionen angeben, die keine Stammfunktion besitzen.
Zum Beispiel hat die Funktion

1 .. x>0
f:R— R, :L‘l—>{_1 furx<0

eine Sprungstelle, und es gilt f(R) = {1, —1}. Damit ist f(R) kein Intervall, d.h., f hat keine
Stammfunktion.

Satz 1.3 Ist F': I — R eine Stammfunktion von f: 1 — R, so ist {F +c¢ | c € R} die
Menge aller Stammfunktionen von f.

Beweis. Ist F' Stammfunktion von f, so gilt fiir jedes ¢ € R
(F+c¢)=F+d=F=F.

Ist andererseits G : I — R eine Stammfunktion von f, also G’ = f, so gilt (G — F)'(z) =

G'(x) — F'(x) = f(z) — f(z) = 0 fiir alle z € I. Wegen Folgerung 3 aus dem Mittelwertsatz

(Satz 2.3, Kapitel 4) gibt es ein ¢ € R mit (G — F)(z) =cfirallexz € I, dh. G=F +c.
O

Definition 1.4 Besitzt die Funktion f : I — R eine Stammfunktion F, so heifit f inte-
grierbar und ' unbestimmtes Integral von f, geschrieben

F(z) = /fda: oder F(x) = /f(a:)da:
Fir alle a,b € I heifst .
/ f(z)dz := F(b) — F(a)

das (bestimmte) Integral von f zwischen den Grenzen a und b.
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Bemerkung.

1. Die Definition des bestimmten Integrals ist unabhéngig von der gewahlten Stamm-
funktion, denn ist G auch eine Stammfunktion von f, so gibt es wegen Satz 1.3 ein
c € Rmit G = F + ¢, also

G(b) — G(a) = (F(b) +¢) — (F(a) +¢) = F(b) — F(a).

2. Man schreibt auch

Einfache Eigenschaften.
Im folgenden seien f,g: I — R integrierbar sowie a,b € I und ¢ € R.

1. Es gilt .
/af(m)dx:—/b f(z)dz.

2. Sind aq,...,a, € I,n > 2, so gilt
an a as an
/ f(z)dx = / f(x)dx + / flx)dx + ...+ / f(z)dx.
al al a2 an—1
3. f+gund c- f sind integrierbar, und es gilt

/ab<f+g)(x)dx = /abf(x)dx+/abg(x)dx, /ab@.f)(x)dx _ C/abf(x)d”

Satz 1.5 (Partielle Integration) Ist f : I — R differenzierbar, g : [ — R integrierbar
mit der Stammfunktion G und f'G integrierbar, dann ist auch fg integrierbar. Es gilt fir
alle a,b e 1

b b
/ fgdx = fG|° — / f'Gdx.
Beweis. Ist H : [ — R eine Stammfunktion von f'G, so gilt
(fG—H) =[G+ fG'—H = fG'= fg.

Damit ist fg integrierbar und fG — H eine Stammfunktion. Es folgt
b
/ fgdz = (fG—H)lg = fb)G(b) — H(b) - (f(a)G(a) — H(a))
= (fG)(b) = (fG)(a) = (H(b) — H(a))
b
= fG|° - / f'Gdx.
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Beispiel.

1. Um fab cos? xdx zu berechnen, wihlen wir g, f : R — R,z —— cos . Dann ist f diffe-
renzierbar mit f’ = —sin und g integrierbar mit der Stammfunktion G = sin. Wegen
f'G = —sin® = cos® —1 erhalten wir unter der Voraussetzung, daf cos? integrierbar

ist, aus Satz 1.5
b b
/ cos’ vdr = / cos x cos xdx
a a
b
— coszsinz| —/ (cos®z — 1)dx
a
b
= coszsinx|2+$|2—/ cos® xdx,
a
also
’ 1
/ cos® zdr = §(cosxsinm +z)°.
a

Damit ist zwar noch nicht gezeigt, daff cos? integrierbar ist, aber obige Rechnung ergibt,
dafl im Falle der Integrierbarkeit 3(cosz sinz + z) eine Stammfunktion ist. Es gilt nun

1 1
(E(cosxsinx +x)) = 5(— sin®z + cos®x + 1) = cos® z,

d.h., cos? ist integrierbar.

2. Wir berechnen fabx"emdx mit f : R — Rx+—— 2"und g : R — R,z — €".
Dann ist f differenzierbar mit f'(z) = nz™! fiir alle z € R und g integrierbar mit der
Stammfunktion G = g. Unter der Voraussetzung, dafl f'G integrierbar ist, ergibt sich

nun
b b

/ e dr = x"e”|" —/ nz" e dx.
a a

Ist also H,_; eine Stammfunktion von z"~'e?, so ist z"e®* —nH,_;(z) eine Stammfunk-

tion von z"e”. Da Hy(z) = € eine Stammfunktion von z%¢” ist, folgt durch vollstéindige
Induktion nach n, dafl z™e” fiir jedes n € Ny integrierbar ist. Die zugehorigen Stamm-
funktionen ergeben sich aus der Rekursionsformel

H,(z) =z"e" —nH,_{(x).

Satz 1.6 (Substitutionsregel) Seien I, I’ zwei Intervalle mit mehr als einem Element. Ist
f:I' — R integrierbar und g : I — R differenzierbar mit g(I) C I', dann gilt fir alle

a,bel
b g(b)
[ teagar= [ ax
a g(a)
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Beweis. Sei F' : I’ — R eine Stammfunktion von f. Wegen der Kettenregel (Satz 1.5,
Kapitel 4) ist F o g : I — R differenzierbar, und es gilt

(Fog)(z)=Fl(g(x))g'(x) = flg(x))g (x)
fiir alle x € I. Damit ist (F o g)’ eine Stammfunktion von (f o g)g
g(b)

b
/ (f 0 g)g/de = (F o g)(b) — (Fog)(a) = / fde.
a g(a)

/

, und es folgt

Beispiel.
1. Wir berechnen fabxsinxde mit f:R — R,z +——sinz und g: R — R,z — 2%
Offenbar ist f integrierbar, g differenzierbar und g(R) C R. Wegen ¢'(x) = 2z fiir alle

x € R ergibt sich mit der Substitutionsregel

b 1 b 1 [9® 1
/ rsinzidr = —/ g (fog)dx = —/ sinwdr = —=(cosb* — cosa?).
a 2 Ja 2 Jg(a) 2
1
2. Um foE V1 — x%dx zu berechnen, betrachten wir zunéchst
1

arcsin =

2
V1 — sin? x cos zdx

arcsin 0

und wéhlen
f:(-1,1) — R, z+—+V1-—2a2

g: (—g,g) — R, z+—sinuz.

Es gilt arcsin 3 = %, arcsin0 = 0 und
(fog)d: (—g, g) — R, z+— V1—sin’xcosz.

Fiir alle z € (=%, %) ist weiterhin /1 — sin® z = V/cos? z = cos z, also
1
/(f og)g'dr = /cos2 xdr = E(cosmsinx + x).

Ist f also integrierbar, so gilt wegen g((—7%,5)) = (—1,1) und Satz 1.6 fiir alle
te(-1,1)

t arcsint 1 }
[rae = [ (foggis = (eosasine + o)y
0 a

rcsin 0
1
= §(t\/ 1 —t2 4 arcsint).
Ist also F' eine Stammfunktion von v/1 — x2, so folgt
1
F(t)— F(0) = 5(15\/1 — 12 + arcsint).

Man rechnet nun leicht nach, daB §(zv/1 — 22 + arcsin z) tatsichlich eine Stammfunk-

tion von v/1 — 22 ist und daf
1
/2 V1 —a?de = (\/Tg—i—%)
0

DO | —
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2. Das Riemann-Integral

Im folgenden ist f : [a,b] — R eine beschrénkte Funktion und a < b.

Definition 2.1 Sind zg,x1,...,2, € [a,b] mit a = zog < 3 < ... < x, = b, dann heifit
{zo, x1,...,2,} Partition von [a,b]. Sind P, und P, zwei Partitionen von [a,b] mit P, C P,
so heifst P, Verfeinerung von Pj.

Bemerkung.

1. Sind P, und P, zwei Partitionen von [a, b], so ist P, U P, auch eine Partition von [a, b],
die eine gemeinsame Verfeinerung von P; und P ist.

2. Ist P = {xg,21,...,x,} eine Partition von [a,b] wie in Definition 2.1, so existieren fiir
alle i =1,...,n das Supremum und das Infimum

M; :=sup{f(x) | xio1 < x <z}, my:=inf{f(z) | ;i1 <z <a},

da f auf [a,b] beschrankt ist. Mit der Bezeichnung Az; = z; — z;_q fir i = 1,...,n
heif3t

O(f,P) := Z M;Az; Obersumme und

=1

U(f,P) := Z m;Az; Untersumme

i=1

von P beziiglich f. Wegen m; < M; fir alle i = 1,...,n folgt U(f, P) < O(f, P).

Beispiel.

1. Sei f:[a,b] — R,z +—— ¢ mit ¢ € R, d.h., f ist konstant. Dann gilt fiir jede Partition
P=A{xog,z1,...,2,}

M; :=sup{f(x) | zio1 <x <z;} =cund m; :=inf{f(z) | 2,01 <z <z;} =c¢

fir allei =1,...,n, also
O(f,P) = ZMiA% = CZA% =c(b—a),
i=1 i=1

U(f,P) = ZmiA:L’i = cZAazi =c(b—a).
i=1 i=1
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2. Sei f:[0,1] — R,z — x. Fiir jedes n € N sei P, := {0,+,2,..., %=1 1} Dann gilt
Az, = % und .

1—1 7 1
Mi:: < < — =
sup{f(w) | == <w<ty =L
1—1 i 1—1
mi = inf{f(z) | —= <2<} =—
fir alle s € {1,...,n}, also
il 1< nn+l) n+l
O P’I’L — —_——_ = — = — s
(F, Fn) —~nn n?2 ¢:1Z 2n? 2n
i-11 1 &K (n—1n n-1
(f, Pn) Z n n 7122:Z o2n?2 on

i=1 i=1

Satz 2.2 Sind P, und P, zwei Partitionen von |a,b], so gilt
1. O(f, P1) > O(f, P) und U(f, P\) < U(f, P) falls P, C P;.
2. U(fapl) S O(fap2)

Beweis. Wir beweisen zunéchst 1. Dazu sei P, = {zq,...,z,} und P, = Py U {y1,...,yx},
wobei y1, ...,y nicht in P; liegen, und wir betrachten zunéchst P = P, U {y;}. Dann gibt
eseini € {1,...,n} mit z;_1 < y; < x;. Definieren wir

M= sup{f(z) | 71 <@ <y} und M = sup{f(2) | 1 < = < s},
dann gilt M’ < M; und M" < M; sowie
MiAz; = Mi(y1 — vi1) + Mi(xi —y1) > M'(y1 — 1) + M" (2 — y1),
das heift
O(f, P1)

MiAxy + ...+ M; 1Az, 1 + M;Azx; + M 1Az + ... + M, Az,
MiAzy + ...+ M Axg g+ M (yr — 21) + M" (2 — 1)

+M; 1Az + ...+ M,Ax,

= O(f, P).

v

Betrachten wir nun die Folge der Partitionen
PcPU{y}cPiU{y,yetC...C PAU{y1,...,yp_1} C Ps,
so ergibt sich
O(f, ) 2 O0(f,AAu{y}) = ... 2 O(f, L U{w1, ..., yw1}) 2 O(f, P2),

also die Behauptung. Entsprechend beweist man U(f, P;) < U(f, P).
Behauptung 2 folgt unmittelbar aus Behauptung 1, da

U(f,P) <U(f,PLUP) <O(f,PLUP) <O(f, P).
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Bemerkung. Ist f : [a,b] — R beschrénkt, so ist wegen Satz 2.2 die Menge der Ober-
summen nach unten beschrankt, und zwar durch jede Untersumme, und die Menge der
Untersummen nach oben beschrénkt, und zwar durch jede Obersumme. Damit existieren

inf{O(f, P) | P ist eine Partition von [a,b]}

und
sup{U(f, P) | P ist eine Partition von [a, b]}.

Definition 2.3 Ist f : [a,b] — R beschrinkt, so heifst

bx
f(z)dx := inf{O(f, P) | P ist eine Partition von [a,b]}

a

Oberintegral von f und
b
/ f(z)dz := sup{U(f, P) | P ist eine Partition von |a,b|}

Unterintegral von f.
Stimmen Ober- und Unterintegral tiberein, so heifst f Riemann-integrierbar (R-integrierbar),
und in diesem Fall heifst

/abf(x)dx - ab*f(x)dx:/;f(x)dx

Riemann-Integral von f.

Bemerkung.

1. Spéter wird gezeigt, dafl fab f(z)dz = F(b) — F(a) gilt, falls F' eine Stammfunktion von

f ist. Die Bezeichnung f: f(z)dx stimmt dann mit der fritheren Bezeichnung iiberein.

2. Es sei a < bund f(z) > 0 fir alle x € [a,b]. Ist f R-integrierbar, so deutet man
fab f(z)dz als Inhalt der Fléche, die zwischen a und b vom Graphen von f und der
x-Achse begrenzt ist.

Beispiel.

1. Sei f:[a,b] — R,z +—— ¢ mit ¢ € R, d.h., f ist konstant. Dann gilt fiir jede Partition
P ={xg,21,...,2,} von [a,b] wegen Beispiel 1 nach Definition 2.1

O(f,P) =c¢(b—a) und U(f, P) = c(b— a).

Es folgt

b*
/ f(z)dz = inf{O(f, P) | P ist eine Partition von [a,b]} = ¢(b — a),



und
b
/ f(z)dz = sup{U(f, P) | P ist eine Partition von [a,b]} = ¢(b — a).

Damit ist f R-integrierbar und fab cdr = c(b—a).

. Sei f:[0,1] — R,z +— z und P, = {0,%,%,...,”7_1,1} fiir jedes n € N. Dann gilt
wegen Beispiel 2 nach Definition 2.1

n+1 1
li P) =l = —
Jim O(f, ) = lim —— =5
und ] ]
Jim (P = lim == =5
also
1% 1 1 1
/ f(z)dr < = und / flz)dz > =.
0 2 0x* 2
Es folgt
1 1 1* 1
- < [ f(x)dzx < flx)dx < —.
2 (0F3 0 2

Damit ist f R-integrierbar und fol zdx = 3.

. Sei f:[0,1] — R die auf [0, 1] eingeschrénkte Dirichletsche Funktion, also

ﬂ@:{? mmié%

Wir zeigen O(f, P) = 1 sowie U(f, P) = 0 fiir jede Partition P von [0, 1]. Dann gilt

01* f(z)dx =1 und fol* f(z)dx =0, d.h., f ist nicht R-integrierbar.

Sei also P = {xy,...,x,} eine Partition von [0,1] mit 0 =z < 27 < ... <z, = 1 und
seii€{l,...,n}. Dain [z;_1, ;] ein = ¢ Q liegt, gilt

M; =sup{f(z) | wi1 <2 <2} =1,
und da in [z;_1,2;] ein x € Q liegt, gilt

m; = inf{f(z) | vi.y <z <ax;} =0.
Es folgt

i=1 i=1

und

i=1

Damit ist f nicht R-integrierbar.
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Satz 2.4 Genau dann ist f : [a,b] — R R-integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine
Partition P von |a,b] gibt mit

Beweis. Sei f R-integrierbar und € > 0 beliebig. Zunéchst gibt es Partitionen P; und P,
von |a, b] mit

O(f, P) — ) (x)dz = O(f, P\) —inf{O(f, P) | P Partition von [a, b} < %

a

und

/b f(x)dx — U(f, Py) = sup{U(f, P) | P Partition von [a,b]} — U(f, P») < g

Fiir P = P, U P, ergibt sich dann
b b
— O£ R) -~ [ fa)ia+ [ flardo - U(s P

bx b
— O(f.P) - ﬂ@w+/f@M—UM%)

< L€ ‘
272
Gibt es nun andererseits zu jedem € > 0 eine Partition P mit O(f, P) — U(f, P) < e, so gilt
fiir jedes € > 0

*f(ar)dx —/ f(x)dz < O(f,P) — U(f,P) < e.

a

Da e > 0 beliebig ist, folgt fab* f(x)dx = fab* f(x)dz, d.h., f ist R-integrierbar.

Satz 2.5 Ist f : [a,b] — R monoton, so ist f R-integrierbar.

Beweis. Sei f monoton steigend (ist f monoton fallend, so verlduft der Beweis analog). Gilt
f(a) = f(b), so ist f konstant, und die Behauptung folgt wegen Beispiel 1 nach Definition
2.3. Sei also f(a) < f(b). Wir beweisen nun die Behauptung mit Satz 2.4. Sei also € > 0
beliebig. Wihle n € N so grof3, dafl

g b—a - €
=0 S - fa)
und definiere z; ;= a+1id fiir i =0,...,n. Dann gilt a =2z <1 < ... <2, =a+nd =0,
und P := {zq,...,z,} ist eine Partition von [a,b] mit Az; = x; — z;_1 = d. Da f monoton

steigend ist, folgt

M; =sup{f(z) | zic1 < 2 < 23} = f(2y), my = inf{f(2) | 21 <z < a5} = f(rim0),
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also

O(f,P)—U(f,P) = Z M;Az; — ZmiAxi = Z(Mi — my) Az

Beispiel. Wir betrachten f : [0,2] — R mit

0 0<z<1,
f(x)—{ 1 falls l<r<2

f ist monoton steigend und damit wegen Satz 2.5 R-integrierbar. Wegen Satz 1.2 ist f aber
nicht integrierbar, d.h., f hat keine Stammfunktion. Es existieren also R-integrierbare Funk-
tionen, die im Sinne von Definition 1.4 nicht integrierbar sind.

Satz 2.6 Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f R-integrierbar.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit Satz 2.4. Wegen Satz 1.4 aus Kapitel 3 ist f
sogar gleichmifig stetig. Also gibt es ein § > 0, so daB fiir alle =, 2" € [a, b] gilt
€

o=/ <6 = |f(2) = @) < T

Wiéhle nun n € N so grof}, dal d := b’T“ < ¢ und definiere die Partition P := {zg,...,x,}
durch z; = a+id fir : = 0,...,n. Dann gilt xg = a,z, = a+nd = b und Ax; = d < ¢ fir
allei € {1,...,n}. Da f stetig ist, nimmt f auf jedem [z; 1, x;] wegen Satz 2.7 aus Kapitel 3
Minimum und Maximum an, d.h., es gibt «}, 2/ € [x;_1, 2;] mit

177

M; = sup{f(z) | zin <z <} = f(a)),
m; = inf{f(z) | zi1 <2 <2} = f(a).

Wegen |z} — 2| <|z; — x;1| = Az; < 6 folgt

O(f,P) = U(f,P) = Y (Mi—mi)Azi = (f(a}) = f(a}))d

=1
e b—a € —
< = — 1=c¢

Satz 2.7 Sind f,g : [a,b] — R R-integrierbar und gilt f(x) < g(x) fir alle x € [a,b], so

folgt . \
/f(x)dwﬁ/ g(x)dx.
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Beweis. Ist P = {zg,...,x,} eine Partition von [a,b], so gilt fiir : =1,...,n

sup{f(z) | z;-1 <z < x;} <sup{g(x) | zio1 < <},

d.h. O(f, P) < O(g, P). Es folgt
b
/ f(z)dz = inf{O(f, P) | P ist eine Partition von [a, b|}

b
< inf{O(g, P) | P ist eine Partition von [a,b]} = / g(x)du.

Satz 2.8 Sind f,qg : [a,b] — R R-integrierbar, so sind auch f + g,cf (c € R),|f| und fg
R-integrierbar, und es gilt

1. ff(f +g)dx = f; fdx + fabgdx,
2. ff cfdx = cff fdx,
| [ fdx| < [ |f]de.

Beweis.

1. Sei € > 0. Dann gibt es nach Satz 2.4 eine Partition P = {xo,...,z,} von [a, b] mit

€

O(f, P) = U(f,P) < 5 und O(g. P) = Uy, P) < .
Mit den Bezeichnungen

M} =sup{f(x) | ziss <z <2}, m{=f{f(z)]zi1 <2<},
M? =sup{g(z) | xio1 < x <z}, m!=inf{g(z) | xi.1 <z <z}

gilt

= sup{f(z) + g(z) | w1 < w <} < M+ MY,

= inf{f(x) + g(z) | 21 <z <m} >m! +mf.
Es folgt

O(f +9,P) =Y MAx; <> (M] + M{)Az; = O(f, P) + O(g, P),
=1 =1
U(f+g,P ZmzA$z>2m +m{)Az; = U(f, P) + U(g, P),

also

O(f +9.P) = U(f +g,P) <O(f,P) + 09, P) = U(f.P) = Ulg. P) < 5 + ; =<



Damit ist f + g R-integrierbar nach Satz 2.4. Weiterhin folgt nun
b
[ U+t < 0 +g.P) O P)+ 0. P

_ /abfdx+/abgdx+o<f,P)—/abfda:+0<g,P>—/:gdx

IN

b b
/fdx+/ gdz + O(f, P) — U(f,0) + O(g, P) — U(g, P

b b
/fdx—i—/gd:c—l—e,

b b b
/(f—l—g)d:vz/ fd:v—l—/gdm—e.

Da € > 0 beliebig ist, folgt

/ab(f—i—g)dx:/abfdx—i—/abgdx.

. Sei € > 0. Dann gibt es nach Satz 2.4 eine Partition P = {xo,...,2,} von [a, b] mit

IN

und analog

. siehe Aufgabe 6.11.

O(f>P)_U(f>P)<

N

Mit den Bezeichnungen

M; =sup{f(2) | xim1 <o <}, my=nf{f(z) | ;o1 <z <,
M; = sup{|f(2)] | i1 S @ < @i}, mp=inf{|f(2)] | 21 < @ <y}

1

gilt (siehe Aufgabe 6.10)

M; —m; = sup{|f(z) = f(Y)| | zi1 <2,y < 24}
> sup{|lf )] — [f @) | 751 < 2y < i} = M! — il

Es folgt

n

O(If1, P)=U(IfI, P) = D (M =mi)Aw: <3 (M;=mi)Az: = O(f, P)=U(f, P) < e.

=1

Damit ist |f| R-integrierbar nach Satz 2.4.

Definiere nun f* := (|f| + f) und f~ := 3(|f| — f). Dann gilt f*(z) > 0 und
f~(z) > 0 fiir alle x € [a,b] sowie |f| = fT+ f~ und f = fT — f~. Wegen 1., 2. und
Satz 2.7 folgt

|/abfdo:| - I/abf+dw—/abf‘dx|§|/:f+dx|+|/abf‘dwl
_ /abf+dx+/abf_dx:/ab|f\dx.
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4. Wir zeigen zunichst, dal f? R-integrierbar ist. Da f beschriinkt ist, ist auch |f]|
beschrénkt, und es gibt s > 0 mit |f(z)] < s fir alle x € [a,b]. Wegen der R-
Integrierbarkeit von f ist |f| R-integrierbar (siehe 3.), d.h., zu jedem € > 0 gibt es
eine Partition P = {xg, z1,...,x,} von [a,b] mit

€
Mit den Bezeichnungen

M; = sup{|f(2)| | zi-1 <@ < @i}, my =nf{[f(2)] | i1 <@ <23},
M} =sup{f*(x) | w1 <2 <}, mi=inf{f*(z) | 2,1 <2 < 23}

gilt M2 = M/, m? = m/, sowie

also

=1 =1

— 24(0(f1. P) ~ U(f], P)) <.

Damit ist f? R-integrierbar. Zusammen mit 1. und 2. folgt die R-Integrierbarkeit von
fg wegen

fg=1((F +9)~ (f )

Satz 2.9 Ist f: [a,b] — R stetig und g : [a,b] — R R-integrierbar mit g(x) > 0 fir alle
x € [a,b], dann gibt es ein ¢ € [a,b] mit

b b
[ 1w = 10 [ gt
Beweis. Da f stetig ist, gibt es wegen Satz 2.7 aus Kapitel 3 Elemente xq, 2 € [a, b] mit

f(z1) = max{f(z) | = € [a, 0]} =: M,
f(z2) = min{f(z) | = € [a,b]} = m.

Da g(x) > 0 fiir alle z € [a, ] gilt, folgt
mg(x) < f(x)g(x) < Mg()

fiir alle = € [a,b]. Wegen Satz 2.6 und Satz 2.8 ist fg R-integrierbar und mit Satz 2.7 und
Satz 2.8 ergibt sich

m/abg(as)dx < /abf(x)g(:v)d:v < M/abg(x)dx.
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Gilt fabg(x)dx = 0, so folgt die Behauptung unmittelbar. Sei also fabg(m)dx # 0, d.h.
fabg(ﬁ)dat > 0, da g(x) > 0 fiir alle x € [a, b]. Dann ist

< o)
[ g(x)dx

Wegen f(x1) = M, f(z2) = m und z1, 29 € [a,b] gibt es nach dem Zwischenwertsatz (Satz
2.9 aus Kapitel 3) ein ¢ € [a, b] mit

<M

! f@)ga)da

f(c) [ o)

Y

d.h. f:f(x)g(x)dx = f(c) fabg(m)da:

Bemerkung.
1. Satz 2.9 heifit Mittelwertsatz der Integralrechnung.

2. Wihlt man in Satz 2.9 speziell g = 1, so folgt fabg(a:)dx = b — a (vgl. Beispiel 1 nach
Definition 2.3). Damit existiert ein ¢ € [a, b] mit

l/f@ﬂmzﬂ@@—w.

3. Die Hauptsitze

Satz 3.1 Ist f : [a,b] — R R-integrierbar und besitzt f eine Stammfunktion F, so gilt fir
das Riemann-Integral

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
Beweis. Wir zeigen ,
—6<F(b)—F(a)—/ flz)dr < e

fiir alle € > 0. Sei also € > 0 gegeben. Dann gibt es eine Partition P = {zg,z1,...,2,} von
[a, b] mit

/f(l‘)dx—U(f,P)<€’ O(f,P)—/f(a:)dx<e.

Fiir jedes ¢ € {1,...,n} gibt es wegen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung (Satz
2.3 aus Kapitel 4) ein ¢; € (x;_1, z;) mit

F(z;) = F(wi1) = F'(ci)(xi — zi1) = fei) (@ — i)
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Mit
M; :=sup{f(x) | v,y <z <z}, my:=inf{f(z) | 2,1 <z <z}

ergibt sich
mi(x; — xi21) < F(z;) — F(ximr) < My(z; — x21),

also
U(f,P) < Z(F(:vi) — F(z;-1)) < O(f, P),
d.h.
U(f,P) < F(b) — F(a) < O(f, P).
Damit ist

b b b
—e<U(f,P)—/ f(x)d:ng(b)—F(a)—/ f(x)deO(f,P)—/ flz)dr < e.

|

Bemerkung. Ist f : [a,b] — R R-integrierbar und f(z) > 0 fiir alle x € [a, b], so kann der
Inhalt der Fliche, die zwischen a und b vom Graphen von f und der z-Achse begrenzt wird,
ohne Unter- und Obersummenberechnung ermittelt werden, wenn f eine Stammfunktion
hat.

Satz 3.2 Ist f : [a,b] — R R-integrierbar und
F:la,b) — Rz |—>/ f(t)dt,

so gilt:

1. F ist stetig auf [a,b].

2. Ist f stetig in c € [a,b], so ist F' in c differenzierbar, und es gilt F'(c) = f(c).
Beweis.

1. Da f R-integrierbar ist, ist f beschrankt, d.h., es gibt ein s € R mit |f(x)| < s fiir alle
z € [a,b]. Wir zeigen nun, dafl F' in jedem zy € [a, b] stetig ist. Sei also € > 0. Dann
gilt fiir alle € [a,b], 2 > 2o mit |z — 20| < <

F@) =Pl = | [ swdi— [ sl =] [ s
< /x|f(t)]dt§s/xdt:s(a:—xo) <sS=c

Zo
Entsprechend folgt |F'(z) — F(x0)| < € fiir alle z € [a,b], v < 2 mit [z — 20| < <.
2. Sei (x,) eine Folge mit z,, € [a,b], x, > c fiir alle n € N und lim z,, = ¢. Wir zeigen

Fan) — F(c)

T, —C

lim ‘

n—oo
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Sei also € > 0. Wegen der Stetigkeit von f an der Stelle ¢ gibt es ein § > 0 mit
|f(z)— f(c)|] < efuralle z € [a,b] mit |z —c| < d. Wegen limz,, = ¢ gibt es ein ng € N,
so daf fiir alle n € N;n > ng gilt |z, — ¢| < 0. Fiir alle n > ng gilt damit

Fan) — F(c)

T, —C

Jo " F@)dt — [ f(#)dt — f(c)(zn —c) '

T, —C

Jof@ydt — [ f (C)dt'

T, —C

| Jo"(f(t) = f(e))dt]

|xn - C’

[ 1(8) = F(lde

|xn - C|

-1 -

Fir alle t € [c, z,] gilt [t — ¢| < |z, —¢| <9, also |f(t) — f(c)| < e. Es folgt

Fxn) — F(e)

€|z, — ¢

— < < e.
T, —C fle)| = |x, —c| — ‘
Insgesamt haben wir damit lim,_,.+ % = f(c) gezeigt, und lim,_, .- F(”i:f(c) =

f(c) ergibt sich analog. Wegen Satz 2.4 aus Kapitel 3 folgt die Behauptung.

Korollar 3.3 Ist f : [a,b] — R stetig, so hat f eine Stammfunktion.

Beispiel.

1. Wir berechnen den Flicheninhalt des Einheitskreises. Aus Symmetriegriinden ergibt
sich dieser zu

1
4~/ V1 — x2dx,
0

wobei obiges Integral als Riemann-Integral zu verstehen ist. Wir definieren

f:(-1,1) — R, x+—V1—22
f[-1,1] —R, z+—+V1—2a2

Da f stetig ist, existiert fol V1 — 22dx wegen Satz 2.6. Wie man leicht nachrechnet
(vgl. auch Beispiel 2 nach Satz 1.6), ist

1
F:(-1,1) — R, z+— é(x\/l — 22 + arcsin z)
eine Stammfunktion von f. Wegen Satz 3.1 folgt dann fiir alle ¢ € [0, 1)

/t V1= 2dv = F(t) — F(0) = %(tm +arcsint).
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Wegen Satz 3.2 gilt schlief$lich

1 t
/ \/1—x2dx:]lfin% \/1—x2dlelfirr11F(t):——:%.

0 —+Jo -
Somit hat der Einheitskreis den Fliacheninhalt 7, und ganz allgemein hat ein Kreis mit
dem Radius r den Flicheninhalt r?7. Dabei ist 7 so definiert, da§ 27 die Periode der

Sinus- und Cosinusfunktion ist.

. Gegeben ist die Funktion F' : [-1,1] — R mit
r?sin i x # 0,
F(x) = { falls 0.

Fiir z # 0 gilt F'(x) = 22 sin £ —cos . Wir zeigen nun, daf F auch in 0 differenzierbar
F(z

ist, d.h., lim,_,o )0 ex1stlert. Wegen |sin2] < 1 ist fiir jede Nullfolge (z,) mit

z, € [—1,1] und z, # 0 die Folge (sin i) beschrankt. Es folgt mit Aufgabe 3.3 aus
Kapitel 2

F - F
lim M = lim zsin — = 0.
x—0 x—O x—0 x

Setzt man f(z) = F'(z), also f: [—1,1] — R mit
1

2xsin%—cos; x;é()

so ist f nicht stetig in 0, denn wére f stetig in 0, so wire 0 = f(0) = lim,_, f(z), und
wegen lim,_q 2z sin% = ( weiterhin

. 1 . 1
0= glcll%(Qx sin — — f(z)) = JICLI% cos —.
Betrachten wir aber die Folge (ay) mit a, = 5=, so gilt a, € [—1,1] fiir alle n € N und
lima,, = 0, aber lim cos -~ = lim cos 27n = 1. Dieses Beispiel zeigt, dafl auch unstetige
Funktionen eine Stammfunktlon besitzen kénnen.

. Wir betrachten die Funktion F': [-1,1] — R mit

22 sin x #0,

F(x) = { 0 @ falls

Wie in Beispiel 2 zeigt man leicht, daf§ F' differenzierbar ist. Setzt man f(z) = F'(z),
so gilt f:[—1,1] — R mit

2xsin & — 2% cos & x # 0,
o= [ Bt gy, o2

0 falls

Wir zeigen nun, daf§ f nicht beschrénkt ist. Auf Grund von |2z sinw—g] < |2z] <2
fur alle z € [—1,1],z # 0, reicht es aus nachzuweisen, daf lcos. L in (0,1] nicht

beschrinkt ist. Sei also A > 0. Dann gibt es ein n € N mit n > & d h. vV2mn > M.
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Mit a,, = \/2#771 € (0, 1] folgt

1 1
— cos — = V2mncos(2mn) = V2mn > M.

ay, a?

Als unbeschrankte Funktion ist f insbesondere nicht R-integrierbar. Dieses Beispiel
zeigt, dal es Funktionen gibt, die im Sinne von Definition 1.4 integrierbar sind, nicht
aber im Sinne von Definition 2.3.

. Ist f : [a,b] — R differenzierbar und f’ stetig sowie (a,) eine Nullfolge mit a,, # 0

fiir alle n € N, dann gilt
lim,, 0 f f(z)sin =dx = 0. (%)

Zunéchst ergibt sich durch partielle Integration

b
/a f(:v)sin%cu: —a,f(x )co +an/ f(x COS—d:E

Dabei existiert das zweite Integral wegen der Stetigkeit von f’. Weil f und f’ auf [a, b]
stetig sind, existiert M € R, M > 0 mit |f(x)] < M und |f'(x)| < M fiir alle x € [a, b].
Es folgt

b
|/ () sin aﬁdx\ < 2lan|M + |an|M (b — a).

Wegen lim a,, = 0 folgt die Behauptung.
Wir wollen nun dieses Ergebnis verwenden, um

o0 .
sinkrx w—=x

D ()

k=1

fiir alle x € (0,27) zu beweisen. Dazu benétigen wir folgende Hilfsbehauptung : Fiir
alle t € (0,27) und alle n € Ny gilt

Z Lt — sin(n + 1)t N 1
cos kt = —.
2sin 1t 2

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n.
n=20:
sin %t 1

+ —.
QSiH%t 2

0
Zcoskt: cosOt =1 =

n —n+1: Wegen

: 1 : 1 : 1 1
sin(n + 5)25 =sin(n +1— 5)25 = sin(n + 1)t cos §t — cos(n + 1)tsin it
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gilt
: 1 : 1 1
sin((n +1) + 5)25 = sin(n + 1)t cos 525 + cos(n + 1)t sin §t
: 1 1
= sin(n + §)t + 2cos(n + 1)tsin §t,

also ) )
sin((n+1)+ =)t 1 sin(n+ =)t 1
( : 2 2) +—=(,—12)+—+cos(n+1)t.
251n§t 2 281n§t 2

Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt

sin(n+ )t 1 <
I TR ki
2sinlt 2 ; cosmh

und damit folgt die Hilfsbehauptung.
Wir zeigen nun (sx). Aus

folgt durch Integration auf beiden Seiten wegen f: cos ktdt = % fir ke N

t——(x—m)

" sin kx _ /w sin(n + 1)t
. 2singt 2

k
k=1

1
n+%

fir alle x € (0,27). Setzt man a, = und f(z) = m, so ergibt sich wegen (%)
2

o0 .
sinkrx w—ux

k2

k=1

fiir alle x € (0, 27). Speziell folgt fiir x = %

isin%’r T
ko 4’
k=1
also
T ism(%’;l)”_isin(mr—l—%)
4 = 2wl &= 2w+l
= (=1) 1 1 1 1 1
B R R R AT R
20+ 1 3'5 7 9 11

Diese unendliche Reihe als Darstellung von 7 heifit Leibniz’sche Reihe.
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4. Uneigentliche Integrale

Definition 4.1 1. Ist (a,) eine reelle Zahlenfolge, so hat (a,) den Grenzwert oo, ge-
schrieben lim,, . a,, = oco oder lima,, = 0o, wenn es zu jedem k > 0 ein ng € N gibt,
so daf a, >k fir alle n > ng gilt.

2. Ist g : la,00) — R eine Funktion, so heifit ¢ € R Grenzwert von g fir r — oo,
geschrieben lim, ., g(z) = ¢, wenn fir jede Folge (a,) mit a,, € |a,00) gilt

lim a,, = co = lim g(a,) = c.

Bemerkung.
1. Entsprechend definiert man lim a,, = —oo und lim,_,_, g(z).

2. Ist a, > 0 fir alle n € N, so gilt lima,, = co genau dann, wenn lim i = 0. Entspre-
chendes gilt fiir lim a,, = —oc.

3. Ist a > 0, so existiert lim, . g(x) genau dann, wenn lim, g+ g(%) existiert, und in
diesem Falle ist

lim g(z) = lim g(l)

T—00 z—0t Xz

Entsprechendes gilt fiir lim,_,_ g(z) und lim,_o- g(3).

Definition 4.2 Die Funktion f : [a,00) — R sei R-integrierbar auf |a,t] fir alle t > a.
Ezistiert der Grenzwert

lim /at f(z)dz,

t—o00

so heifit [ auf [a,00) uneigentlich integrierbar und der Grenzwert uneigentliches Integral,

geschrieben
00 t
/ f(z)dzx = tlim/ f(z)dz.

Bemerkung. Entsprechend definiert man die uneigentlichen Integrale

/OO f(x)da == lim_ /taf(m)dx

fir f: (—o0,a] — R, und

/00 f(z)dz == lim /0 f(x)da?%—tlijgo tf(x)dx

t——o0 0

fir f: R — R. Im letzten Fall miissen die beiden einzelnen Grenzwerte existieren.
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Beispiel.

1.

Wir untersuchen

* 1
/ —dz fir k € R.
1 T

1. Fall: £ > 1. Dann gilt fiir alle ¢ € (1, 00)

1
/ —dx —/ “kdx = T kxl_k

Wegen k > 1 gilt 1 — &k < 0, d.h. lim;_oo t7% = lim,_, e(I=k)Int — () Damit folgt
<1 1
/ —dx = fiur k > 1.
1

2. Fall: k = 1. Dann gilt fiir alle ¢ € (1, 00)

t
/—dm—/ —dx = Int.
LT

Damit existiert lim;_, flt mikdx nicht.
3. Fall: k < 1. Dann gilt fiir alle t € (1, 00)

/ —dr = k(tl—k —1),

und wegen k < 1ist 1 —k > 0, d.h., lim;_,o t'~* existiert nicht. Somit existiert auch
lim; flt xikdx nicht.

1

= ().
L 1-k

. Um f T —L_dx zu berechnen, betrachten wir zun#chst fo Tio —Lodx. Wegen
|
/ dx = arctan z|}, = arctant
0 1 -+ 513'2
folgt lim oo fo a7 Tizdr = limy . arctant = 7. Entsprechend gilt lim; ft T +r2 ——dr =

Z, d.h.

* 1
/_001+$2d:£:77.

Satz 4.3 Sind die Funktionen f : [a,00) — R und g : [a,00) — R auf jedem Teilintervall
[a,t] mit t > a R-integrierbar, so gilt:

1.
2.

FExistiert das uneigentliche Integral f x)|dz, so auch f flx

Gilt |f(x)| < g(x) fir alle x € [a,00) und ist g uneigentlich integrierbar, so ist auch f
uneigentlich integrierbar, und es gilt

[ ol < [ gt

Gilt 0 < g(z) < f(x) fir alle x € [a,00) und ezistiert [ g(x)dx nicht, so existiert
auch [ f(z)dz nicht.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst 2., und 1. folgt dann aus 2. mit g(x) = |f(z)|. Sei (z,) eine
reelle Zahlenfolge mit z,, € [a, 00) und lim z,, = co sowie a, = [ f(z)dz fiir alle n € N. Um
2. zu beweisen, reicht es aus nachzuweisen, daf (a,) eine Cauchy-Folge ist. Sei also € > 0.
Da (b,) mit b, = [ g(x)dx konvergiert, ist (b,) eine Cauchy-Folge, und es gibt ein ny € N
mit |b, — b,,| < € fiir alle n,m > ny. Daraus ergibt sich fir alle n,m > ng

G — ] = | / " f(a)da] < / 1 (@)|de < / " g(@)d = by — by < e

Tn
Im

Dabei wurde x,, > z,, angenommen. Anderenfalls sind z,, und x,, zu vertauschen. Damit ist
(a,) eine Cauchy-Folge, und wegen | [! f(z)dz| < [!|f(z)|dx < [} g(x)dx fir alle t € (a, 00)

ergibt sich
[ raasl < [ gt

3. Siehe Aufgabe 6.18.
O

Bemerkung. Existiert das uneigentliche Integral [ | f(z)|dx, so heiBt f auf [a, 00) absolut
uneigentlich integrierbar.

Beispiel.

O cosz f ot cos T 1 - oo 1 fat ]
L[y f25de existiert, da [{2°5| < 3 fiir alle z € [0,00), und [~ 7zde existiert.

Ohne Beweis sei erwahnt, daf3
* cosx T
dr = —.
/0 1+ 22 2e

2. [° e " dx existiert, da e < e~ fiir z > 1 gilt, und [ e ®dz = 1. Ohne Beweis sei

erwahnt, dafl
/ e dy = ﬁ
0 2

Uneigentliche Integrale sind manchmal niitzliche Hilfsmittel, um die Konvergenz bzw. Di-
vergenz unendlicher Reihen nachzuweisen. Dazu der folgende

Satz 4.4 Ist f:[1,00) — R monoton fallend, dann gilt

Zf(k:) konvergiert <= / f(x)dx existiert.
1

00
k=1

Beweis. Wir definieren zunéchst die beiden Treppenfunktionen g, h : [1,00) — R durch

g(x) = f(k) falls z € [k, k + 1) und k € N,
h(z) = f(k+1) fallsze[kk+1)und k € N.

Da f monoton fallend ist, gilt h(z) < f(x) < g(z) fir alle x € [1,00). Wegen

/k Woyde= [ fR)de = f()

-1 k—1
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und
k+1 k+1
[ awie= [ s = )
k k
gilt
n n n n n—1
> 1= [ @< [ g < [ gwris =Y s
— 1 1 1 o
Existiert also fl x)dz, dann ist die Folge (> ,_, f(k)) monoton steigend und nach oben

beschrankt, d.h. Zk:l ( ) konvergiert.

Sei nun andererseits Y re; f(k) konvergent und (z,) eine monoton steigende Folge mit
z, € [1,00) und limz, = oco. Dann ist ( ff” f(x)dx) eine monoton steigende Folge, die
durch >~77, f(k) nach oben beschrénkt ist, d.h., ([ f(x)dz) konvergiert. Wegen Aufgabe
6.19 existiert somit auch [ f(x)dx.

a
Beispiel. Fiir welche s € R konvergiert Y >~ 7 Ist 3 <0, so gllt L =ns = >1,
d.h., (=) ist keine Nullfolge. Damit konverglert Z 2 = nicht. Sei also s> 0 und
1
fill,o0) — Rz +— —.
.TS

Wegen % =27% =¢*"% und s > 0 ist f monoton fallend. Mit Satz 4.4 ergibt sich

o0 e’}
1 . 1 .

g — konvergiert <= —dz existiert.
n® 1 X8

n=1

Wegen Beispiel 1 nach Definition 4.1 gilt

<1
/ —dr existiert «<— s> 1,
.

also
x

1 :
Z — konvergiert <— s> 1.
nS

n=1

Definition 4.5 Ist die Funktion f : [a,b) — R R-integrierbar auf jedem Teilintervall |a, t]
mit a < t < b und existiert lim;_;,- f(f f(z)dz, so heifit das Integral fabf(x)dx konvergent,

und man schreibt , .
/ f(z)dz = lirgl / f(z)dz
a t—=b= Jq

1. Ist f : [a,b] — R R-integrierbar, so ist F' : [a,b] — R, ¢ — f; f(z)dx wegen Satz
3.2 stetig, und damit gilt

Bemerkung.

i [ stosie= [ st
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2. Entsprechend definiert man fabf(x)da; fir f: (a,b] — R. Fiir f : (a,b) — R heifit
fabf(:v)dzn konvergent, wenn [ f(z)dz und fcb f(x)dz mit ¢ € (a,b) existieren. Im
Falle der Existenz der beiden einzelnen Integrale setzt man fab f(x)dz = [7 f(x)dz +
fcb f(z)dx. Dabei ist fab f(z)dx unabhingig von der Wahl von ¢ € (a,b).

3. Entsprechend definiert man die Integrale [ f(z)d fiir f : (a,00) — R, [*_ f(z)dx
fir f: (—o00,a) — R und f; f(z)dx fir f: (a,c) U (c,b) — R mit a < ¢ < b usw.

4. Satz 4.3 gilt entsprechend fiir die oben eingefiihrten Integrale.

Beispiel.
1. Wir untersuchen das Integral fol x—lkda:', kEe€R. Fir k>1undte€ (0,1) gilt

/ —dx = k:pl_k

Wegen t!=F = e0-F)Int ypnd 1 — k < 0 existiert lim,_o+ ftl —rdx nicht.

Fir k=1und ¢ € (0,1) gilt
!
/ —dr = Inz|} = —Int,
t l‘

d.h., lim,_,o+ ftl xikdx existiert nicht.
Fir k < 1und ¢ € (0,1) gilt

/ —dx = k;(l — k),

Wegen t!=F = e0-R)t ypnd 1 — k > 0 existiert lim,_o+ ftl —rdz, und es gilt

/ e =

2. Wegen Beispiel 1 und Beispiel 1 nach Definition 4.2 existiert fooo xikdas fiir kein k£ € R.

1

_ 41—k
= —(1-th),

t

3. Wir untersuchen das Integral fjl ﬁdm. Fiir alle ¢ € [0,1) gilt

t
1
———dx = arcsin x|}, = arcsin .
| = ;
Also gilt

s
lim dxr = lim arcsint = >

! 1
t—1— / V1 — 22 t—1—
™

d.h. fo ﬁdx = 2. Entsprechend ergibt sich f . ﬁdx =7, also

[
——dx
-1 1-— .1'2
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5. Die Bogenlinge

Im folgenden ist f : [a,b] — R eine Funktion und a < b. Ist P = {xy, ..., z,} eine Partition

von [a, b], so heift
=3 (@) = flwim)]
i=1

Variation von f beziiglich P.

Definition 5.1 Die Funktion f : [a,b] — R heifit von beschrinkter Variation, wenn die
Menge

{V(f,P) | P ist eine Partition von [a,b]}

nach oben beschrinkt ist. Ist f von beschrdankter Variation, so heifit
V(f) :=sup{V(f, P) | P ist eine Partition von |a,b|}

Variation von f.

Beispiel.

1. Ist f monoton, so ist f von beschrankter Variation. Um das zu beweisen, sei P =
{zo,...,x,} eine Partition von [a, b]. Ist f monoton steigend, so gilt

n

= D 1) = flzi)l = D_(F(@s) = flwin)) = f(wn) = flwo) = F(B) = f(a).

i=1

Damit ist V(f, P) unabhéngig von der speziell gewéhlten Partition P, d.h., f ist von
beschrankter Variation mit V(f) = f(b) — f(a). Ist f monoton fallend, so folgt analog,
daf f von beschrinkter Variation ist und V(f) = f(a) — f(b).

2. Gibt es ein M € R*, so daf3
|f(z) = f(y)] < Mz —y|

fir alle 2,y € [a,b] gilt, so ist f von beschrénkter Variation und V(f) < M(b — a),
denn ist P = {xg,...,2,} eine Partition von [a, b], so gilt

P):Z’f(xz) x11’<ZM’xz XTi— 1|—MZ —1'21 (b—a).

Damit ist M (b— a) eine obere Schranke von {V(f, P) | P ist eine Partition von [a, b]},
d.h., f ist von beschriankter Variation und V(f) < M(b — a).
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Satz 5.2 Ist f : [a,b] — R differenzierbar und f' stetig, so ist f von beschrinkter Variation.

Beweis. Da f’ stetig ist, ist f wegen Satz 2.7 aus Kapitel 3 beschrankt, d.h., es gibt ein
M >0, so daB |f'(z)| < M fiir alle z € [a,b] gilt. Sind nun z,y € [a,b] mit x < y, so gibt es
wegen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung (Satz 2.3 aus Kapitel 4) ein ¢ € (z,y)
mit

[f () = fW)l = 1 (©llx =yl < Mz —yl.
Wegen Beispiel 2 nach Definition 5.1 ist f von beschrinkter Variation.

Definition 5.3 FEine Abbildung
[ a,0] — Rt (f(t),9(1))

heifst parametrisierter Weg, wenn die Funktionen f, g : [a,b] — R stetig sind. Die Bildmen-
ge I'([a, b]) heifst Spur von I' und I'(a) Anfangspunkt sowie I'(b) Endpunkt von T

Bemerkung. Entsprechend definiert man parametrisierte Wege I" : [a,b] — R™ im R".

Definition 5.4 Sind [a,b] und [a',b] zwei Intervalle, so heifit eine surjektive Abbildung
7 : [, V] — [a,b] Parametertransformation, wenn sie stetig und streng monoton steigend
18t.

Bemerkung. Ist T : [a,b] — R? ¢ —— (f(t),g(t)) ein parametrisierter Weg und die
Abbildung 7 : [@/, V] — [a, b] eine Parametertransformation, so ist

Lor:[a,b] — Rt (f(7(t), g(r(t)))

ebenfalls ein parametrisierter Weg. Dabei haben I' und I' o 7 dieselbe Spur. Zwei parame-
trisierte Wege, die wie eben beschrieben durch eine Parametertransformation auseinander
hervorgehen, heiflen stark dquivalent. Jede Parametertransformation ist umkehrbar, da sie
surjektiv und streng monoton ist.

Ist T : [a,b] — R%, ¢t — (f(t),g(t)) ein parametrisierter Weg und P = {to,...,t,} eine
Partition von [a, b], so definiert man

(T, P) = 3" [IP(t) ~ Dt

Dabei ist ||I'(t;)—I'(¢;-1)|| der euklidische Abstand der Punkte I'(¢;) und I'(¢;_;) (vgl. Aufgabe
6.31), also

[0(t:) — T (ti-a)l| (f(ti),g9(t)) — (f(tiz1), g(tiza))|]
(f(t:) tic1),9(ti) — g(ti-1))|l

= V(f(t:) = f(ti)? + (g(ts) — g(ti—1))2

~
S

|
~
—~
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Ist P’ ebenfalls eine Partition von [a, b], die feiner als P ist, also P C P’, so gilt |(T', P) <
I(T', P"). Um das einzusehen, sei zundchst P’ = {to,...,t;,t,tj+1,...,t,}. Dann folgt mit
Aufgabe 6.31

ZHF tic)|| + 110 (t41) = T()I + Z (L -1l

i=7+2

<ZHF i)l +IT@) = T+ () = T@ + Z [T (t: -1l

i=j+2

- l(F,P ).

Durch vollstandige Induktion erhélt man 1(T', P) < I(T", P’) fiir den allgemeinen Fall P C P’
und |P'| — |P| =n < oc.

Definition 5.5 FEin parametrisierter Weg I' heifsit rektifizierbar, wenn die Menge
{(T", P) | P ist eine Partition von [a,b]}
beschrinkt ist. Ist I' rektifizierbar, so heift
I(T') = sup{l(T", P) | P ist eine Partition von [a,b|}

Linge oder Bogenlinge von T'.

Bemerkung. Ist ' : [a,b] — R? ein parametrisierter Weg und 7 : [¢/,b'] — [a,b] eine
Parametertransformation, so ist I' genau dann rektifizierbar, wenn I' o 7 rektifizierbar ist.
Da 7 umkehrbar ist, reicht es aus, eine Richtung zu zeigen. Sei also I' o 7 rektifizierbar.
Um zu beweisen, dafl I' rektifizierbar ist, reicht es aus zu zeigen, dafl es zu jeder Partition
P von [a,b] eine Partition P’ von [a/,0'] mit I(I', P) = I(I" o 7, P') gibt, denn dann ist
{(T", P) | P ist eine Partition von [a, b]} nach oben durch I(I' o 7) beschrénkt. Sei also P =
{to, ..., t,} eine Partition von [a, b]. Da 7 surjektiv ist, gibt es ¢, ..., ¢, € [a/, 0] mit 7(¢]) = ¢;
fir i = 0,...,n, und da 7 streng monoton steigend ist, folgt ¢;, < ... < sowie t; = ¢’ und
t/ = V. Somit ist P’ = {t{,...,t,} eine Partition von [a/, ], und es folgt

Z [I0(:) = T(tion)l] = Z ID(r(#) = Pt )l = [T o 7, P).

Satz 5.6 FEin parametrisierter Weg T : [a,b] — R? t —— (f(t),g(t)) ist genau dann
rektifizierbar, wenn f und g von beschrinkter Variation sind.

Beweis. Sei P = {to,... t,} eine Partition von [a,b] und Af; = f(t;) — f(ti1), Agi =
g(t;) —g(tiy) fur i = 1,...,n. Ist T rektifizierbar, so gilt

VLP) = STIAI £ Y0\ /As + A =1, P) <1(T)
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und entsprechend V(g, P) < I(I'), d.h., f und g sind von beschréankter Variation. Sind ande-
rerseits f und g von beschrankter Variation, so gilt

I, P) = 3 \JAF2+ AgE < ) (IAfil+18gi]) = V(£ P)+V(g, P) < V(f) + V(g),

d.h., I' ist rektifizierbar.

Definition 5.7 FEine Funktion h : [a,b] — R heifst stetig differenzierbar, wenn h differen-
zierbar und h' stetig ist. Ein parametrisierter Weg

[:fa,b) —R%  t— (f(t),9(1)

heif§t stetig differenzierbar, wenn f und g stetig differenzierbar sind.

Bemerkung. Wegen Satz 5.2 und Satz 5.6 ist jeder stetig differenzierbare parametrisierte
Weg rektifizierbar.

Satz 5.8 Ist T': [a,b] — R2,t —— (f(t),g(t)) ein stetig differenzierbarer parametrisierter
Weg, dann gilt

)= [ VO g
Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise definieren wir
hifa,b] — R, tr—— /()2 +g(t)?
und zeigen

1(r) — /bh(t)dt| <e

firallee > 0,d.h. (") = fab h(t)dt. Dabei existiert I(I') wegen der Bemerkung nach Definition
5.7, und f: h(t)dt existiert, da h stetig ist. Zunéchst gibt es eine Partition P; von [a, b] mit

D) = UL, Pl <

und eine Partition P, von [a, b] mit

0(h, Py) — /bh(t)dty < g

Wir koénnen sogar P := P, = P, annehmen, da wir sonst zu einer gemeinsamen Verfeinerung
P von P} und P, iibergehen kénnen. Sei P = {tg,...,t,} und

O(h, P) =Y~ M;At;
=1
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mit M; = sup{h( ) | ticy <t <t} und At; =t; —t;_1. Da h stetig ist, gilt M; = h(c;) fiir

ein ¢; € [t;_1,1;], also
P) = h(c;)At
i=1

Wegen Satz 1.4 aus Kapitel 3 sind f’ und ¢’ auf [a, b] sogar gleichmé&fBig stetig, d.h., es gibt
ein § > 0, so daB fiir alle z,y € [a,b] mit |x — y| < § gilt
€

1@ = IO < g =g W19 @) =90 < g7

Wir kénnen nun weiterhin annehmen, dafl At; =t;, —t;,_; < 0 fir allei = 1,...,n gilt, denn
anderenfalls wihlen wir eine geeignete Verfeinerung von P. Zu zeigen bleibt

(. P) — O(h. P)] < 3.
denn dann folgt
() — /bh(t)dt| — |(T) = I(T, P) + \(T, P) — O(h, P) + O(h, P) — /bh(t)dt|
< (D) = (T, P)| + [I(T, P) — O(h, P)| + |O(h, P) — /bh(t)dt]

<« S454°¢
—+-+-=¢
3 3

| ™

Wegen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung (Satz 2.3 aus Kapitel 4) gibt es u;, v; €
[tio1,t;] mit Af; = f(t;) — f(tic1) = f/(w)At; und Ag; == g(t;) — g(tio1) = ¢'(vi)At; fiir
t=1,...,n. Es folgt

(T, P) Z,/Aqugz wa ;)2

Wegen
O(h ZW ()2 At
ergibt sich -
I(I", P) = O(h, P)| SZ!\/f’( 24 g'(vi)? =V f'(c (ci)?|At;
mit u;, v;, ¢; € [zfZ 1,ti]. Es gilt nun
V()2 + ¢ (v:)2 =/ f'(c ()’ = [(f"(u ) WDl = [1(f"(ci), g' ()l
< [0 (ue) () (i) = g'(ci)l|
= V(f'(u ¢i))? +(g'(vi) — g'(ci))?
. ¢ i) * =)
< 2 =

b—a) —3(b—a)’
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da |u; — ¢;| < 6 und |v; — ¢;| < §. Dabei ist || || die euklidische Norm (vgl. Aufgabe 6.31).
Somit folgt

n
€

IT.P) = O, P)| £ 3 55— At = 55— (b= a) = 5.

=1

O

Bemerkung. Satz 5.8 gilt analog fiir stetig differenzierbare parametrisierte Wege im R”.
Dabei ist der Begriff der Lénge oder Bogenldnge entsprechend zu definieren. Ist also

[:la,b — Rt — (z1(t),...,2,(t))

ein stetig differenzierbarer parametrisierter Weg im R”, d.h., sind z; : [a,b] — R stetig
differenzierbar fiir ¢ = 1, ..., n, dann gilt

— /b V(02 4.2 ()2t

Beispiel. Wir betrachten den parametrisierten Weg
[:[-1,1] — Rt — (£, V1 — 2).

Offenbar ist die Spur von I' der obere Bogen des Einheitskreises. Sei nun P(z,y) ein Punkt
auf I, d.h., es gibt ein t € [—1,1] mit x = ¢t und y = V1 -2, also y = V1 — 22 Wir
berechnen die Liange des Kreisbogens zwischen P(z,y) und E(1,0). Mit Satz 5.8 ergibt sich
diese zu arccos z, da

1+ ——dt = S -
/ 1 — t2 / \/— arccos | = arccos x.

Fiir z = —1 erhalten wir mit arccos( = 7 die Liange des oberen Bogens des Einheits-
kreises, d.h., der Einheitskreis hat den Umfang 2. Allgemein ergibt sich der Umfang eines
Kreises mit dem Radius r zu 27r. Definiert man nun die Grofie oo des Winkels 4POE als
Lénge des Kreisbogens zwischen P und E (wobei O der Ursprung ist), so folgt

cosa =1z und sina =y.

Damit ist gezeigt, dal die Sinus- und die Cosinusfunktion mit der elementargeometrischen
Sinus- und Cosinusfunktion {ibereinstimmen, wenn der Winkel im Bogenmaf} gegeben ist.

6. Aufgaben

A 6.1 Sei [ ein Intervall und a,b € I mit a < b. Zeigen Sie: Sind f, g : I — R integrierbar
mit f(z) < g(x) fir alle z € I, so gilt

b b
/fdwﬁ/ gdzx.
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A 6.2 Sei I ein Intervall und a,b € [ mit a < bsowie f: ] — Rund | f |: I — R

integrierbar. Zeigen Sie
b b
| [raris [ 11 1an

Geben Sie ein Beispiel an, in dem | f | integrierbar ist, f aber nicht.

A 6.3 Sei f: I — R integrierbar und a,b € I mit a < b. Zeigen Sie, dafl es ein ¢ € (a,b)
gibt mit

b
[ #adda = 100~ a)

A 6.4 Berechnen Sie mit Hilfe der Substitutionsregel

de,
1+ 22

z 1 1
a) /8 sin®z coszdz, b) / r(142%)"dr, n €N, c) /
0 0 0

3 1
K 1 5
——dx, f) /2 V1 — z2dx.
0

sin x cos x

=
Mw\.'
3 FNISS
3
-+
o
B
8
QU
8
@
~
:]H o]

A 6.5 Berechnen Sie
1. eine Stammfunktion von f: R" — R mit

a) f(z) = 2%sinz, b) f(r) =2"Inz,n €N,

2. Stammfunktionen von

a) e“sinx, b)e"cosz, c)xe’sinz.

2
/ sin” xdx.
0

A 6.6 Zeigen Sie, dafl die Funktion f : [0, 1] — R R-integrierbar ist, wobei gilt

3. fir alle n € N:

0 falls z=0o0derz=1

falls = ¢ Q
falls x = § # 1 mit p,q € N teilerfremd.

fz) =

Q= O
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A 6.7 Fiir jedes n € N sei P, = {0,=2,... 2= 1}, Berechnen Sie O(f, P,) und U(f, P,)
fiir
f:00,1] — R, 2+ 2°

Ermitteln Sie weiterhin

/1 f(x) dr und 1f(:v) dzx.
0 0%

Zeigen Sie, daB f R-integrierbar ist. Hinweis: > p_, k* = 2(n +1)(2n +1).

A 6.8 Zeigen Sie, dafl f:[0,1] — R mit

O P

R-integrierbar ist.

A 6.9 Zeigen Sie: Ist f : [a,b] — R R-integrierbar, so ist f auf jedem Teilintervall [a, c|
und [c, b] R-integrierbar, und es gilt

/ab f(x)dx = /acf(a:)dx + /be(:c)dx.

A 6.10 Gegeben ist die beschrinkte Funktion f : [a,b] — R. Zeigen Sie

M —m = sup{|f(z) = f(y)| | @ < 2,y < b},
wobei M = sup{|f(z)| | a <z < b} und m = inf{|f(z)| | a <z < b}.

A 6.11 Zeigen Sie: Ist die Funktion f : [a,b] — R R-integrierbar, dann auch die Funktion
c- f fiir jedes ¢ € R, und es gilt

e fx)dz = c- bf(m)dm.
/ /

A 6.12 Gegeben sind die beiden Funktionen f, g : [a,b] — R, so daf} sich f und ¢ an nur
endlich vielen Stellen unterscheiden. Zeigen Sie, dafl g genau dann R-integrierbar ist, wenn
f R-integrierbar ist, und dafl in diesem Falle

/abf(a:)dx = /abg(az)daj

gilt.
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A 6.13 Erkldren Sie die Methode der Partialbruchzerlegung gebrochen rationaler Funktio-

nen und fithren Sie die Partialbruchzerlegung speziell an folgenden Beispielen durch:

2% —2x — 2 b) -2t —x—1 ) ot a3+ 1 Q) 22 —4r —9

_ c :
-1 7 (22 +1)(x —1)% (x —2) (22 + 1) (2= 1)(x+2)

a)

A 6.14 Berechnen Sie

Hsin x cos x
dzx.

sinz —cos?2x — 5

A 6.15 Berechnen Sie den Inhalt der Féache, die von den Graphen der Funktionen

fi: R—R, z+— 22,

fo:R— DR, 2+ 2?42z + 2,
f3:R—R, o+— 2> —22+2

berandet ist.

A 6.16 Zeigen Sie, daf die folgenden Integrale existieren, und berechnen Sie ihren Wert:

o) o] o] 1 2 4
a) / v?e "dx, b) / e “cosxdr, c) / de.
0 0 3

272
A 6.17 Welche der folgenden uneigentlichen Integrale existieren?
9 2 2 60 1 9 t g
a) / COS2I dz, D) / L dzx, c) / arctany dx, d) / L
. . T o 1+ 5, Tlnx

A 6.18 Gegeben sind die Funktionen f : [a,00) — R und ¢ : [a,00) — R, die R-
integrierbar auf jedem Teilintervall [a, ] mit ¢ > a sind. Zeigen Sie: Gilt 0 < g(z) < f(z) fiir
alle z € [a,00) und existiert [ g(x)dz nicht, so existiert auch [ f(x)dz nicht.

A 6.19 Gegeben ist die Funktion g : [a,00) — R, so da$ fiir jede monoton steigende Folge
(a,) mit a, € [a,00) und lima, = oo der Grenzwert lim g(a,,) existiert. Zeigen Sie, daf} es
ein ¢ € R gibt, so daf fiir jede Folge (a,) mit a,, € [a,00) und lim a,, = oo gilt lim g(a,) = c.

A 6.20 Zeigen Sie, daB fiir alle z € R,z > 0 das uneigentliche Integral

[(x):= / t" e tdt
0
existiert. Zeigen Sie weiterhin
I'(n+1)=n! firallen € Nund 2I'(z) =T'(x + 1) fiir alle z € RT.

Die Funktion
'RY — R, z+— I(x)

heifit Gammafunktion (Gaufische Definition).
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A 6.21 Zeigen Sie, dal der Grenzwert

~ 1
C := lim ( E—lnn)

k=1

existiert. Die Zahl C heifit Euler-Mascheronische Konstante.

A 6.22 Zeigen Sie, daf3
1
B(z,y) = / (1 )Lt
0

fiir alle x,y > 0 existiert. Die Funktion
B: Rt xRt — R, (x,y) — B(z,v)

heifit Eulersche Beta-Funktion.

A 6.23 Zeigen Sie, daf} die folgenden Integrale existieren:
! 'Inz ! 1
a In|z|dx, Db —dz, ¢ / ——dx.
) [mtetan v [0 [

A 6.24 Untersuchen Sie die folgenden unendlichen Reihen auf Konvergenz:

= 1 = 1
2) Zn(lnn)z’ b) Z(lnn)k’ FeN.

n=2 n=2

A 6.25 Berechnen Sie

(e%e] o [e%e] 2 1 .
a)/ 6x + 8 )dx, b)/ z“ + 10z — 30

d
(@1 22+ 5) (22 — 4z + 13 (2 — 4z +20) (22 + 20 1+ 10)

A 6.26 Zeigen Sie, dafi die Funktion f : [0,1] — R mit

rcosi fiir z#0
x

f(m):{ 0 fir ==0

nicht von beschrankter Variation ist.
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A 6.27 Zeigen Sie:
1. Ist die Funktion f : [a,b] — R von beschrénkter Variation, so ist f beschrinkt.

2. Sind die Funktionen f, g : [a,b] — R von beschriankter Variation, so ist auch f + g
von beschrankter Variation.

A 6.28 Gegebensind f : [a,b] — Rund s € R, s > 0, sodaBl f(x) > s fur alle x € [a, b] gilt.
Zeigen Sie: Ist f von beschrankter Variation, dann ist auch % von beschrénkter Variation.
A 6.29 Gegeben ist der stetig differenzierbare parametrisierte Weg

[:la,b] — R% t— (f(t),9(t))
und die stetig differenzierbare Parametertransformation 7 : [a/, V'] — [a, b]. Zeigen Sie mit

Hilfe der Formel aus Satz 5.8, daf§ [' und I" o 7 dieselbe Bogenlénge haben.

A 6.30 Skizzieren Sie die Spur von
t3
r:[0,1] —>(t2+1,§—t+1)

und berechnen Sie die Bogenlénge.

A 6.31 Zeigen Sie, dafl die Abbildung
| R — R, (z1,...,2,) — \/2i+ ...+ a2
eine Norm ist, d.h., fiir alle x,y € R” und a € R gilt
1. ||z ||> 0, und || z ||= 0 gilt genau dann, wenn z = (0,...,0).
2. e~z ll=lal- [l
Bl +y i<l =+ [Tyl

Zeigen Sie weiterhin, da || z || — || y [||<|| x — v || fiir alle z,y € R™ gilt.
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