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KAPITEL 7

Affine Geometrie

1. Affine Raume

Definition 1.1 Ist A eine nichtleere Menge und K ein Kérper, so heifst A ein n-dimensionaler
affiner Raum iiber K, wenn es einen n-dimensionalen K -Vektorraum V und eine Abbildung

AxA—V, (P,Q) —PQ

so gibt, daf$ gilt:
i) Zu jedem P aus A und jedem v aus V gibt es genau ein Q) aus A mit v :134@.
i1) Fir P,Q, R aus A gilt: PQ) + QR=PR.

Bemerkung.

1.
2.

Die Elemente von A heiflen Punkte.

Man nennt n die Dimension von A und schreibt dim A = n. Gilt dim A = 0, so besteht
A aus genau einem Punkt. Gilt dim A = 1, so heifit A affine Gerade, und A heifit affine
Ebene, wenn dim A = 2.

V heiit der zu A gehorende Vektorraum oder Richtung von A.

. Man definiert formal die leere Menge als affinen Raum der Dimension -1.

Statt v :P4Q> schreibt man auch Q = P+ v. Sind P € A und v,w € V, so gibt es

Q,Re Amitv :Pﬁ und w :Cﬁ. Dann folgt
P+ (v+w) =P+ (PQ+ QR) = P+ PE= Rund

(P+v) +w= (P+ PQ)+ QR= Q+ QR= R,
insgesamt also P + (v + w) = (P 4+ v) + w.

. Ist U ein beliebiger Unterraum von V', so definiert man P+ U := {P +v | v € U} fiir

jedes P in A; fiir U =V gilt also P+ V = A. Bei festem Pist V — A, v+— P40
eine Bijektion.



Einfache Rechenregeln. Ist A ein affiner Raum, so gilt fiir beliebige P, Q, Py, ..., P, € A:
1. PP= O, denn PP + PP=PP.
2. P;Q»: — Q4P>, denn P;Q'—i— Cjﬁ:ﬁ: 0.
3. PPy + PyPs + -+ P,1B,=P,P, und PPy + PyPs + -+ P,Pi= 0.

Beispiel. Sei n € N eine natiirliche Zahl und K ein Korper. Die Menge K™ der n-Tupel iiber
K kann als affiner Raum iiber dem K-Vektorraum K" aufgefafit werden. Dabei benutzen
wir geméaf Definition 1.1 die Zuordnung

K'"x K" — K", (z,y) — y — x.

Offenbar wird hierdurch tatséchlich der K™ zu einem n-dimensionalen affinen Raum iiber
K, wobei allerdings der K" eine doppelte Bedeutung hat. Zum einen ist K™ = A ein affiner
Raum, und zum anderen ist K™ = V die Richtung von A. Ohne weitere Erlduterungen
ist nicht ersichtlich, ob x € K" ein Punkt des affinen Raums K™ ist oder ein Vektor der
zugehorigen Richtung. Dieses Beispiel zeigt, daf§ es fiir jeden Korper K und jede natiirliche
Zahl n € N einen affinen Raum iiber K der Dimension n gibt.

Definition 1.2 Ist A ein nichtleerer affiner Raum mit der Richtung V und L C A eine
nichtleere Teilmenge von A, dann heifit L ein (affiner) Unterraum von A, wenn es einen
Unterraum U von V so gibt, daf$ gilt:

i) Fiir alle P,Q € L ist PQe U.

i1) Zu jedem P € L und u € U gibt es ein QQ € L mit P4Q>: u.

Ist L ein Unterraum von A, so sagt man, daf§ L in A liegt.
Bemerkung.

1. Sind L und U wie in Definition 1.2, so ist L ein affiner Raum mit der Richtung U im
Sinne von Definition 1.1. Fiir alle P aus L gilt dann P+ U = L.

2. Ist P ein Punkt des affinen Raums A und U ein Unterraum der Richtung V' von A,
dann ist P 4 U ein affiner Unterraum von A mit der Richtung U.

3. Man definiert die leere Menge L = () als Unterraum eines jeden affinen Raums A.

4. Die 1-dimensionalen Unterrdume eines affinen Raums A werden Geraden in A genannt,
die 2-dimensionalen Unterrdaume Ebenen in A. Hat A die Dimension n, so heiflen die
(n — 1)-dimensionalen Unterraume Hyperebenen von A. Ist A eine Ebene, so sind die
Hyperebenen die Geraden in A.

Satz 1.3 Ist A ein affiner Raum und {L; | i € I} eine Menge von Unterriumen von A, so
ist der Durchschnitt L := (\,.; L; ein Unterraum von A. Ist L nicht leer, so ist die Richtung
von L der Durchschnitt der Richtungen aller L;.

Beweis. Sei L nicht leer und P € L. Fiir jedes i € I sei die Richtung U; Unterraum der
Richtung V von A. Wegen P € L; gilt dann L; = P + U;. Sei U = ﬂiel U;. Dann ist U
Unterraum von V', und wir miissen zeigen, dal L = P + U gilt:



" C” Sei Q in L, alsoQEL fiir jedes ¢+ € I. Wegen P € L; folgt PQE U, fir alle 7 € I, also
PQEU d.h. Q= P—i—PQeP—l—U
"O"MPH+UCP+U;=Lfiraleic I, also P+UC(), L =L.

Definition 1.4 Ist A ein affiner Raum und {L; | i € I} eine Menge von Unterrdumen von

A, so ist .., L; der Durchschnitt aller Unterrdume von A, die alle L;,i € I enthalten.

> icr Li heifit Verbindung der L;,i € 1.
Bemerkung.

1. Wegen Satz 1.3 ist ) .., L; ein Unterraum von A und zwar der kleinste, der alle L;,i € I
enthélt. Man sagt, da8 ., L; von den L;,i € I aufgespannt wird.

2. Ist speziell I = {1,...,n}, so schreibt man ) .., L; = Ly +-- - + L,,. Besteht weiterhin
jedes L; nur aus einem Punkt, L; = {P;}, so schreibt man Ly +---+L, = P+---+P,.

Satz 1.5 Es sei A ein affiner Raum mit der Richtung V und {L; | i € I} eine nichtleere
Menge von Unterrdumen von A. Fir jedes i € I sei L; = P; + U; wobei P; € L; und U; die
Richtung von L; ist, U; C|V. Ist P ein beliebiger Punkt aus einem der L; und ist U der von

den P4P: und den U;,i € I erzeugte Unterraum von V', so gilt

Y Li=P+U.

il
Beweis. " C": Zu zeigen ist L; © P+ U fiir jedes ¢ € I. Wegen PPeUund U; CU folgt
Li=P+U,=P+ PP, +U; CP+U.
" D" Zu zeigen ist P+ U C ) ., L;. Zunéchst gilt offenbar P € )., L;, und wir miissen
nachweisen, daf§ U in der Richtung von ) .., L; enthalten ist. Da U von den PHPJ und

den U; erzeugt wird, mul nur noch bewiesen werden, dafl ﬁ; und jedes u; € U; in der
Richtung von ) .., L; liegt. Wegen P,P; € ) ., L; folgt die erste Behauptung, wegen
P;,P;+u; € L; C) . ; L; die zweite.

icl
iel
O

Beispiel. Sind P und @ zwei verschiedene Punkte des affinen Raums A, so ist die Verbindung
von P und @ (oder genauer von {P} und {@}) zum Beispiel durch P + [PQ)] gegeben, denn
die Richtungen von { P} und {Q} sind jeweils der Nullraum, d.h., die Richtung von P+ (@) ist
der Vektorraum, der von PQ erzeugt wird. Man nennt g = P+ [PQ] die Verbindungsgerade
von P und @ und schreibt g = PQ. Offenbar gilt auch ¢ = QP, und g ist die einzige Gerade
in A, die P und @ enthélt. Da jeder vom Nullraum verschiedene Vektorraum mindestens
zwei Elemente hat, liegen andererseits auf jeder Geraden g mindestens zwei verschiedene
Punkte, und g ist dann deren Verbindungsgerade.

Definition 1.6 Ist A ein affiner Raum, so heiflen Py, ..., P, € A linear unabhdngig, wenn
PT>P17PT>P27" '7PiP’ifl7P’L'P’L'+17"'7PTP:1

fireimi € {1,...,n} linear unabhingig sind. Anderenfalls heiflen Py, ..., P, linear abhingig.



Bemerkung.

1. Sind P, ..., P, € A linear unabhéngig, so sind Iﬁ, ]?52, s PP, PPy, ..., Iﬁ;
sogar fiir alle ¢ € {1,...,n} linear unabhéngig.

2. Sind Py, Py, ..., P, € A linear unabhéngig, so hat der von ihnen aufgespannte Unter-
raum Py + P, + ---+ P, C A die Dimension n, denn wegen Satz 1.5 gilt

——
0L n

Po+ P +--+P, =P+ |Pb,..., BB,
wobei ]ﬁ, e ,P(TP; linear unabhéngig sind.

3. Jeder n-dimensionale Unterraum wird von n + 1 linear unabhéngigen Punkten aufge-
spannt: Sei U die Richtung von L und {uy,...,u,} eine Basis von U. Sei weiterhin F
aus L beliebig und P; := By + u; fiir jedes i € {1,...,n}. Dann gilt ]ﬁ: u;, also
L="F+uy,...,u,)=FPo+P +--+ P, und PTfDl, e ]ﬁl sind linear unabhéngig.
Eine Gerade wird demnach von zwei linear unabhéngigen Punkten aufgespannt. Mehr
als zwei kollineare Punkte sind also linear abhéngig. Eine Ebene wird von drei line-
ar unabhéngigen Punkten aufgespannt, mehr als drei komplanare Punkte sind linear
abhéngig. Eine Hyperebene eines n-dimensionalen affinen Raums wird von n linear
unabhéngigen Punkten aufgespannt.

Definition 1.7 Es sei A ein affiner Raum diber dem Kérper K und Py, Py,...,P,,Q € A
sowne ag, ay,...,a, € K mitag+ay +---+a, = 1.

P+ arPi+ -+ an Py = Q+ag QF +a1 QP + -+ + a, QF, .
Bemerkung.

1. agPy+ a1 Py + - - - + a, P, ist wohldefiniert, denn fiir jedes Q' € A gilt:

Q+ao QP+ + a, QP = Q'+ Q'Q +ao(QQ' + Q') + - + a,(QQ" + Q'F,)
=Q' +a QR+ +a, QP +(-1+a+ - +a,) QQ
=Q +a QP+ +a, QP,.

2. P:=agPy+ a1 P, + -+ a,P, heiit Baryzenter (Schwerpunkt der mit den Gewichten
a; versehenen Massepunkte F;).

3. Sind Py, Py, ..., P, linear unabhéngig und gilt P := agFPy + a1 P, + - - - + a, P, so sind
ag, a1, . .., a, durch P eindeutig bestimmt.

4. Hat A die Dimension n und sind Py, P, ..., P, linear unabhéngig, so 148t sich jeder
Punkt P € A eindeutig in der Form P = aqgPy + a1 P, + - - - + a,, P, schreiben:

..

P = P0+a1PT>P1+a2PT>P2+"'+anPOPn
= P0+a0P0P0—|—a1P0P1+a2PgP2+~--+anPoPn

mit ag =1 — (a3 + - - - + a,). Man nennt ag, a4, . . ., a, baryzentrische Koordinaten von
P beziiglich Fy, Py, ..., P,.



Beispiel.

1. Py und P; seien zwei verschiedene Punkte des affinen Raums A und P = ao Py + a1 P;
mit ag + a; = 1. Wéhlen wir @) = Fy geméafl Definition 1.7, so gilt

P=ayPy+a P :PO‘FGOPTP;)“‘@I ]ﬁ:PO%—al]ﬁ.
Man nennt a; das Teilverhéltnis von Fy, Py, P und schreibt a; = TV (P, P;; P).

2. Sei n € N eine natiirliche Zahl, die von der Charakteristik x(K') des Koérpers K nicht

geteilt wird. Dann heift

1 1
P=-P+-+-P,
n n

Mittelpunkt von Py, ..., P,. Ist n = 2, so folgt TV (P, P»; P) = % fiir den Mittelpunkt
P von P, und P.

3. Sei n = 3 und x(K) # 2,3. Sind Py, P», P; € A linear unabhéngig, so bilden sie ein
nichtentartetes Dreieck mit dem Mittelpunkt P = £ P, + 3P, + 3 P5. Wegen

1 1 1 2.1
P:—P1+—P2+—P3:—(§

1 1
P+ -P) + -P.
3 3 3 3lgf1t g 2) + 3

3

liegt dieser auf der Geraden, die durch P; und den Mittelpunkt von P; und P; verlauft.
Wegen Symmetrie folgt somit, dafl sich die Seitenhalbierenden eines nichtentarteten
Dreiecks (im Mittelpunkt des Dreiecks) schneiden.

Definition 1.8 Ist A ein affiner Raum und sind Ly, Ly affine Unterrdume von A mit den
Richtungen Uy bzw. Uy, so heiffen Ly und Lo parallel (geschrieben: Ly || Ls), wenn Uy C Us
oder Uy C Uj.

Satz 1.9 Es sei A ein affiner Raum und L # () ein affiner Unterraum von A. Zu jedem
P € A gibt es genau einen affinen Unterraum L' von A, der P enthdlt, zu L parallel ist und
fiir den dim L = dim L’ gilt.

Beweis. Ist U die Richtung von L, dann erfiillt L' = P + U offenbar alle geforderten Bedin-
gungen. Sei also L” ebenfalls ein Unterraum von A mit L” || L, P € L” und dim L” = dim L.
Dann gilt L” = P + U”, wobei U” die Richtung von L” ist. Wegen L” || L ist U”" C U
oder U C U”, also U = U”, da dimU” = dimL” = dimL = dimU < oo. Es folgt
L"=P+U"=P+U=1L"

O

Beispiel. Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P gibt es demnach genau eine Gerade, die
parallel zu g ist und durch P verlduft. Weiterhin gibt es zu jeder Ebene genau eine parallele
Ebene, die P enthalt.

Der folgende Satz ist oft ein niitzliches Hilfsmittel, um die mdglichen Beziehungen verschie-
dener affiner Unterrdume zu beschreiben.
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Satz 1.10 (Dimensionssatz) A sei ein affiner Raum und Ly, Ly zwei affine Unterrdume
von A mit den Richtungen Uy bzw. Us.

Beweis. Sei zunéchst L N Ly nicht leer und P € Ly N Ly. Dann gilt wegen der Sétze 1.5
und 1.3

L1+L2:P+(U1+U2) und LlﬂLQZP—i-(UlﬂUg)

Wegen dim L; 4+ dim Ly = dim Uy + dim Uy und

ergibt sich die Behauptung des Satzes aus dem Dimensionssatz fiir Vektorrdume (Satz 1.22
aus Kapitel 3).

Se1 nun L; N Ly = () und L1 = P, + U, sowie Ly = P, + Uy. Dann gilt P, # P, und
P1P2¢ Uy + Uy, denn wére Png— U1 + us mit uy € Uy, uy € Uy, so wire

P1+U1:P1+(U1+U2—U2):P1+(PT[D2—U2):P2+(—U2)GLlﬂLQ.

Mit Satz 1.5 folgt nun L+ Lo = P1+(U1+U2+[PTP2]), also dim(Li+ L) = dim(U; +Uy) +1.
Wie oben ergibt sich schliellich die Behauptung aus dem Dimensionssatz fiir Vektorraume.
O

Beispiel. Sei A ein mindestens 3-dimensionaler affiner Raum. Wir untersuchen die L;age
zweier Geraden g und h in A. Dazu sei g = P+[u] und h = Q+[v], also g+h = P+[u, v, PQ)].

gNh#0: dimg + dmh = dim (9+h) + dim gnh

1 o+ 1 = 1 + 1 g=h

L+ 1 = 2 + 0 lgNhl=1

1 + 1 = 3 + ? nicht moglich
gNh=0: dimg + dimh = dim (9+h) + dim (ulN[v]) —1

1 + 1 = 1 + ? nicht moglich

1 + 1 = 2 + 0 g#hg|h

1 + 1 = 3 + -1 g, h windschief
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2. Affine Koordinaten

Definition 2.1 Es sei A ein affiner Raum mit der Richtung V. Ist O € A sowie{ay,...,a,}

eine K-Basis von V', dann heifst {O,aq,...,a,} affines Koordinatensystem von A mit dem
Ursprung O und den Achsenrichtungen ay, ..., a,.
Sei {O,aq,...,a,} ein affines Koordinatensystem des affinen Raums A. Zu jedem Punkt

P € A gibt es dann py,...,p, € K mit
P=0+0P=0+pa,+ -+ poa.

Dabei sind py,...,p, eindeutig bestimmt und heien affine Koordinaten und (ps,...,p,)
affiner Koordinatenvektor von P beziiglich {O, ay, ..., a,}. Sind andererseits py,...,p, € K
gegeben, so existiert genau ein P € A mit

P:O+p1a1+'--+pnan.

Bei festem affinen Koordinatensystem entsprechen sich hierdurch eindeutig die Punkte von
A und die Vektoren aus K.

Die Punkte A; := O + a; heiBen Einheitspunkte, die Geraden O + [a;] Achsen des Koordina-
tensystems. Offenbar sind O, Ay, ..., A, linear unabhéingig und spannen den ganzen Raum
auf. Sind andererseits Py, Py, ..., P, linear unabhéngige Punkte des n-dimensionalen affinen
Raums A, so ist

{P07-PT>P17"'7PT>-PTL}

ein affines Koordinatensystem mit dem Ursprung F, und den Einheitspunkten Py, ..., P,.

Bemerkung. Sei V die Richtung und {O, ay, ..., a,} ein affines Koordinatensystem von A.

1. Haben die @kte X und Y die affinen Koordinaten x1,...,x, bzw. y;,...,¥yn, so hat
der Vektor XY € V die Koordinaten y; — 1, . . . , y, —x, beziiglich der Basis {a, ..., a,}

von V.
2. Hat X die affinen Koordinaten x1,...,z, und XY die Koordinaten 21y ..., %n, SO hat
Y die affinen Koordinaten x1 + z1,...,x, + 2,.

3. Fiir jeden Punkt P mit den affinen Koordinaten py,...,p, gilt

P = O+p OA +--+p, OA4,

= O+ (1—p1——py) OO +p OA; + -+ +p, O4, .
Sind also p1, ..., p, die affinen Koordinaten von P, sosind 1 —p; — -+ —pn, D1, .-+, Pn

die baryzentrischen Koordinaten von P beziiglich O, Ay, ..., A,.
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Beschreibung von Unterrdumen durch affine Koordinaten.

Im folgenden sei A ein affiner Raum mit der Richtung V und {O,ay,...,a,} ein affines
Koordinatensystem von A sowie L = P + U ein affiner Unterraum von A mit der Richtung
U und {uy,...,ux} eine Basis von U. Beziiglich der Basis {ay,...,a,} von V habe u; den
Koordinatenvektor (w1, ..., uy;), und (p1,...,p,) sei der affine Koordinatenvektor von P.
Ist X € A ein beliebiger Punkt mit dem affinen Koordinatenvektor (zi,...,x,), so sollen
nun Bedingungen fiir 1, ..., z, gefunden werden, die gewéhrleisten, dafl X in L liegt. Es
gilt:

Xel < EsgibtueUmit X=P+u
— EsgibtuEUmitX:O-l—(ﬁ—ku
< Esgibt u € U mit OX=0P +u
< Esgibt A\1,..., Ay € K mit (ﬁ:(ﬁ+A1u1+---+Akuk.

Die unterste Aussage bezieht sich nur auf Vektoren aus V', die iibersetzt in Koordinaten
beziiglich {ay,...,a,} folgendes ergibt:

XeL < Esgibt \j,..., \x € K mit
(1, xn) = (1, Pn) F A1 (Uan, - Upa) + - F N (Uaky - -y Unk)-

Auf diese Weise kénnen also die affinen Koordinaten der Punkte von L explizit durch Para-
meter dargestellt werden, und jeder Punkt aus A, dessen Koordinaten sich nicht so darstellen
lassen, gehort demnach auch nicht zu L.

Parameterdarstellungen von L:

L: X =P+ Muyp + - + A\pug
L: (1, .y n) = (P15 Pn) F A (W, - Upn) + - N (Uak, - oy Unke)-

Definiert man weiterhin x = (z1,...,2,),p = (P1,---,Pn), A = (A1, ..., Ax) und

M =

so ist 2 = p' + MM! ebenfalls eine Parameterdarstellung von L, die als Beschreibung der
Losungsmenge eines LGS gedeutet werden kann. Offenbar ist M eine (n, k)-Matrix vom Rang
k, und es gibt eine (n — k,n)-Matrix B vom Rang n — k, so da M*B* = O die Nullmatrix
ist. Es gilt

o =p'+M\N << Bz'=Bp.
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Auf diese Weise konnen die affinen Koordinaten der Punkte von L als Losung eines LGS
aufgefafit werden, d.h., der Unterraum L wird durch lineare Gleichungen beschrieben:

Hat L die Dimension k, so gibt es eine (n — k, n)-Matrix B vom Rang n — k mit

X € L <= Ba' = Bp".

Wegen X € L <= Bz' = Bp' nennt man Bz' = Bp' auch eine beschreibende Gleichung
von L.

Beschreibung von Hyperebenen: Hat A die Dimension n, so sind die Hyperebenen gerade die
Unterrdume der Dimension n—1, d.h., jede Hyperebene H wird durch eine einzige Gleichung
beschrieben:

hll’1+"'+hn$n:h, (h1,7hn)7é<0,,0)

Ist n = 2, so sind die Hyperebenen die Geraden in A, d.h., in der Ebene werden Geraden
durch Gleichungen der Form hix; 4+ hoxo = h mit (hq, hy) # (0,0) beschrieben.

Ist n = 3, so sind die Hyperebenen die Ebenen in A, d.h., in einem 3-dimensionalen Raum
werden Ebenen durch Gleichungen der Form hyxq+hoxo+hgxs = h mit (hy, ha, hg) # (0,0,0)
beschrieben.

Beispiel. Sei K = R und {O, a4, ..., a4} ein affines Koordinatensystem des 4-dimensionalen
affinen Raums A iiber K. Diesbeziiglich seien die Punkte P;(1,0,1,1), Py(—1,1,0,0) und
P3(0,1,0,1) gegeben.

Behauptung: Py, P, und Ps glgl linear ﬂabhangig. Um das zu iiberpriifen, berechnen wir die
Koordinatenvektoren von PP, und P, P3 beziiglich {ay,...,as} gemifl Bemerkung 1 nach
Definition 2.1:

PPy —(1,0,1,1) + (=1,1,0,0) = (=2,1, -1, —1).
PPy —(1,0,1,1) +(0,1,0,1) = (—1,1,—1,0).

Die Koordinatenvektoren von PP, und P, P; sind also (—=2,1,—1,—1) und (—1,1,-1,0).
Offenbar sind diese linear unabhéngig iiber K. Daraus folgt, dafl P, P> und P; linear un-
abhéngige Punkte in A sind und dafl der von ihnen aufgespannte Unterraum L die Dimension
2 hat. Gesucht sind nun eine Parameterdarstellung von L und beschreibende Gleichungen.

Parameterdarstellung:
L: z=(1,0,1,1)+ A(=2,1,—1,—1) + As(=1,1,—1,0).

Beschreibende Gleichungen:

Um beschreibende Gleichungen zu erhalten, mufl eine wie oben beschriebene Matrix B be-
rechnet werden. Dazu 16st man das homogene LGS, dessen Zeilen durch die Koordinaten-
vektoren von f?@; und fT>P3 gegeben sind:

-2 1 -1 -1/0
-1 1 -1 0 |0
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Durch elementare Umformungen (vgl. Kapitel 3.2) erhélt man

10 0 110
01 -1 1/0.

Hieraus lassen sich die zwei linear unabhéngigen Losungen (0, —1,—1,0) und (1,1,0,—1)
ablesen. Beschreibende Gleichungen von L sind dann zum Beispiel vom Typ

—T92 — X3 = X

T+ T — Ty = *.

Wegen P € L miissen die Koordinaten 1,0,1,1 von P obige Gleichungen erfiillen, und somit
erhélt man die rechte Seite:

—T9 — X3 = -1

T+ T — Ty = 0.

Schnitt, Verbindung, Parallelitét:

Sei A ein affiner Raum mit den Unterrdumen L und L'. Im folgenden bezeichnen kleine
Buchstaben Koordinatenvektoren beziiglich eines fest gewihlten Koordinatensystems.

L: r=p+ Au; +---+ A\ur  Parameterdarstellung

Bz' = b beschreibende Gleichung
L':  z=p +Nu,+ -+ Nyup Parameterdarstellung
Bzt =" beschreibende Gleichung

Schnitt: Zur Berechnung des Schnitts L N L' miissen zum Beispiel beide Gleichungssysteme
Bz! = b* und B'zt = V" gleichzeitig gelost werden. Die Losungen sind dann die Koordina-
ten der Punkte, die im Schnitt L N L' liegen. Man kann aber auch das Gleichungssystem
P4+ Aug + -+ Nug = pl 4 Nuy + -+ A, 10sen, um eine Parameterdarstellung des
Schnitts zu erhalten.

Verbindung: Offenbar ist © = p + Aug + - -+ + Aguy + Nju) + - + Aou), + A(p — p') eine
Parameterdarstellung der Verbindung L + L', wobei allerdings g, ..., ug, u}, ..., up,p — 9
i.a. nicht linear unabhéngig sind. Trotzdem kann - wie oben beschrieben - mit Hilfe dieser
Vektoren eine Matrix B berechnet werden, die dann beschreibende Gleichungen liefert.

Parallelitat: Zum Nachweis der Parallelitdt mufl lediglich [uq,...,ux] C [u), ..., u},] oder
[ufy .. up] C [ug, ..., ug] gezeigt werden.

Beispiel. Beziiglich eines affinen Koordinatensystems sind in einem 4-dimensionalen reellen
affinen Raum folgende Punkte gegeben:

Py(1,0,1,1), Py(—1,1,0,0), P5(0,1,0,1), P/(1,-1,1, —1), P)(—=1,-1,1,1).

Dabei sind P, P, und P3; wie im obigen Beispiel. Sei L = P, + P, + P53 der von den P; und
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L' = P + P; der von den P/ aufgespannte Unterraum.

L: x=(1,0,1,1)4+ X (-2,1,—-1,—1) + Xy(—1,1,—1,0) Parameterdarstellung

0O -1 -1 0 e [ —1 : :
( 1 1 0 -1 )x = ( 0 ) beschreibende Gleichung
L': z=(1,-1,1,-1) + )\ (-2,0,0,2) Parameterdarstellung

Zur Ermittlung von beschreibenden Gleichungen von L’ wird eine (3,4)-Matrix B vom Rang
3 berechnet, fiir die (—2,0,0,2)B* = (0,0,0) gilt, d.h., es muB das folgende LGS gelost
werden:

-2 0 0 2]o0.

Drei linear unabhéngige Losungen sind zum Beispiel (1,0,0,1),(0,1,0,0) und (0,0, 1,0).
Somit ergibt sich

1
B=10
0

o = O

0 1
00|,
10

und die folgenden Gleichungen beschreiben L':

Ty +2x4 = 0
Ty = —1
r3 = 1.

Parameterdarstellung der Verbindung L + L':
r=(1,0,1,1) + A\ (=2,1,—1,=1) + X\o(—1,1,—1,0) + X\ (—2,0,0,2) + p(0, —1,0, —2).
Man rechnet leicht nach, daf§ L + L’ die Dimension 4 hat.

Berechnung des Schnitts LN L' :

Wir zeigen L N L' = () zunéchst mit Hilfe des Dimensionssatzes. Wire L N L' # (), so wiire
wegen Satz 1.10 dann dimL N L = dimL + dim L' —dim(L + L) = 2+1—-4 = —1
ein Widerspruch. Man kann auch versuchen, eine gemeinsame Losung der bestimmenden

Gleichungen beider Unterrdume zu berechnen. Es mufl dann gezeigt werden, dafl das folgende
LGS keine Losung hat:

0 -1 -1 0]-1
1 1 0 -1 0
1 0 0 1| 0
0o 1 0 0]-1
0o 0 1 0] 1
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Parallelitdt:

Man zeigt leicht, da§ (—2,1,—1,—1),(—1,1,—1,0) und (—2,0,0,2) linear unabhéngig sind.
Damit sind L und L’ nicht parallel.

Damit ist L eine Ebene und L’ eine Gerade, die L nicht schneidet und auch nicht parallel zu
L ist. Wie man sich leicht mit Hilfe des Dimensionssatzes iiberlegt, ist das nur moglich, weil
L und L’ Unterrdume eines affinen Raums sind, dessen Dimension mindestens 4 ist. Wére
namlich dim(L + L) < 3, so wére wegen des Dimensionssatzes

dmUNU —1=dimL+dimL —dim(L+L)>2+1-3=0, also dmUNU" > 1,

wobei U die Richtung von L und U’ die Richtung von L’ ist. Mit dim U’ = 1 folgt U’ C U,
dh L| L.

Koordinatentransformation.

Im folgenden sei A ein affiner Raum mit der Richtung V' und den affinen Koordinatensyste-
men

B={0,ay,...,a,} und B ={0d,...,d,}.

Ist X ein Punkt in A, so sei x = (x1,...,2,) der Koordinatenvektor von X beziiglich B
und 2’ = (z1,...,2) der beziiglich B’. Wir wollen den Zusammenhang zwischen x und 2’
untersuchen. Sind weiterhin wy, ..., w, die affinen Koordinaten von O beziiglich B, so gilt:

OX= T1a1 + -+ Tply, 00'= wiay + -+ wpa,, O'X=2ld +---+2lal

n-n’

—

also 0OX = (’W’)—F(’TX:—w1a1—~-—wnan+x1a1+--~+xnan
= (—wi+21)a1 + -+ (—wp + 25)ay.

Sei nun 7' die Transformationsmatrix des Basiswechsels B — B’. Dann gilt

T = (t”) U.Hd a]- = tlja’l R tnja; .

Ist also (x1,...,x,) der Koordinatenvektor von X beziiglich B und (z/, ..., z!) der Koordi-
natenvektor von X beziiglich B', so folgt T'(x — w)" = 2*, d.h.

r1 — Wq Zq

T, — Wy x,

Ist speziell X = O, dann ist —wT"? der Koordinatenvektor von O beziiglich B’. Bezeichnet
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man also den Koordinatenvektor von O beziiglich B’ mit (v}, ...,y,), dann gilt
x1 Y '
T +1 | =
T Yn Iy,
Beispiel.

Es sei A ein 2-dimensionaler affiner Raum und beziiglich des affinen Koordinatensystems
{0, a1, a5} seien die Punkte O'(3,4), P;(2,3) und Pj(4,6) gegeben. Weiterhin sei a] =0'P]
sowie ah, =0'Pj, also a] = —a; — ag und a), = a; + 2ay. Dann gilt

/ / / !/
a; = —2a; — Qy, G2 = Ay + Q.

(=21 -2 1 r1—3\ [ 2}
=) e (20 (520 -(H)

Es folgt

3. Affine Abbildungen

Definition 3.1 Sind A und A’ affine Riume tiber K mit den Richtungen V und V', so heifit
P A— A affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung o : V — V' so gibt, dafs fiir
alle P,Q) € A gilt

Bemerkung.

1. Sind A, A", A” affine Rdume iiber dem Korper K und ¢ : A — A’ sowie ¢y’ : A" — A”
affine Abbildungen mit den zugehorigen linearen Abbildungen ¢ : V. — V' und
¢ V' — V" zwischen den entsprechenden Richtungen, so ist auch ¢/’ ot : A — A”
eine affine Abbildung, wobei ¢’ 0 ¢ : V. — V" die zugehorige lineare Abbildung ist.

2. Fir alle P € Aund alle v € V gilt ¢/ (P +v) = ¥(P) + ¢(v), denn ist Q = P + v, also
v =PQ), so folgt

—

(P +0) = P(Q) = Y(P)+ »(P)y(Q)= ¥(P) + ¢(PQ) = ¥(P) + ¢(v).

3. Ist P € A beliebig, so ist wegen Bemerkung 2 die affine Abbildung ¢ durch ¥ (P) und
@ eindeutig bestimmt.

4. Ist L Unterraum von A mit der Richtung U, so ist die Einschrénkung v, : L — A’
von ¢ auf L eine affine Abbildung und ¢, : U — V"’ die zugehorige lineare Abbildung.
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5. 1 ist genau dann injektiv (surjektiv), wenn ¢ injektiv (surjektiv) ist. Ist ¢ bijektiv,
so ist auch 1 ~! eine affine Abbildung und ¢! die zugehorige lineare Abbildung. Eine
bijektive affine Abbildung heifit (affiner) Isomorphismus, und zwei affine Réume heien
(affin) isomorph, wenn es zwischen ihnen einen affinen Isomorphismus gibt. Ein affiner
Isomorphismus v : A — A heifit Affinitat. Die Affinitdten eines affinen Raums A bil-
den beziiglich der Komposition eine Gruppe (affine Gruppe), die mit GA(A) bezeichnet
wird.

6. Hat A die Dimension n und sind Fy, P, ..., P, € A linear unabhéngig, so ist jede affine
Abbildung ¢ : A — A’ durch ¢¥(P,),...,¥(P,) eindeutig festgelegt: Zunichst folgt,
daB {]ﬁ, ceey ]ﬁ;} eine Basis der Richtung V' von A ist. Die zu ¢ gehorende lineare
Abbildung ¢ ist aber wegen @(m) =1 (FPy)Y(P;) durch die Bilder der Basisvektoren
bestimmt. Wegen Bemerkung 3 ist damit 1 eindeutig festgelegt.

Satz 3.2 Sind A und A’ affine Riume iiber K mit den Richtungen V und V', so gilt:

i) Zu beliebigen Punkten P € A und P € A" und jeder linearen Abbildung ¢ : V — V' gibt
es genau eine affine Abbildung 1 : A — A’ mit H(P) = P' und »(X)(Y)= o(XY) fir
alle X, Y € A.

i1) Hat A die Dimension n und sind Py, Py,..., P, € A linear unabhdngig, so gibt es zu
beliebigen Pi, Pj, ..., P, € A" genau eine affine Abbildung v : A — A’ mit der Figenschaft
V(R) = Fy, ... p(Pa) = Py

Beweis. i) Die Eindeutigkeit von ¢ ergibt sich gemifl Bemerkung 3 nach Definition 3.1.
Um die Existenz zu zeigen, definieren wir ¢)(X) := P’ + ¢(PX) fiir jedes X € A. Dann gilt
W(P) = P+ o(PP) = P' und o(PX) =P'(X) fiir alle X € A. Somit folgt

X)) = $XOP + P(Y)=— PY(X) + PuY)
—o(PX) + @(PY) = o(XP + PY)
= p(XY).
ii) Die Eindeutigkeit von v ergibt sich gemé Bemerkung 6 nach Definition 3.1. Da die

Vektoren lﬁ, ceey Pﬁ’; linear unabhéngig sind, existiert eine lineare Abbildung ¢ : V- — V'
mit

o(PoPy) =BP, .. p(REy) =Py F, .
Wegen i) gibt es nun eine affine Abbildung ¢ : A — A’ mit 1(X) = P, + ¢(BX) fiir alle

X € A, also (P) = Py + o(PyB) = P+ PjP/= P! fir allei = 1,... n.
O

Bemerkung. Sind V' und V' zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume, so gibt es genau
dann einen Vektorraumisomorphismus ¢ : V. — V’  wenn V und V' dieselbe Dimension
haben. Sind also A und A’ zwei affine Raume iiber K der Dimension n bzw. n’, so gibt es we-
gen Satz 3.2 und Bemerkung 5 nach Definition 3.1 genau dann einen affinen Isomorphismus
: A— A’ wenn n =n'. Da der K™ als affiner Raum iiber K der Dimension n aufgefafit
werden kann (vgl. Beispiel nach Definition 1.1), gibt es also bis auf Isomorphie genau einen
affinen Raum der Dimension n iiber K. Man spricht daher z.B. auch von der affinen Ebene
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iiber K. Jedes affine Koordinatensystem eines n-dimensionalen affinen Raums A vermittelt
einen Isomorphismus ¢ : A — K", wobei jeder Punkt auf seinen Koordinatenvektor abge-
bildet wird.

Beispiel. Im folgenden sei A ein affiner Raum mit der Richtung V. Wir geben einige spezielle
Beispiele fiir affine Abbildungen 1) : A — A an.

1. Die Translation (Verschiebung): Eine Translation ist dadurch ausgezeichnet, daf die
zugehorige lineare Abbildung ¢ € End(V') die Identitét ist. Jede Translation ist also
bereits durch das Bild eines einzigen Punktes festgelegt; ist andererseits zu einem
beliebigen Punkt P € A ein Punkt P’ € A gegeben, so existiert eine Translation 1) mit
Y(P) = P'. Es gilt dann fiir alle X € A:

W(X) = h(P+ PX) = (P) + o(PX) = P'+ PX= X+ XP + PX= X+ PP .

2. Die Dilatation: FEine Dilatation ist dadurch ausgezeichnet, dafi die zugehorige lineare
Abbildung ¢ € End(V') von der Art

p:V—Vv— av
mit einem festen o € K ist. Ist P € A und P’ = ¢(P), so gilt fiir alle X € A:
V(X)) = (P+ PX) = (P) + o(PX) = P’ + a PX .
Fiir o = 1 ist eine Dilatation eine Verschiebung.

3. Parallelprojektion: Sei L ein nichtleerer Unterraum von A mit der Richtung U und
Pe L Ist V=U®®@W eine Zerlegung von V als direkte Summe (d.h., jedes v € V
148t sich eindeutig als v =« + w mit v € U und w € W schreiben), dann ist

p:V—U u+w-—u

eine lineare Abbildung. Die affine Abbildung ¢ mit ¢ als zugehérige lineare Abbildung
und ¢(P) = P heifit Parallelprojektion auf L lings W. Es gilt ©)(A) = L, und fiir jeden
Punkt Q € L gilt PQe U, also

- —

¥(Q) = ¥(P+ PQ) = ¢(P) + ¢(PQ) = P+ PQ= Q.

Satz 3.3 Ist v : A — A’ eine affine Abbildung mit der zugehorigen linearen Abbildung
p: V. — V' so gilt:

i) Ist L ein affiner Unterraum von A mit der Richtung U, dann ist ¢(L) ein affiner Unter-
raum von A" mit der Richtung o(U). Insbesondere gilt dim (L) < dim L.

it) Sind L, L' parallele Unterrdume von A, dann sind auch (L) und ¥ (L") parallel.

iii) Sind Py, Py und P kollineare Punkte aus A mit 1(FPy) # 1 (Py), so gilt

TV(PO,Pl; P) = TV(¢(P0)7¢(P1)§¢(P))~
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Beweis. i) Sei P € L. Dann gilt L = P+ U, also ¢(L) = ¢(P) + ¢(U). Da ¢(U) ein Un-
terraum von V' ist, ist ¢(P) 4+ ¢(U) ein Unterraum von A’ mit der Richtung ¢(U). Wegen
dim ¢(U) < dim U folgt dim (L) < dim L.
ii) Ist U die Richtung von L und U’ die Richtung von L' so ist ¢(U) die Richtung von
(L) und @(U’) die Richtung von t(L). Gilt also U C U’, so folgt o(U) C ¢(U'), also
Y(L) || ¥(L'). Entsprechend folgt (L) || (L) falls U’ C U.
iii) Sei A = TV (Fy, P; P), also P = Py + A PyPy. Dann folgt A = TV (Fy), v (P1); v (P)),
da ) (P) = (Po) + 9\ BoPy) = (Po) + Mp(RoPr) = w(Bo) + A (P (Py).

O

Bemerkung.

1. Affine Abbildungen iiberfithren damit zum Beispiel Punkte in Punkte und Geraden in
Punkte oder Geraden.

2. Man sagt auch, daf} die Parallelitdt und das Teilverhéltnis affine Invarianten sind.
3. Gilt x(K) # 2, so sind affine Abbildungen mittelpunktstreu.

4. Ist ) : A — A eine affine Abbildung und L ein Unterraum von A, so heifit L Fixraum,
wenn (L) = L. Speziell spricht man auch von Fixpunkten und Fixgeraden. Sind die
Punkte einer Fixgeraden g alle Fixpunkte, so nennt man g auch Fixpunktgerade. Ist
zum Beispiel ¢ eine Parallelprojektion auf L, so sind alle Punkte auf L Fixpunkte.

5. Insbesondere besagt Satz 3.3, daf§ unter einer Affinitdt Geraden wieder in Geraden
abgebildet werden. Bijektionen von A mit dieser Eigenschaft nennt man auch Kolli-
neationen. Aus geometrischer Sicht ist es nun interessant zu wissen, ob auch umgekehrt
Kollineationen stets Affinitdten sind. In diesem Falle lielen sich Affinitdten rein geome-
trisch kennzeichnen. Bis auf drei offensichtliche Ausnahmen ist das auch tatséchlich der
Fall: Hat A zum Beispiel die Dimension 1, so ist jede bijektive Abbildung ) : A — A
eine Kollineation. Das gilt offenbar auch dann, wenn K nur zwei Elemente hat, wenn
also K = Z, gilt. Weiterhin induziert jeder Automorphismus von K eine Kollineation.
Der Hauptsatz der affinen Geometrie besagt nun im wesentlichen, dafl dieses auch alle
Ausnahmen sind: A sei ein affiner Raum, der keine Gerade ist. Gilt K # Zo und hat K
nur den trivialen Automorphismus, so ist jede Kollineation von A eine Affinitit. Bei-
spiele fiir Kérper mit den eben angegebenen Eigenschaften sind Q und R. Der Korper
C der komplexen Zahlen hat dagegen iiberabzihlbar viele Automorphismen.

Koordinatendarstellung affiner Abbildungen

Im folgenden sei ¢ : A — A’ eine affine Abbildung und ¢ : V' — V"’ die zugehorige lineare
Abbildung zwischen den Richtungen. B := {0, ay, ..., a,} sei ein affines Koordinatensystem
von A und B’ := {0, d],...,al,} ein affines Koordinatensystem von A’. Wir untersuchen
nun den Zusammenhang zwischen den Koordinatenvektoren von X € A und ¢(X) € A’
beziiglich der gegebenen Koordinatensysteme. Dazu sei (z1,...,z,) der Koordinatenvektor
von X und (yi,...,y,,) der Koordinatenvektor von ¢ (X). Dann gilt

Y(X) = YO+ OX) =(0) + p(OX)
— O'+ O'Y(0) +p(OX).
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Sind nun wi, ..., w,, die affinen Koordinaten von ¢(Q) beziiglich B’, also

O'v(0)=wia) + -+ w a

und 7, ...,z die Koordinaten von gp((ﬁ) beziiglich {a},...,a,,}, also
P(OX) = ahdy + -+ + 2y,
so folgt fiir die Koordinaten insgesamt

(i, yn) = (wi, ... w )+ (2, ...,20).

Der Zusammenhang zwischen x = (z1,...,2,) und 2’ = (2, ...,2),) ergibt sich durch die

rYm

Matrixdarstellung A, von ¢ beziiglich {a1,...,a,} und {d},...,a],} (vgl. Kapitel 4.2). Da-

bei sind die Eintrége von A, = (a;;) durch ¢(a;) = a1;a} + - - - + am;al, bestimmt, und es gilt
Ayt = 2t

Koordinatendarstellung von ¢ : A — A’ beziiglich B und B’:

xy wy 41
Aga + =
Tn Wy Ym
Dabei ist (x1,...,2,) der Koordinatenvektor von X, (v,...,y,,) der Koordinaten-

vektor von ¢(X), (wf,...,w,,) der Koordinatenvektor von ¢(O) und A, die ent-
sprechende Matrixdarstellung von ¢, wobei ¢ die zu 1) gehérende lineare Abbildung
zwischen den Richtungen von A und A’ ist.

Genau dann ist 7 ein Isomorphismus, wenn ¢ ein Isomorphismus ist, d.h., wenn A, eine
reguldre Matrix ist.

Beispiel. A sei die reelle affine Ebene und B = {0, a;,as} ein affines Koordinatensystem
von A mit den Einheitspunkten A; = O 4 a;, Ay = O + ay. Dann gibt es genau eine affine
Abbildung ¢ : A — A mit

770(0) = PO(_77 4)7 77Z)(A1) = Pl(_177 10)7 1/}(142) = PQ(_257 15)

Gesucht ist die Koordinatendarstellung von 1) beziiglich B. Dazu berechnen wir zunéchst
die Matrixdarstellung A, von ¢ beziiglich {a;,as}, wobei ¢ die zu 1 gehérende lineare
Abbildung ist.

plar) = p(OA)) =p(O)y(A)=PyPi= ~10a; + 6as,
o(ar) = @(OA) =1h(O)p(Ay)=PyPoy= —18a; + 11ay.

o () =(0) (% ) ()
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6 11
lung von ¢ benutzen, um v auf Fixpunkte und Fixgeraden zu untersuchen.

Da ( —10 —18 ) regular ist, ist ¢ eine Affinitat. Wir wollen nun die Koordinatendarstel-

Fizpunkte. Ist ¢ : A — A eine affine Abbildung, so ist X € A Fixpunkt, wenn ¢(X) = X.
Hat v beziiglich eines affinen Koordinatensystems die Darstellung y* = w'+ A, so gehoren
genau die Koordinatenvektoren x zu Fixpunkten, fiir die ' = w' + A 2" gilt. In unserem
Beispiel muf3 also das folgende LGS geltst werden:

11 =18\ [\ [ 7
6 10 ze )\ —4 )
Das LGS hat genau eine Losung, ndmlich (1, —1), und damit ist P¢(1, —1) einziger Fixpunkt
von .

Fizgeraden. Ist ¢p : A — A eine affine Abbildung mit der zugehorigen linearen Abbildung
¢ : V. — V, dann ist die Gerade g mit der Parameterdarstellung g : X = P + Av genau
dann Fixgerade, wenn ¢ (P) auf g liegt und ¢([v]) = [v]. Zur Berechnung der Fixgeraden
miissen also zunéchst die Eigenwerte von ¢ berechnet werden und dann die Punkte mit der

Eigenschaft, dafl P = ¢ (P) oder Py (P) ein Eigenvektor ist. Ist also A ein Eigenwert, so liegt
P genau dann auf einer Fixgeraden, deren Richtung durch einen Eigenvektor zum Eigenwert
A gegeben ist, wenn

p(Py(P)) = A Py(P)

gilt. Hat ¢ beziiglich eines affinen Koordinatensystems die Darstellung y* = w' + A 2" und
ist p der entsprechende Koordinatenvektor von P, so mufl also gelten

Ap(w' + (Ap = E)p") = AMw' + (Ap — En)p'), also
(A, — AE)w' = —(A,— \E,)(A, — E,)p'
In unserem Beispiel hat ¢ die Eigenwerte —1 und 2. Ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 ist

v_1 = —2ay + ag, und vy = —3a; + 2a ist ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert 2. Ist nun
P ein beliebiger Punkt mit dem affinen Koordinatenvektor (p;,ps), so kann entsprechend

den obigen Uberlegungen die Eigenschaft, da Pi)(P) Eigenvektor zum Eigenwert —1 ist,
folgendermaflen durch die Koordinaten ausgedriickt werden:

(DB )

Wir erhalten fiir die Koordinaten von P also das LGS

-9\ 9 18 P1
6 ) \ -6 —12 p2 )’
das eine eindimensionale Losungsschar hat. Es gibt somit genau eine Fixgerade ¢g_; mit der

Richtung [v_1]; auf ihr liegt zum Beispiel der Punkt P(—1,0).
Fiir Fixgeraden mit der Richtung [vs] betrachten wir entsprechend

(2D (CE R RR)
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und erhalten das LGS
12\ [ =24 —-36 D1
()= %) ()
das ebenfalls eine eindimensionale Losungsschar hat. Es gibt somit genau eine Fixgerade g
mit der Richtung [vo]; auf ihr liegt zum Beispiel der Punkt P(—2,1).
Die Fixgeraden schneiden sich in genau einem Punkt Z(1,—1). Als Schnittpunkt zweier ver-
schiedener Fixgeraden ist Z ein Fixpunkt (siehe oben). Wihlen wir nun Z als Ursprung eines

neuen affinen Koordinatensystems und die beiden Fixgeraden ¢g_; und gy als Koordinaten-
achsen, so hat ¢ die Koordinatendarstellung

. y/ o —1 0 T
()= os)(2)
4. Affine Quadriken

Im folgenden ist K stets ein Korper mit der Charakteristik # 2.

Definition 4.1 Ist V' ein K-Vektorraum und 5 :V xV — K eine symmetrische Biline-
arform, so heifst

g3V — K,v+— [(v,v)

(die durch (3 bestimmte) quadratische Form. Die quadratische Form qg heifft trivial, wenn
q3(v) =0 fiir alle v € V gilt.

Bemerkung.

1. Man schreibt auch nur ¢ statt gg, wenn klar ist, zu welcher symmetrischen Bilinearform
q gehort.

2. Ist (8 eine symmetrische Bilinearform, so gilt fiir alle v,w € V:

Sa(o ) —q(v) —q(w)) =SB+ w,v-+w) — Bo,v) — B, w))

= S(80,w) + Alw,v)

= S(8,w) + (v, w)

= (v, w).

Damit ist 3 durch g eindeutig bestimmt. Insbesondere ist also gz genau dann trivial,
wenn 3 trivial ist.
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Ist {ay,...,a,} eine Basis von V und [ eine symmetrische Bilinearform auf V' sowie
Az € K, , die entsprechende Matrixdarstellung von 3, d.h. Ag = (a;;) mit a;; = B(a;, a; ),
dann gilt fiir beliebige Vektoren v, w € V'

(o U1
Bv,w) = (v,...,v,)Ap : , also gg(v) = (v1,...,v0)Ag | :
Wnp Un
wobei (vq,...,v,) und (wy,...,w,) die Koordinatenvektoren von v bzw. w sind (vgl. Kapitel
6.1). Man nennt daher Ag auch die Matrixdarstellung von ¢. Ist {a}, ..., a),} eine weitere Ba-
sis von V' und 7" die Transformationsmatrix des Basiswechsels {a},...,a,,} — {a1,...,a,},
dann gilt
wy w)
Bv,w) = (v1,...,v,)Ap : = (v}, ..., 0 )T" AT : :
Wy, w!
wobei (v],...,v)) und (w},...,w)) die Koordinatenvektoren von v bzw. w beziiglich der

Basis {a},...,al} sind, d.h., T*AgT ist die Matrixdarstellung von § beziiglich der neuen
Basis.

Definition 4.2 Zwei Matrizen A, B € K,,,, heiffen kongruent, wenn es eine requlire Matriz
T € Ky, so gibt, dafp A =T'BT gilt.

Bemerkung.
1. Die Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der (n, n)-Matrizen iiber K.
2. Zwei kongruente Matrizen haben denselben Rang.
3. Zwei kongruente Matrizen beschreiben im wesentlichen dieselbe Bilinearform.

4. Jede zu einer symmetrischen Matrix A kongruente Matrix ist selbst symmetrisch, denn
es gilt: (T'AT) = T'A'T" = T*AT.

Satz 4.3 Jede symmetrische Matrixz iber einem Korper mit der Charakteristik # 2 ist zu
einer Diagonalmatriz kongruent.

Dieser Satz ist dquivalent zu

Satz 4.4 Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber einem Korper K mit der Cha-
rakteristik # 2 und ist 3 eine symmetrische Bilinearform auf V', dann gibt es eine Basis von
V', beziiglich der die Matrizdarstellung Ag von [ eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollstéindige Induktion nach n = dim V', wobei die
Behauptung fiir n = 0 offenbar gilt. Sei also n > 0. Gilt f(v,w) = 0 fiir alle v,w € V, so ist
(B(a;, a;)) die Nullmatrix und damit diagonal fiir jede Basis {a, ..., a,} von V. Wir nehmen
nun an, daf es v,w € V mit G(v,w) # 0 gibt. Wegen

B(v,w) = %(ﬂ(v +w,v+w) — [(v,v) — B(w,w))
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gibt es a1 € {v,w,v + w} mit B(as,a;) # 0.
Blay,:):V — K, v+ [(ay,v)

ist eine lineare Abbildung mit dem Rang < 1. Wegen ((ay, a;) # 0 ist der Rang 1 und damit
der Defekt n — 1, d.h.,
U:={veV|pla,v)=0}

ist ein Unterraum von V mit dimU = n — 1. Die Restriktion 5" von g auf U x U ist ei-
ne symmetrische Bilinearform auf U. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun eine Basis
{ag,...,a,} von U mit f(a;,a;) = B'(a;,a;) = 0 fir i # j. Wegen a; ¢ U ist {a1,...,a,}
eine Basis von V mit ((a;,a;) =0 fir ¢ # j und 7,5 > 1. Aufgrund der Definition von U gilt
auch B(ay,a;) =0 fiir j > 1.

O

Definition 4.5 FEs sei A ein affiner Raum mit der Richtung V dber einem Koérper K der
Charakteristik # 2 und O ein Punkt von A. Fine Teilmenge Q C A von A heifit Quadrik
oder quadratische Hyperfliche, wenn es eine nichttriviale quadratische Form q : V — K,
eine lineare Abbildung f :V — K und ein b € K so gibt, daf gilt

Q= {X | 4(OX) +2f(0X) +b=0}.
Bemerkung.

1. Obige Definition ist unabhingig vom gewéhlten Punkt O, d.h., ist O ein weiterer
Punkt von A, so gibt es eine nichttriviale quadratische Form ¢’ : V' — K, eine lineare
Abbildung [’ : V — K sowie ein b’ € K mit

Q=1{X | (O'X)+2f(O'X) +V = 0}.
Um das einzusehen, betrachten wir

¢(0X) = q(00 +O'X)
= BO0 + O'X,00 + O'X)
= BO'X,0'X) +28(00,0'X) + B(00, 00,
f(OX) = f(OO + O'X) = f(00) + f(O'X).
Dann folgt mit ¢ = ¢, f' = f +ﬁ((’)?9’,-) und O = ﬂ(@??’,@??’) + 2f((9?9’) + b die
Behauptung.

2. Lineare Abbildungen f :V — K nennt man auch Linearformen.

3. Fiir n = 2 heiflen Quadriken Kurven 2. Ordnung oder Kegelschnitte, fiir n = 3 heiflen
sie Fldachen 2. Ordnung oder quadratische Flachen.

4. Quadriken konnen auch leer sein.
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Koordinatendarstellung von Quadriken.

Sei A ein affiner Raum mit der Richtung V und {O,ay,...,a,} ein affines Koordinaten-
system von A sowie X ein Punkt von A mit dem zugehorigen affinen Koordinatenvektor
r = (21,...,2,). Ist ¢ eine quadratische Form auf V' mit der entsprechenden Matrixdarstel-
lung B, so gilt q((ﬁ(> ) = xBz!', und ist f eine Linearform mit der entsprechenden Matrixdar-
stellung b € K™, so gilt f(OX) = bat. Fiir die Quadrik Q = {X | ¢(OX)+2f(OX)+b =0}
ergibt sich somit die Koordinatendarstellung

X €Q < zBx' +2bxt +b=0.

Ist andererseits B € K, , von der Nullmatrix verschieden und symmetrisch sowie b € K"
und b € K, dann ist
Q:={X | zBz' +2bz" + b= 0}

eine Quadrik. Mit den Bezeichnungen B = (b;;) und b = (by,...,b,) ergibt sich also

ij=1 i=1

Wie die Koordinaten der Punkte einer Hyperebene Losungen einer linearen Gleichung iiber
K sind, so sind die Koordinaten der Punkte einer Quadrik Losungen einer quadratischen
Gleichung iiber K. Jede quadratische Gleichung

n n
E Qi TiZj + E a;r; +a = 0 mit Qij, Ajy G e K

ij=1 i=1

kann in die Gleichung einer Quadrik zBz' + 2bz' + b = 0 umgeschrieben werden, wobei
bij = bj; = %(aij + aj;) sowie b; = %ai und b = a zu setzen ist.

Definiert man die zugehorige erweiterte Matrix B,,,, durch

b b ... b,
b b bl bll . bln

Berw T ( bt B ) - Y
by, bui ... bun

so erhalt man in formaler Schreibweise
X €Q < (1,2)Bey ( ;t > = 0.

Beispiel. Beziiglich eines affinen Koordinatensystems sei in der reellen affinen Ebene die

Quadrik ) gegeben durch

Q = {X | 222 + 523 + 6w125 — 225 + 1 = 0}.
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Dabei sind die Ausdriicke in z125 und xoz; zusammengefafit. Setzt man nun

B—(2 3>, b=(0,—1) und b=1,

35
so gilt
1 0 -1
Q={X|2B2"+2b2' +b=0} und B,,=| 0 2 3
-1 3 5

Koordinatentransformation.

Im affinen Raum A seien nun zwei affine Koordinatensysteme gegeben, und die Umrechnung
der affinen Koordinaten des einen (gestrichenen) Systems in die Koordinaten des anderen
(ungestrichenen) ergebe sich geméifl folgender Gleichungen:

2" =yt + Tt ot =yt + T

Im ungestrichenen System habe die Quadrik @ die Darstellung Q = {X | x Bz'+2bz'+b = 0}.
Wir wollen nun die Koordinatendarstellung der Quadrik () im gestrichenen System berech-
nen.

Bt + 262t +b = (¢ +2TYBW"' +T'2'") +26(y" +T'2"") +b
= T"'BT'2" +yBT'2" +2'T"By" + By + 2by"" + 26T"2" + b
= 2T"BT'z" +2(y BT +6T")a"" + i By + 2by"" + b
' B'a’t 4+ 202" + 1V, wobei gilt

B =T"'BT'
b' =y BT + b’ p (1L O\, (1O
b/ — y/By/t + 2by/t + b erw y/t T/ erw y/t T, .

Obige Gleichungen werden auch als Transformationsgleichungen einer Quadrik bezeichnet.
Insbesondere haben wir also folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.6 Ist die Quadrik Q@ des affinen Raums A beziiglich eines affinen Koordinatensy-
stems durch eine quadratische Gleichung mit der erweiterten Matriz B, gegeben, so wird
Q beziiglich eines anderen affinen Koordinatensystems durch eine quadratische Gleichung
beschrieben, deren erweiterte Matriz kongruent zu Bey., 1St.

Beispiel. Wir betrachten in der reellen affinen Ebene die Quadrik @), die beziiglich eines
affinen Koordinatensystems durch die Gleichung

2:15% +5:1:§ + 62129 — 229 +1=0
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definiert ist (vgl. obiges Beispiel). Ein neues (gestrichenes) Koordinatensystem sei durch die
Transformationsgleichung

zi [ -1 n 1 2 Ty
zh )\ 1 11 To
gegeben. Dann gilt
Ty o\ _ ot st —3 -1 2 x
()= (57) (0 2) (),

Die Quadrik @) wird im gestrichenen Koordinatensystem durch die Gleichung

1t

B2t 20t b =0

beschrieben, wobei gilt

rer = ()G )G
b' =BT +b6T" = (—3,2)@ g)(_ll _21)+(o,—1)(_11 _21):(0,0),

W =y'By' +2by +b = (—3,2)<§ g)(_23)+2(0,—1)(_23)+1:—1.

Somit gilt

o

Q={X|z"+a,>—1=0}.

FaBt man die Gleichung z/* = 3’ + T als Koordinatendarstellung einer Affinitéit auf, so
ergibt sich unmittelbar folgender

Satz 4.7 Ist Q) eine Quadrik eines affinen Raums A und ist ¢ : A — A eine Affinitdt,
so ist V(Q) ebenfalls eine Quadrik in A. Dabei werden @ und (Q) durch quadratische

Gleichungen mit kongruenten erweiterten Matrizen beschrieben.
Bemerkung.

1. Zwei Quadriken eines affinen Raums lassen sich genau dann durch eine Affinitét inein-
ander iiberfithren, wenn sie sich beziiglich geeigneter affiner Koordinatensysteme durch
dieselbe Gleichung beschreiben lassen. In diesem Falle nennt man die Quadriken auch
affingleich.

2. Ist @ eine Quadrik in A und ¢ : A — A eine affine Abbildung, die nicht injektiv
ist, so ist i.a. ¥(Q) keine Quadrik. Im 3-dimensionalen reellen affinen Raum ist zum
Beispiel das Bild eines Ellipsoides unter einer Parallelprojektion auf eine Ebene keine
Quadrik, denn als Bild ergibt sich keine Kurve 2. Grades. Es besteht vielmehr aus einer
Ellipse und allen ihren inneren Punkten.

Das Ziel der néchsten Untersuchungen wird es sein, die Klassen affingleicher Quadriken ei-
nerseits geometrisch und andererseits durch ”Normalformgleichungen” zu kennzeichnen.
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Satz 4.8 Die Quadrik Q) des affinen Raums A werde beziiglich eines affinen Koordinaten-
systems durch die Gleichung xBx' + 2bx' + b = 0 mit RgB = r beschrieben. Dann existiert
ein affines Koordinatensystem, in dem @) durch eine Gleichung in Normalform beschrieben

wird, d.h. durch

(1) aux'? +t a,,rm'f =0, falls RgB,., = RgB,
(2) apna’s + 4 apa’> +1=0, falls RgBerw = RgB + 1,
(3) allm'f + arrx'z + 2z, ., =0, falls RgBer, = RgB + 2.

Dabei sind ayq, . .., a. jeweils von 0 verschieden.

Beweis. Da kongruente Matrizen denselben Rang haben, konnen in den Aussagen iiber RgB
und RgB,,,, die Matrizen B und B,,,, durch die entsprechenden Matrizen der Normalform-
gleichung ersetzt werden. Fiir diese gilt die Behauptung aber offensichtlich. Um die Existenz
einer Normalformgleichung zu beweisen, wenden wir zunéchst Satz 4.3 an und erhalten ein
neues Koordinatensystem, in dem die Matrixdarstellung B’ eine Diagonalmatrix ist. Wir
konnen daher gleich annehmen, da B eine Diagonalmatrix ist und daf§ b; # 0 fir ¢ < r
sowie b;; = 0 fiir r < ¢ gilt. Ist nun b eine Linearkombination der Zeilenvektoren von B, so

gibt es ein ¥ € K™ mit y'B = —b. Wahlen wir ein Koordinatensystem mit der Transfor-
mationsgleichung x = ¢ + 2/, so ist b’ = O im neuen Koordinatensystem, d.h., ) wird hier
durch die Gleichung 51155/12 44 brrx;? +bv =0

beschrieben. Ist &' = 0, so haben wir den Gleichungstyp (1). Ist &’ # 0, so teilen wir durch ¥
und erhalten den Gleichungstyp (2). Ist b keine Linearkombination der Zeilenvektoren von
B, so gibt es y € K™ mit y B+b = (0,...,0,b,,,...,0,) und (b,,,...,b,) # (0,...,0).

’en

Weiterhin existiert eine regulire (n — r,n — r)-Matrix T mit (5., ,,...,b,)T = (1,0,...,0).

Mit
,_(E ©
T'_(ot T)

erhalten wir die Transformation in ein Koordinatensystem, in dem ) durch die Gleichung

by’ + -+ byl + 2, + 0 =0

beschrieben wird. Wir kénnen also wieder annehmen, dafl () im urspriinglichen System durch
bnxf 4+ 4 br,.xf +2r,.1+b=0

definiert ist. Wéahlen wir ¢/ = —gerﬂ und 77 = E,,, so wird () im neuen System wie gewiinscht
durch

bua,® 4+ bl + 2 =0

beschrieben, also durch den Gleichungstyp (3).
O

Fiir konkrete Aufgabenstellungen ist es oft von Vorteil, wenn eine Quadrik durch eine Glei-
chung in Normalform gegeben ist. Ist dieses nicht der Fall, muf§ nicht nur eine Normalform
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berechnet werden, sondern auch eine zugehorige Transformation. Im folgenden soll nun ein
Algorithmus vorgestellt werden, mit dessen Hilfe ”von Hand” relativ schnell eine Normal-
formgleichung und die zugehorige Transformation berechnet werden kann. Dabei werden
elementare Zeilen- und Spaltenumformungen durchgefiihrt, die zunéchst als Multiplikation
mit geeigneten Matrizen von links oder rechts an die erweiterte Matrix der Quadrik gedeutet
werden sollen.

Sei M eine (n + 1)-reihige quadratische Matrix mit Eintragen aus K.

o (;; sei die Matrix, die aus E,1; durch Vertauschen der ¢-ten und j-ten Spalte entsteht.
Dann entsteht M - C;; aus M auch durch Vertauschen der i-ten und j-ten Spalte.

e Fiir a € K,a # 0 sei C,; die Matrix, die aus E,,; durch Multiplikation der i-ten
Spalte mit a entsteht. Dann entsteht M - C,; aus M auch durch Multiplikation der
i-ten Spalte mit a.

o (jiyj sei die Matrix, die aus E,, 1 durch Addition der i-ten zur j-ten Spalte entsteht.
Dann entsteht M - Cj;4; aus M auch durch Addition der i-ten zur j-ten Spalte.

Die entsprechenden Zeilenumformungen werden an M durch Multiplikation mit C’fj,C’é_i
und CY +; von links an M durchgefiihrt. Ist nun B,.,, die erweiterte Matrix einer Qua-
drikgleichung, so werden elementare Spalten- und die entsprechenden Zeilenumformungen
gleichzeitig an B,,,, mit dem Ziel vorgenommen, eine Matrix zu erhalten, die einer Normal-

formgleichung entspricht:

Dabei sind die Matrizen S... vom oben angegebenen Typ. Es mufl nun folgende Grundregel
beachtet werden:

Die erste Spalte (Zeile) darf mit keiner anderen Spalte
(Zeile) vertauscht, mit keinem Element aus K multipli-
ziert und zu keiner anderen Spalte (Zeile) addiert werden.

Unter Beriicksichtigung dieser Regel hat jede Matrix S.. und damit auch das Produkt
Sy -+ S als ersten Zeilenvektor das Tupel (1,0,...,0). Man iiberlegt sich leicht, dafl
die Matrix B,,, durch die gleichzeitige Anwendung von elementaren Spalten- und den ent-
sprechenden Zeilenumformungen unter Beriicksichtigung obiger Grundregel in eine Matrix
der folgenden Art iiberfithrt werden kann:

00 ... 0 0 .. a 0 ... 0 0 8 ao 8 (1) 8
0 an 0 0 ... 0 ay 0 0 . 11 | .
0 arr 0 . ’ 0 arr 0 ’ 0 arr, 0 0
- 0 0 0 0
Dabei sind a, a1, ..., a, von 0 verschieden. Dieses sind dann die erweiterten Matrizen, die

zu den Normalformgleichungen von Quadriken gehoren.
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Um die Transformationsgleichung zu erhalten, werden die Spaltenumformungen in jedem
Schritt auch an der Einheitsmatrix E,, . durchgefiihrt. Man erhélt also folgendes Schema:

Berw En+1
Si Berw 'Sl En+1 'Sl
Sltc 5115 Berw 'Sl """ Sk En+1 Sl “““ Sk
Setzt man S =S5y - -+ Sk, so gilt

1o
S:(y’t T’)’

wobei ¢y € K" und T’ € K, regulir ist. Fiihrt man nun mit Hilfe von zt = y* + T"2"
ein neues (gestrichenes) Koordinatensystem ein, so erhdlt man fiir die Quadrik @ eine der
folgenden Gleichungen:

/2 12 .

anxy” + -+ apr,” =05 an, ..., 4 #0,
/2 12 .

1124 +"'+a7‘rxr +CL:0, a7a117"'7a7‘7‘7é07
/2 12 / .

a1xy + -0+ an, +2xr+1 :O, all?"'aarr#o'

Beispiel. Beziiglich eines affinen Koordinatensystems sei im 3-dimensionalen reellen affinen
Raum die Quadrik ) durch die Gleichung

xf + 2x§ + x§ 4+ 22129 + 22123 + 22903 + 421 + 229 + 623 +1 =0

gegeben. Diese Gleichung ist dquivalent zu xBx! + 2bz' + b = 0 mit
1 11
B=[121],6=(213),0=1
1 11

Fiir die erweiterte Matrix B, gilt dann

Berw =

W = N
— = =N
— N = =
—_ = =W

Wir schreiben nun in die ersten beiden Spalten des Rechenschemas die Matrizen B.,.,, und
E,.1. Die zweite Zeile des Rechenschemas entsteht aus der ersten, indem an den beiden
Matrizen eine entsprechende Spaltenumformung vorgenommen wird. In die dritte Spalte
kommt B,,,, nach weiterer Anwendung der zugehorigen Zeilenumformung. Die dritte Zeile
des Rechenschemas entsteht entsprechend aus der zweiten usw.
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Fir die erste Zeile des Rechenschemas erhalten wir also:

1 213 1000
2111 0100
1121 0010
31 11 0 001

Subtrahieren des 2-fachen der zweiten Spalte von der ersten ((S1) —2 - (52)):

-3 21 3 1 0 00 -3 0 -1 1
0111 -2 100 01 11
-1 1 21 0010 -1 1 21
1 111 0 0 01 11 11
Subtrahieren der zweiten Spalte von der dritten ((S3) — (52)):
-3 0 -1 1 10 00 -3 0 -1 1
01 01 -2 1 -1 0 01 01
-1 1 11 00 10 -1 0 10
11 01 00 01 11 01
Subtrahieren der zweiten Spalte von der vierten ((S4) — (52)):
-3 0 -1 1 10 0 O -3 0 -1 1
01 00 -2 1 -1 -1 01 00
-1 0 10 00 1 0 -1 0 10
11 00 00 0 1 10 00O
Addieren der dritten Spalte zur ersten ((S1) + (53)):
-4 0 -1 1 10 0 O -4 0 0 1
01 00 -3 1 -1 -1 0100
00 10 10 1 0 0010
10 00 0 0 1 1000
Addieren des 2-fachen der vierten Spalte zur ersten ((S1) 42 - (54)):
-2 0 01 10 0 O 0001
0100 -5 1 -1 -1 0100
0010 10 1 O 0010
1 000 0O 0 1 1 000

Wir erhalten ein neues affines Koordinatensystem, beziiglich dessen die Quadrik durch die
Gleichung

22 =0
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beschrieben wird. Dabei ist das neue Koordinatensystem durch die folgenden Transformati-
onsgleichungen definiert:

7 -5 1 -1 -1 2!

T | = 1 ]1+10 1 0 xh |,
T3 2 0 0 1 xh

T 2 111 T
 |=| -1+ 010 To

xh —2 0 01 T3

Das néchste Ziel ist es nun, die reellen Quadriken affin zu klassifizieren:

Affine Klassifikation der reellen Quadriken:

Im n-dimensionalen reellen affinen Raum (n > 2) kann jede nichtleere Quadrik durch genau
eine der folgenden Gleichungen beschrieben werden (dabei ist ein geeignetes affines Koordi-
natensystem zu wéhlen):

(1) af4-ta;—afy— - —a,=0; 1<k<m, 2k—m >0,
(2) i+ ta -, — o —a, =1 1<k<m,
(3) af4-tap -t — 2 22 =0; 1<k <m, 2k—m > 0.

Fiir n = 3 ergeben sich folgende Quadriken:

r1=0: Q ist eine Ebene.

22 — 22 =0: @ besteht aus zwei sich schneidenden Ebenen.
r]+ 13 =0: Q ist eine Gerade.

xi+ a5 — x5 =0: Q ist ein Kreiskegel.

o]+ x3 + 25 =0: Q ist ein Punkt.

27 =1: Q besteht aus zwei parallelen Ebenen.

x] — 25 =1: Q ist ein hyperbolischer Zylinder.

22+ 25 =1: Q ist ein Kreiszylinder.

x] — x5 — a3 =1: Q ist ein zweischaliges Hyperboloid.
x4+ 22 — 22 =1: Q ist ein einschaliges Hyperboloid.
o]+ x5+ a5 =1: Q ist eine Kugel (Ellipsoid).

o7 + 21y = 0: Q ist ein parabolischer Zylinder.

22 — 224 225 =0: @ ist ein hyperbolisches Paraboloid.

o]+ 13+ 2w3 =0: Q ist ein elliptisches Paraboloid.

Im folgenden ist A stets ein affiner Raum der Dimension n > 2 mit der Richtung V.

Definition 4.9 Ist ) eine nichtleere Quadrik in A und M € A ein Punkt von A, so heif$t
M Mittelpunkt von Q, wenn fiir alle v € V' qilt:

M4veQR <= M—veQ.



34

Bemerkung.
1. Man definiert M —v := M + (—v) fir M € Aund v € V.

2. Wegen Symmetrie muf fiir einen Mittelpunkt M lediglich M —v € Q = M +v € Q
fir allev eV oder M +v € Q = M —v € Q fiir alle v € V nachgewiesen werden.

3. Es gibt Quadriken ohne Mittelpunkte; zum Beispiel hat eine Parabel in der affinen
reellen Ebene keinen Mittelpunkt. Ist () eine Ellipse oder eine Hyperbel, so hat @)
einen Mittelpunkt, der aber nicht auf @) liegt. Besteht () aus zwei sich schneidenden
Geraden, so hat ) einen Mittelpunkt, der sogar auf @) liegt.

Satz 4.10 Ist () eine Quadrik in A, die in keiner Hyperebene von A liegt und beziiglich eines
affinen Koordinatensystems die Gleichung xBx' + 2bx' + b = 0 hat, so gilt fiir jeden Punkt
P von A mit dem Koordinatenvektor p:

P ist Mittelpunkt von Q <= Bp' + b' = O".
Beweis. Zunichst gilt fiir einen beliebigen Punkt X von ) mit dem Koordinatenvektor x:

X+2XPeQ < (242(—2+p)Blz+2(—z +p)) +2b(x+2(—z+p))' +b=0
< aBx'+2bz' +b+4xB(—x +p)' +4(—x +p)B(—x +p)' +
4b(—z +p)' =0
< 4(pB+b)(—x+p)' =0.

Sei nun P ein Punkt von A mit Bp' + b' = O, Wir zeigen, dal P ein Mittelpunkt von @
ist. Dazu sei v € V mit P — v € (). Setzen wir X = P — v, dann folgt X € Q,ﬁ: v und
A(pB+B)(—z +p)' =0, also P+v =X +2 XPe Q.

Sei nun P ein Mittelpunkt von Q. Wir zeigen Bp' + b’ = O'. Zunichst gilt fiir jeden Punkt
X eq @ wegen X = P— XPe @ und der Mittelpunktseigenschaft von P auch X + 2 XP=
P+ XPe Q. Es folgt also 4(pB+b)(—z+p)' = 0 fiir alle X von Q. Wire nun Bp' +b' # O,
SO ware wegen

(pB +b)z' = (pB + b)p' fiir alle X aus Q

die Quadrik () in einer Hyperebene enthalten - Widerspruch.
O

Bemerkung. Ist () eine nichtleere Quadrik des affinen Raums A mit der Koordinatendar-
stellung z Bz’ + 2bx' + b = 0 und liegt @) in keiner Hyperebene von A, so bilden wegen
Satz 4.10 die Mittelpunkte von @) einen affinen Unterraum mit der beschreibenden Glei-
chung Bz! = —b’. Liegt @ in einer Hyperebene von A, so sei L der kleinste Unterraum von
A, der @ umfafit. Jeder Mittelpunkt von ) aus A liegt dann in L. Gilt Q = L, so ist L die
Menge aller Mittelpunkte. Gilt aber Q # L, so ist wegen obiger Uberlegungen die Menge
aller Mittelpunkte von ) in A ein affiner Unterraum von L und damit von A.

Definition 4.11 Ist ) eine nichtleere Quadrik in A und S € A ein Punkt von A, so heif§t
S Spitze von Q, wenn fiir allev € V' gilt:

S+ve@ =Vke K:S+kveqQ.
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Bemerkung. Offenbar ist jede Spitze ein Mittelpunkt von @), der selbst in @ liegt, und
umgekehrt ist jeder Mittelpunkt von @, der in @) liegt, eine Spitze. Hat ) eine Spitze, so
sind alle Mittelpunkte von ) Spitzen, und sie bilden einen affinen Unterraum von A. Die
Eigenschaft von @, einen Mittelpunkt oder eine Spitze zu haben, ist eine rein geometrische
Eigenschaft. Sie ist unabhingig von der Beschreibung durch eine quadratische Form und
eine Linearform sowie von einem gewahlten Koordinatensystem. Sie spiegelt sich aber in den
beschreibenden Normalformgleichungen, wie sie in Satz 4.8 angegeben sind, wider. Dieses
soll im folgenden néher untersucht werden.

Satz 4.12 Es sei A ein affiner Raum mit der Richtung V' und Q eine Quadrik in A. Genau
dann ist Q) ein affiner Unterraum von A, wenn jeder Punkt von () eine Spitze ist.

Beweis. Sei () ein affiner Unterraum von A und S ein Punkt von Q. Ist v € Vv # O
und P := S + v ein Punkt von @, dann liegt die Verbindungsgerade SP in (). Wegen
SP={S+kv|keK}ist S+ kv e Q fir alle k € K, also S eine Spitze. Sei nun ande-
rerseits jeder Punkt von @) eine Spitze. Wegen Aufgabe 5.1 reicht es aus zu zeigen, dafl mit
zwei verschiedenen Punkten P und P’ aus ) auch deren Verbindungsgerade PP’ in () liegt.
Mit v =PP' gilt P+v e Q,also P+ kv e @ fir alle k € K, da P Spitze von @ ist. Also
liegt PP’ ={P+kv | ke K} in Q.

O

Sei @ eine Quadrik des affinen Raums A, die in keinem echten Unterraum enthalten ist, also
insbesondere in keiner Hyperebene von A. Beziiglich eines affinen Koordinatensystems sei
Q ={X | xBx" + 2ba’ + b = 0}.

Die kegelige Quadrik: Es gilt RgB,,, = RgB, und wegen Satz 4.8 kann man das Koordina-
tensystem so wahlen, dafl gilt

Q={X|anzi+ - +a2> =0}

Dabei ist r = RgB. Der Ursprung O ist ein Mittelpunkt, der auf () liegt, also eine Spitze.
Alle Mittelpunkte sind Spitzen und bilden einen affinen Unterraum der Dimension n — 7.
Typische Beispiele im 3-dimensionalen reellen affinen Raum sind der Kreiskegel und das sich
schneidende Ebenenpaar.

Die (echte) Mittelpunktsquadrik: Es gilt RgBe., = RgB + 1, und wegen Satz 4.8 kann man
das Koordinatensystem so wéhlen, dafl gilt

Q:{X|a11x%—|—+awxz+1=0}

Dabei ist » = RgB. Der Ursprung O ist ein Mittelpunkt, der nicht auf @ liegt, also keine
Spitze ist. Kein Mittelpunkt liegt auf @, d.h., @ hat keine Spitzen. Die Mittelpunkte bilden
einen affinen Unterraum der Dimension n — r. Typische Beispiele im 3-dimensionalen reellen
affinen Raum sind das Ellipsoid, die Hyperboloide sowie der Kreiszylinder und der hyperbo-
lische Zylinder.

Die parabolische Quadrik: Es gilt RgBe., = RgB + 2, und wegen Satz 4.8 kann man das
Koordinatensystem so wahlen, dafl gilt

Q={X] au:l?%—i—---—i—arrxf—i—ZxTH =0}.
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Dabei ist » = RgB. Die Quadrik ) hat keinen Mittelpunkt. Typische Beispiele im 3-
dimensionalen reellen affinen Raum sind der parabolische Zylinder sowie das hyperbolische
und das elliptische Paraboloid.

Satz 4.13 Es sei QQ eine Quadrik und g eine Gerade des affinen Raums A. Haben g und Q)
einen nichtleeren Schnitt, so schneiden sich g und @ in genau einem Punkt oder in genau
zwei Punkten oder g liegt ganz in Q.

Beweis. Sei Q = {X | ¢(OX) + 2f(OX) + b = 0}, wobei ¢ eine quadratische Form und f
eine Linearform auf der Richtung V' von A ist, und weiterhin ¢ = P + [v]. Ein Punkt P+ A\v
von g (A € K) liegt genau dann in ), wenn

G(OP +)\v) + 2f(OP +\v) +b = 0.
Ist 0 die zu q gehorende Bilinearform, so ergibt sich hieraus

B(OP + v, 0P +X\v) + 2f(OP +X\v) + b =0, also
A2B(v,v) 4 2A(B(OP,v) + f(v)) + B(OP, OP) + 2f(OP) + b = 0.

Diese Gleichung ist 16sbar, da sich nach Voraussetzung g und @) schneiden. Gilt (v, v) # 0,
so gibt es genau zwei verschiedene Losungen oder genau eine doppelte; gilt 3(v,v) = 0, so
gibt es genau eine Losung oder alle A aus K sind Losungen.

O

Bemerkung. Ist () eine Quadrik in A und g eine Gerade, die () in zwei verschiedenen Punk-
ten schneidet, so liegt g in jedem Unterraum von A, der () enthélt.

Definition 4.14 Se: A ein affiner Raum mit der Richtung V und @ eine Quadrik in A.
FEin Vektor v € V,v # O hat Ausnahmerichtung (beziglich @), wenn keine Gerade g in A
mit der Richtung [v] die Quadrik Q in genau zwei verschiedenen Punkten schneidet. Gibt es
eine Gerade g mit der Richtung [v], die Q in genau zwei verschiedenen Punkten schneidet,
so hat v Nichtausnahmerichtung.

Bemerkung.

1. Liegt @ in einem Unterraum L und liegt v nicht in der Richtung von L, so hat v
Ausnahmerichtung.

2. Ist g eine Gerade in A mit der Richtung [v] und hat v Ausnahmerichtung (Nichtaus-
nahmerichtung), so sagt man auch, dafl g Ausnahmerichtung (Nichtausnahmerichtung)
hat.

Beispiel. Sei A die reelle affine Ebene. Ist ) eine Ellipse, so hat jeder Vektor v # O
Nichtausnahmerichtung. Besteht () aber aus zwei sich schneidenden Geraden g und h, so
hat v # O genau dann Nichtausnahmerichtung, wenn v nicht in der Richtung von g oder h
liegt.
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Satz 4.15 Sei A ein affiner Raum mit der Richtung V und @ eine Quadrik in A, die in
keiner Hyperebene liegt. Beziiglich eines affinen Koordinatensystems werde () durch die Glei-
chung v Bx' + 2bx! +b = 0 beschrieben. Ein vom Nullvektor verschiedener Vektor aus V' hat
genau dann Nichtausnahmerichtung, wenn vBv' # 0 fiir den zugehdorigen Koordinatenvektor
v e K" gilt.

Beweis. Sei () nicht leer und P ein beliebiger Punkt von () mit dem affinen Koordinatenvek-
tor p € K. Wir untersuchen die Geraden gp mit der Koordinatendarstellung gp : © = p+Av
und miissen beweisen, dafl es genau dann einen Punkt P gibt, fiir den gp und @) zwei ver-
schiedene Schnittpunkte haben, wenn vBv! # 0 gilt. Wie im Beweis von Satz 4.13 gezeigt
wurde, ist die Anzahl der Schnittpunkte von gp und @ gleich der Anzahl der Losungen der
Gleichung

(S) N2uBuvt + 2\(pB + b)v' + pBp + 26pt + b = 0.
Wegen P € QQ gilt pBp' + 2bp' + b = 0. Also miissen wir zeigen, daf3
NoBv' 4+ 2\ (pB + b)v' =0

genau dann zwei verschiedene Losungen haben kann, wenn vBv! # 0 gilt. Ist vBv! = 0, so
hat die Gleichung fiir jedes P € () entweder genau eine Losung oder genau so viele, wie K
Elemente hat, auf jeden Fall nicht genau zwei verschiedene. Sei nun vBv' # 0, also vB # O.
Dann ist vBx! = —vb! die beschreibende Gleichung einer Hyperebene von A. Da @ in keiner
Hyperebene von A liegt, gibt es einen Punkt P € Q mit vBp' # —vb?, also pBv' + bv! # 0.
Das bedeutet aber gerade, dafi die obige Gleichung fiir A\ genau zwei verschiedene Losungen
hat, d.h., die Gerade gp hat die vorgegebene Richtung und genau zwei verschiedene Schnitt-
punkte mit Q).

O

Bemerkung.

1. Ist @ wie in Satz 4.15, aber koordinatenfrei durch Q = {X | ¢(OX)+2f(OX)+b = 0}
gegeben, so hat der Vektor v € V,v # O genau dann Nichtausnahmerichtung, wenn

q(v) # 0 gilt.

2. Ist (Q wie in Satz 4.15 und P € Q mit dem Koordinatenvektor p € K", so liegt die
Gerade g mit der Darstellung ¢ : = p + Av genau dann ganz in @), wenn vBv! = 0
und (pB + b)v! = 0. Geraden, die ganz in @Q liegen, heien Erzeugende von Q. Im
3-dimensionalen reellen affinen Raum haben zum Beispiel die Zylinder Erzeugende.
Durch jeden Punkt eines einschaligen Hyperboloids gehen genau zwei Erzeugende.
Dasselbe gilt fiir das hyperbolische Paraboloid.

3. Ist S eine Spitze von () und P ein von S verschiedener Punkt in (), so ist die Verbin-
dungsgerade SP eine Erzeugende.

4. Hat g Nichtausnahmerichtung und schneidet g die Quadrik () in nur einem Punkt, so
driickt sich das in der Schnittgleichung (S) dadurch aus, dafl es nicht zwei verschie-
dene, sondern eine doppelte Losung gibt. Man sagt dann auch, dafl P ein doppelter
Schnittpunkt ist. Doppelte Schnittpunkte werden i.a. wie zwei verschiedene Punkte
behandelt; insbesondere definiert man dann auch ihren Mittelpunkt, der dann P selbst
ist.
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Definition 4.16 Sei A ein affiner Raum und ) eine Quadrik in A. Ist P ein Punkt von Q)
und g eine Gerade durch P, so heifst g Tangente an Q) durch P, wenn entweder gN@Q = {P}
und g Nichtausnahmerichtung hat oder g in Q liegt und g Ausnahmerichtung hat.

Bemerkung. Hat die Tangente g an ) durch P Nichtausnahmerichtung, so ist P doppelter
Schnittpunkt von g mit (). Man sagt dann auch, dafl g die Quadrik @) in P beriihrt.

Wir untersuchen nun die Koordinatendarstellungen der Tangenten an der Quadrik ) durch
P, wobei @) in keiner Hyperebene von A liegt. Beziiglich eines affinen Koordinatensystems
sei @ durch die Gleichung x Bz’ 4 2bx* + b = 0 gegeben, und g sei eine Gerade durch P mit
g :x =p+ A, wobei p der Koordinatenvektor von P ist. Fiir den Fall gN@Q = {P} und ¢
hat Nichtausnahmerichtung ergibt sich die Bedingung

vBv' # 0 und (pB + b)v' = 0.
Im Falle ¢ C @ und g hat Ausnahmerichtung ist ¢ Tangente, wenn
vBv' =0 und (pB + b)v' = 0.

Insgesamt ergibt sich also:

Die Gerade g : © = p + Av ist genau dann Tangente an @)
durch P € @, wenn (pB+b)v' = 0, wobei p der entsprechende
Koordinatenvektor von P ist.

Die Vereinigung aller Tangenten an () durch P ist damit insbesondere ein affiner Unterraum
von A, der mit T (P) bezeichnet wird und Tangentialraum von () in P heifit. Da insbesondere
P in Ty(P) liegt, ergibt sich:

Beschreibende Gleichung des Tangentialraums Ty (P) von @ in P:

(pB + b)z" = —bp' — b.

Gilt pB + b # O, so hat der Tangentialraum die Dimension n — 1. Gilt aber pB + b = O,
so folgt To(P) = A. Wegen Satz 4.10 ist dieses genau dann der Fall, wenn P eine Spitze ist.
Somit erhalten wir:

Ist P € @ keine Spitze, so ist der Tangentialraum T (P) eine
Hyperebene in A. Ist P € @ eine Spitze, so gilt Tp(P) = A.

Beispiel. Wir betrachten in der reellen affinen Ebene die Quadrik @, die beziiglich eines
affinen Koordinatensystems durch die Gleichung 2% 4+ 3 — 1 = 0 definiert ist. @ ist eine echte
Mittelpunktsquadrik, die keine Spitzen hat. Es gilt

10
B(O 1), b=(0,0), b=-—1.
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Ist also P ein beliebiger Punkt auf ) mit dem Koordinatenvektor p, so hat die Tangente an
() durch P die beschreibende Gleichung

x
(p1,p2) ( x; ) =1, also p1x; + pexe = 1.

Satz 4.17 Es sei A ein affiner Raum mit der Richtung V und Q eine Quadrik in A, die in
keiner Hyperebene von A liegt. Hat der Vektor v € Vv # O Nichtausnahmerichtung, so gibt
es genau eine Hyperebene H, von A mit folgender Figenschaft: Ist g eine Gerade mit der
Richtung [v] und schneidet g die Quadrik @ in den beiden Punkten P und P’, so liegt der
Mittelpunkt von P und P’ auf H,. Ist Q) beziiglich eines affinen Koordinatensystems durch
die Gleichung xBx' +2bz' +b = 0 gegeben und hat v den entsprechenden Koordinatenvektor
v, so hat H, die beschreibende Gleichung

H, : 9Bx' = —bo".

Beweis. Wir definieren 1(Q) als die Menge aller Punkte X von A, die als Mittelpunkt zweier
Schnittpunkte von ) mit einer Geraden g mit der Richtung [v] auftreten, und miissen zeigen,
daB es genau eine Hyperebene von A gibt, die (@) umfafit. Da v Nichtausnahmerichtung
hat, ist u(Q) nicht leer. Zunéchst gilt Q@ C p(Q) + [v], denn ist P € @ und g = P + [v], so
schneidet g die Quadrik @ in P und einem weiteren Punkt P’ (der als doppelter Schnittpunkt
auch gleich P sein kann), und fiir den Mittelpunkt X von P, P’ gilt

pzx_%ﬁexﬂv]gu(@ﬂv]-

Da v Nichtausnahmerichtung hat, gilt 9B # O, und 9Bx' = —bo' ist die beschreibende
Gleichung einer Hyperebene H,,.
Behauptung: u(Q) C H,: Sei X € pu(Q) der Mittelpunkt von P und P’, wobei P und P’ die

Schnittpunkte von @ mit einer Geraden g mit der Richtung [v] sind. Es gilt X = P+ 1 PP
Sind x,p und p’ die Koordinatenvektoren der Punkte X, P und P’, so gilt

1 1
r=p+5(=p+p) =50 +p)

Zu zeigen ist (B + b)v" = 0. Ist X = P, so ist P doppelter Schnittpunkt von g mit @, also
g Tangente an @ durch P, und es gilt (pB + b)o" = 0. Ist X # P, so folgt P # P’ und
v==Fk PP firein k € K, dh. v = k(p' — p). Wegen P, P’ € Q gilt

p'Bp'* — pBp' + 2bp’" — 2bp! = 0, also
Lp+p)B(p —p)t +b(p/ —p)t =0, also
k(A(p+p)B( —p) + b —p)t) =0, also
Bt + bot = 0.

Zu zeigen bleibt, dafl H, die einzige Hyperebene von A ist, die p(Q) umfafit. Sei H eine
weitere Hyperebene mit u(Q) C H, also u(Q) € H,N H. Sind H und H, verschieden, dann
hat H,NH die Dimension n—2, wobei n die Dimension von A ist. Damit ist (H,NH)+[v] ein
echter Unterraum von A, und es folgt der Widerspruch @ C p(Q)+[v] C (H,NH)+[v] C A.

O
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Definition 4.18 FEs sei A ein affiner Raum mit der Richtung V' und Q) eine Quadrik in A,
die in keiner Hyperebene von A liegt. Hat der Vektor v € V,v # O Nichtausnahmerichtung,
so heif$t die in Satz 4.17 angegebene und eindeutig bestimmte Hyperebene H, Diametralhy-
perebene von Q) konjugiert zur Nichtausnahmerichtung v.

Satz 4.19 Es sei A ein n-dimensionaler affiner Raum tber K mit n > 2 und der Richtung
V' sowie Q eine Quadrik in A, die in keiner Hyperebene von A liegt. Beziiglich eines affinen
Koordinatensystems habe Q) die beiden Darstellungen

Q={X | zBz" +2bx' +b=0} = {X | aB2" + 2’2" +V = 0}.
Dann gibt es einc € K,c# 0 mit B=cB',b=cb/ undb=cl'.

Beweis. Ist v ein Vektor aus V, so bezeichnen wir im folgenden den zugehorigen Koordi-

natenvektor von v stets mit 0. Sei O der Ursprung des Koordinatensystems und zunéchst
O € @, aber O keine Spitze von @, d.h., TH(O) # A. Wir zeigen zunéchst fiir alle v, w € V:

9Bw' = 0 <= 9B'w" = 0.

Wegen Symmetrie reicht es aus, lediglich ” =" nachzuweisen. Wir konnen weiterhin an-
nehmen, dafl v und w nicht der Nullvektor sind. Sei nun vBw! = 0. Hat v Nichtausnahme-
richtung, so liegt wegen Satz 4.17 der Vektor w in der Richtung der Diametralhyperebene
H, von @ konjugiert zur Nichtausnahmerichtung v. Ebenfalls wegen Satz 4.17 folgt nun fiir
die zweite Darstellung von @ die Gleichung vB’w! = 0. Hat nun w Nichtausnahmerichtung,
so folgt die Behauptung entsprechend. Haben aber v und w Ausnahmerichtung, so folgt mit
?Bw' = 0 auch (0+w)B(v+w)" = 0. Also gilt v+w = O oder v+w hat Ausnahmerichtung.
In beiden Féllen ist aber dann auch (v + @)B'(¢ +w)" = 0, d.h. 0B"w" = 0.

Wegen der obigen Aussage und Aufgabe 5.18 gibt es nun ein ¢ € K mit B = ¢B’. Da B
nicht die Nullmatrix ist, ist ¢ # 0. Zu zeigen bleibt b = ¢b’ und b = ¢b’. Wegen O € Q@ gilt
aber b = b = 0, also b = cb'. Wir beweisen nun b = cb’. Da O € @ keine Spitze ist, ist der
Tangentialraum 7T (O) eine Hyperebene mit den beschreibenden Gleichungen

bax! =0 und b'2' = 0.

Somit gibt es ein k € K,k # 0 mit b = kb’. Fiir alle X € Q ist also xzcB'z! + 2kb/2! +b =0
wegen xBx! + 2bx! +b = 0 und xcB'z" + 2cb'zt + b’ = 0 wegen zB'z! + 2b'z' + b’ = 0, also
2(k — ¢)b’x' = 0. Da @ in keiner Hyperebene von A liegt, ist ¢ = k.
Bis jetzt haben wir gezeigt, dafl Satz 4.19 gilt, falls O € @) und O keine Spitze ist. Sei nun O
beliebig. Gilt pB+ b = O fiir jeden Punkt P € @, wobei p der Koordinatenvektor von P ist,
so liegt @) in einer Hyperebene. Also gilt pB + b # O fiir mindestens ein P € @), d.h., P ist
keine Spitze. Wir wihlen nun ein neues affines Koordinatensystem, das sich vom alten nur
darin unterscheidet, dafl nicht O sondern P der Ursprung ist. Wiahrend () im alten System
durch Gleichungen beschrieben wird, in denen B, b und b bzw. B’, b’ und ¥’ vorkommen, wird
@ im neuen System durch Gleichungen beschrieben, in denen B, b+ pB und pBp' + 2bp' +b
bzw. B, + pB’ und pB'p' + 2b6'p' + I vorkommen. Da P ein Punkt von @, aber keine
Spitze ist, konnen wir die obigen Ergebnisse anwenden, d.h.; es gibt ein ¢ € K, ¢ # 0 mit
B =¢B',b+pB = c(bt/ +pB’) und pBp' + 2bp' + b = c(pB'p" + 26'p" + V). Es folgt b = cb’
und b = cb’, also die Behauptung.

O
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Satz 4.20 (Trigheitssatz von Sylvester) FEs sei V' ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum tber R und (B eine symmetrische Bilinearform auf V. Hat B beziiglich zweier Basen
von V' die Darstellungen

/
ail a1

Ag = und A%: ;

!/

ann ann

wobei Ag und Aj Diagonalmatrizen sind, so ist bei beiden Matrizen die Anzahl der positiven
(negativen) Diagonalelemente gleich.

Beweis. Sei Az die Matrixdarstellung von 3 beziiglich der Basis {vy,...,v,} von V, und
0.B.d.A. sei a; > 0 fiir 0 < ¢ < r sowie a; < 0 fir r < ¢ < s. Dann gilt a; = 0 fiir s < 7 < n,
und s ist der Rang von Ag. Wir definieren weiterhin Vi = [v1,...,v,], Vo = [vp41, ..., 0]
und Vo = [Veq1, .., vn). Ist Ay die Matrixdarstellung von 3 beziiglich der Basis {v, ..., v}
von V, so definieren wir 7" und s’ sowie V;,V’ und V entsprechend. Fiir alle v € V,v # O
gilt B(v,v) > 0, falls v € V., sowie f(v,v) < 0, falls v € V_, und §(v,v) = 0, falls v € Vj.
Entsprechendes ergibt sich fiir V[, V/ und Vj. Somit folgt

Vin(Vo+Vy) ={0} und V' n((V;+V) ={0},
also dimV] <n —dimV_ —dimVy = r und dim V! <n —dimV, —dimVj = s —r. Wir

erhalten

s = dim(Vy +V_) = RgAp = RgAjy = dim(V] + V') < s,
also ' =dimV] =rund ' —r' =dimV’ = s — .
Bemerkung.
1. In Satz 4.20 kann R durch einen beliebigen angeordneten Korper ersetzt werden.

2. Sind r, s wie im obigen Beweis, so heifit r Tragheitsindex und 2r — s Signatur von (.

Satz 4.21 (Affine Klassifikation reeller Quadriken) Im n-dimensionalen reellen affi-
nen Raum (n > 2) kann jede nichtleere Quadrik durch genau eine der folgenden Gleichungen
beschrieben werden (dabei ist ein geeignetes affines Koordinatensystem zu wdhlen):

(1) x%_i_.+xi_xi+l_.._x$n:0,1§k§m’ 2k—m20,

() altotaioaig - —a, =5 1<k <m,

3) wi+-Fai—ap, — o — 2 420 =0, 1<k <m, 2k—m >0.
Bemerkung.

1. Es werden auch Quadriken betrachtet, die in einer Hyperebene liegen.

2. Jede der obigen Gleichungen definiert auch tatsdchlich eine nichtleere Quadrik.
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Beweis von Satz 4.21. Sei () eine nichtleere Quadrik in A. Da jede positive reelle Zahl in
R ein Quadrat ist, liefert Satz 4.8, daf} sich () durch eine der obigen Gleichungen beschreiben
1a8t; insbesondere gilt dann @ # A. Zu zeigen bleibt also die Eindeutigkeit. Wird ) durch
eine Gleichung vom Typ (2) oder Typ (3) beschrieben, so liegt ) in keiner Hyperebene (vgl.
Aufgabe 5.30). Wird @ durch eine Gleichung vom Typ (1) beschrieben und gilt m = k, so ist
@ offenbar ein (n — k)-dimensionaler Unterraum von A. Wir zeigen nun, dafl im Falle m > k
die Quadrik @ in keiner Hyperebene liegt. Dazu reicht es aus, n + 1 linear unabhéngige
Punkte anzugeben, die in @) liegen. Offenbar sind die n-Tupel

P1=¢€1+ €pt1,-- Pk = €k + €kt1,Pkt1 = —€1 + €11,
Prkt2 = €1t €kio,. ..y D = €1 + €y,
Pm+1 = €m+1y---3Pn = €En

linear unabhéngig. Ist Fy = O sowie P; der Punkt mit dem affinen Koordinatenvektor p;
(t=1,...,n),s0sind Py, P, ..., P, linear unabhéngig und liegen in @, d.h., @ liegt in keiner
Hyperebene.

() werde nun beziiglich zweier affiner Koordinatensysteme durch die Gleichungen

rBxt + 262t +b=0und /B2 + 202" + 1 =0

beschrieben, wobei die Gleichungen von der Art sind, wie im Satz angegeben. Ist ) in einer
Hyperebene enthalten, so ist @) ein affiner Unterraum. Hat dabei () die Dimension [ < n, so
wird @ in beiden Féllen durch die Gleichung vom Typ (1) beschrieben, bei der m = k und
n —k = [ gilt. Sei also im folgenden () in keiner Hyperebene enthalten. Dann sind beide
Gleichungen vom Typ (1), falls @) eine Spitze hat, vom Typ (2), falls () einen Mittelpunkt hat,
der nicht in @ liegt, und vom Typ (3), falls Q) keinen Mittelpunkt hat. Wir diskutieren nur
den letzten Fall, die beiden anderen werden entsprechend behandelt. Beziiglich der beiden
affinen Koordinatensysteme wird () durch die Gleichungen

2 2 2 2
i+ T =Ty — o — Ty, + 2240 =0,

12 12 12 12 /
xl—i-"'—l-xk/—l‘k/+1—"'—$m/+2$m/+1:0

beschrieben. Ist die Transformation zwischen den Koordinatensystemen durch die Gleichung
a'" = y'4+ Tzt gegeben, so wird Q im ungestrichenen System durch zwei Gleichungen beschrie-
ben, wobei in der einen B, b und b vorkommen und in der anderen T'B'T,yB'T + b'T und
yB'y' 4+ 2b'y" + /. Wegen Satz 4.19 gibt es nun ein ¢ € R, ¢ # 0 mit B = ¢T*B'"T = T"(¢B')T.
Damit haben B und ¢B’, also auch B und B’ denselben Rang, d.h. m = m/. Ist ¢ positiv,
so hat ¢B’ insgesamt k' positive Diagonalelemente. Da B insgesamt k positive Diagonalele-
mente hat, folgt &’ = k wegen des Tragheitssatzes von Sylvester. Ist aber ¢ negativ, so ergibt
sich entsprechend k' = m — k. Wegen 2k — m > 0 gilt £ > m — k = kK’ und entsprechend
E'>m'—k =k, also k =k

O

Bemerkung. Die Klassifikation der Quadriken aus Satz 4.21 gilt nicht nur fir K = R.
Benutzt haben wir nur, daf§ R angeordnet ist und jedes positive Element von R in R ein
Quadrat ist. Korper mit dieser Eigenschaft nennt man euklidisch.
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5. Aufgaben

A 5.1 Gegeben ist ein affiner Raum A iiber einem Koérper K mit mindestens 3 Elementen.
Zeigen Sie, dafl eine Teilmenge L von A genau dann ein affiner Unterraum von A ist, wenn
L mit je zwei verschiedenen Punkten auch deren Verbindungsgerade enthilt. Zeigen Sie an
einem Beispiel, da man auf die Voraussetzung || > 2 nicht verzichten kann.

A 5.2 Skizzieren Sie die affine Ebene iiber Z3 und kennzeichnen Sie alle Geraden.

A 5.3 Wieviele Geraden enthilt ein n-dimensionaler affiner Raum iiber einem endlichen
Korper K mit ¢ Elementen?

A 5.4 Ineinem affinen Raum A iiber dem Korper K smd die vier Punkte P, @, R, S gegeben.

Das Viereck PQ RS heifit Parallelogramm, wenn PQ SE. Zeigen Sie fiir den Fall x(K) # 2:
a) PQRS ist ein Parallelogramm, wenn die Diagonalen gleiche Mittelpunkte haben.

b) Die Mittelpunkte der Seiten eines Vierecks bilden ein Parallelogramm.

A 5.5 Gegeben sind die Punkte Pi,..., P, eines affinen Raums, so daf} ]Tﬁg, e ,ﬁ
linear unabhéngig sind. Zeigen Sie, daB dann sogar fiir jedes ¢ = 1,...,n die Vektoren
PP, ..., P,P,_1,PP,.,,..., PP, linear unabhéngig sind.

A 5.6 Im 4-dimensionalen affinen Raum A sind beziiglich eines affinen Koordinatensystems
die Punkte Pi(1,—1,0,1), P»(1,1,—1,0), P5(0,0,1,—1) und P,(0,—1,—1,1) gegeben. L sei
der von ihnen aufgespannte Unterraum. Zeigen Sie, dafl L die Dimension 3 hat und weisen
Sie nach, dafl P(3,2,—2,1) in L liegt. Berechnen Sie die baryzentrischen Koordinaten von
P bezughch Pl, Pg, Pg, P4.

A 5.7 Beweisen Sie den Strahlensatz: Gegeben sind in einem affinen Raum ein Punkt Z
und zwei verschiedene Geraden g und h durch Z sowie vier weitere verschiedene und von Z
verschiedene Punkte Py, P, € g, QQ1,Q2 € h. Die Gerade durch P, und @), ist genau dann
parallel zur Geraden durch P, und Qs, wenn TV (Z, Py; P1) = TV(Z,Q2; Q1).

A 5.8 Beweisen Sie den Satz von Pappos-Pascal: Gegeben sind in einem affinen Raum ein
Punkt Z und zwei verschiedene Geraden g und h durch Z sowie sechs weitere verschiedene
und von Z verschiedene Punkte P, P, P; € g, Q1,Q2, Q3 € h. Ist die Gerade durch P, und
Qo> parallel zur Geraden durch P, und )7 und die Gerade durch P, und ()3 parallel zur
Geraden durch P; und ()9, dann ist die Gerade durch P, und )3 parallel zur Geraden durch
P3; und @;. (Fertigen Sie eine Skizze an!)

A 5.9 Beweisen Sie den "kleinen” Satz von Pappos-Pascal, der sich vom Satz von Pappos-
Pascal dadurch unterscheidet, daf§ die Geraden g und h parallel (und verschieden) sind.
(Fertigen Sie eine Skizze an!)
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A 5.10 Im 4-dimensionalen reellen affinen Raum A sind bzgl. eines affinen Koordinaten-
systems die Punkte P;(1,0,0,0), P(4,2,—1,0), P5(2,0,0,—1), Q1(0,0,1,0), Q2(1,1,1,0),
Q3(1,0,1,1) gegeben. Zeigen Sie, dal die Punkte Py, P, P3 bzw. Q1, Q2, Q3 jeweils eine Ebe-
ne aufspannen und dafl sich diese Ebenen in genau einem Punkt schneiden. Berechnen Sie
die Koordinaten dieses Schnittpunktes.

A 5.11 Im 2-dimensionalen reellen affinen Raum A sind beziiglich eines affinen Koordi-
natensystems die Punkte P;(0,—2), Po(—1,0),0'(=2,—1) und X(—1,3) gegeben. Welche
Koordinaten hat X beziiglich des Koordinatensystems {O’, O’ Py, O'P,}? Fertigen Sie eine
Skizze an.

A 5.12 Im 3-dimensionalen affinen Raum A {iber Zs sind beziiglich eines affinen Koordina-
tensystems die Punkte Z(1,4,1), P1(2,1,4), P5(3,3,2), P5(4,0,0),@Q1(0,0,0) gegeben. Wihlen
Sie die Punkte ()2, @3 so, daf} die Voraussetzungen des Satzes von Pappos-Pascal erfiillt sind,
und iiberpriifen Sie die Behauptung des Satzes an diesem Beispiel.

A 5.13 In einem 4-dimensionalen affinen Raum A sind die Unterrdume E und H mit
dimF = 2 und dimH = 3 gegeben. Welche gegenseitige Lage konnen F und H einneh-
men? Sind F und H notwendig parallel, wenn £'N H = ()? Welche Dimensionen sind fiir den
Schnitt £ N H und die Verbindung E + H moglich, welche nicht?

A 5.14 In der reellen affinen Ebene sind beziiglich eines affinen Koordinatensystems die
Punkte P;(0,0), Po(1,—1), P5(2,—1),Q1(—2,—-2),Q2(9,7) und Q3(16,13) gegeben. Zeigen
Sie, dafl die affine Abbildung ¢ mit ¥(P) = Q1,¢(FP2) = Q2,9 (P3) = Q3 bijektiv ist, und
geben Sie die Koordinatendarstellung von ¢ und ¢! an.

A 5.15 Beziiglich eines affinen Koordinatensystems habe die affine Abbildung ¢ : A — A
die Koordinatendarstellung

(% 0 3 -1 2 1
m =111+ 1 1 1 s
v 1 1 1 0 23

Zeigen Sie, dafl i) zwei Scharen von parallelen Fixgeraden hat und dafl sich die von ihnen
aufgespannten Ebenen in einer Fixpunktgeraden schneiden.

A 5.16 Zeigen Sie, dafl die Menge aller Fixpunkte einer affinen Abbildung 1) : A — A ein
affiner Unterraum von A ist.

A 5.17 Zeigen Sie, dafl eine Affinitat ¢ : A — A genau dann eine Dilatation ist, wenn fiir
jede Gerade g das Bild v(g) eine zu g parallele Gerade ist.

A 5.18 Gegeben ist ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum V', wobei K eine Charakte-
ristik # 2 hat. Zeigen Sie, daB fiir zwei symmetrische Bilinearformen 3,5 : V x V — K
folgende Aussagen #dquivalent sind:

i) Fiir alle v,w € V gilt: (v, w) =0 < (v, w) = 0.

ii) Es gibt ein c € K,¢c 40, mit f=c- 3.
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A 5.19 Ist V ein K-Vektorraum mit y(K) # 2 und §: V x V — K eine symmetrische
Bilinearform, so heifit Radfg = {v € V | Vw € V : f(v,w) = 0} Radikal von (3. Zeigen Sie,
da Radf ein Unterraum von V ist, und berechnen Sie das Radikal fiir 3 : R? x R? — R

mit 3(v, w) = vBw" und 1 1 —9
B = 1 -2 1
-2 1 =5

A 5.20 Gegeben ist die Abbildung g : Z2 — Zs, (1, 13) — x323.

i) Zeigen Sie, dafl q(c-v) = ¢ - q(v) fiir alle ¢ € Zs und v € Z2 gilt.
ii) Zeigen Sie, daB es keine symmetrische Bilinearform 3 : Z2 x Z2 — Zs mit ¢z = q gibt.

A 5.21 Zeigen Sie, daf die beiden rationalen Matrizen A und B mit

2 1 8 —4 -1 5
A=[1 -1 =5 |, B=| -1 25
8 —5 2 5 51

iitber R kongruent sind, aber nicht iiber Q.

A 5.22 Es sei () eine Quadrik des affinen Raums A und L ein Unterraum von A. Zeigen
Sie, dafl @ N L ein affiner Unterraum von A ist oder eine Quadrik in L. Geben Sie sinnvolle
Beispiele an.

A 5.23 Im 3-dimensionalen affinen Raum iiber R ist die Quadrik @) beziiglich eines affinen
Koordinatensystems durch x% + 2x§ + x% 4+ 20109 — 201203 — 22923 — 4x1 + 629+ 223 —1 =10
gegeben. Beschreiben Sie () durch eine Gleichung in Normalform und geben Sie die zugehorige
Koordinatentransformation an.

A 5.24 Sei A ein mindestens 2-dimensionaler affiner Raum iiber einem Korper mit der
Charakteristik # 2. Zeigen Sie, daf} fiir jede Quadrik ) von A, die in keiner Hyperebene liegt,
folgendes gilt: Ist M ein Mittelpunkt von @), so ist M+ Radf die Menge aller Mittelpunkte
von (). Dabei ist 8 eine zu () gehorende Bilinearform.

A 5.25 Sei A ein mindestens 2-dimensionaler affiner Raum iiber einem Korper K mit
X(K) # 2. Die Quadrik @ in A liege in keiner Hyperebene und habe bzgl. eines affinen
Koordinatensystems mit dem Ursprung O die Gleichung x Bzt + 2bzt + b = 0. Zeigen Sie:
i) O ist genau dann ein Mittelpunkt von @, wenn b = (0,...,0).

ii) O ist genau dann eine Spitze von @), wenn b = (0,...,0) und b = 0.

A 5.26 Sei A ein mindestens 2-dimensionaler affiner Raum iiber einem Korper mit der
Charakteristik # 2. Zeigen Sie, daf} fiir jede Quadrik ) von A, die in keiner Hyperebene
liegt, folgendes gilt:

i) Ist S eine Spitze von @, so ist S + Rad( die Menge aller Spitzen von Q.
Dabei ist 3 eine zu ) gehorende Bilinearform.

ii) Ein Mittelpunkt M von @ ist genau dann eine Spitze von @, wenn M € Q).
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A 5.27 In der reellen affinen Ebene ist beziiglich des affinen Koordinatensystems {O, a;, as}
die Quadrik Q durch die Gleichung 5z% + 1322 + 16x,25 + 225 + 3 = 0. gegeben.

i) Zeigen Sie, da} @) in keiner Hyperebene liegt und genau einen Mittelpunkt M besitzt. Ist
M eine Spitze?

ii) Berechnen Sie den Schnitt von @ mit der Geraden g = P + [v] wobei P = P(11,—6) und
v = 2a; — as gelten.

iii) Berechnen Sie die Diametralhyperebene von () konjugiert zur Nichtausnahmerichtung v.
iv) Wihlen Sie ein neues affines Koordinatensystem mit M als Ursprung und den Koordi-
natenachsen parallel zu g und der Diametralhyperebene konjugiert zu v (vgl. iii)). Durch
welche Gleichung wird hier ) beschrieben?

A 5.28 Zeigen Sie, dafl in einem einschaligen Hyperboloid des reellen 3-dimensionalen Raums
durch jeden Punkt genau zwei Erzeugende gehen. Fertigen Sie eine Skizze an.

A 5.29 Zeigen Sie, dafl in einem hyperbolischen Paraboloid des reellen 3-dimensionalen
affinen Raums durch jeden Punkt genau zwei Erzeugende gehen. Fertigen Sie eine Skizze an.

A 5.30 Zeigen Sie, daf} die reellen Mittelpunktsquadriken und parabolischen Quadriken in
keiner Hyperebene liegen. (Hinweis: Betrachten Sie die entsprechenden Normalformgleichun-
gen der Quadriken.)

A 5.31 Kennzeichnen Sie die verschiedenen, d.h. nichtaffingleichen nichtleeren Quadriken
des reellen 3-dimensionalen affinen Raums mit Hilfe ihrer affinen Figenschaften.

A 5.32 Berechnen Sie die Anzahl der ”verschiedenen” nichtleeren Quadriken des n-dimen-
sionalen reellen affinen Raums.

A 5.33 Sei A ein mindestens 2-dimensionaler affiner Raum iiber einem Korper mit der
Charakteristik # 2 und @ eine nichtleere Quadrik in A, die in keiner Hyperebene liegt. Ist
M ein Mittelpunkt von @), so heifit

Ag ={M +v | v= 0 oder v hat Ausnahmerichtung}

Asymptotenkegel von (). Zeigen Sie, dal Ay unabhéngig vom gewihlten Mittelpunkt M
und selbst eine Quadrik ist. Berechnen Sie den Asymptotenkegel des ein- bzw. zweischaligen
Hyperboloids, das im 3-dimensionalen reellen affinen Raum beziiglich einer Gleichung in
Normalform gegeben ist. Fertigen Sie eine Skizze an.

A 5.34 Im 3-dimensionalen reellen affinen Raum sei beziiglich eines affinen Koordinatensy-
stems die Quadrik @ durch die Gleichung 2% — 2% — 22,23 — 21573 + 1021 + 225 — 813 +23 = 0
gegeben.

1) Berechnen Sie die affine Normalformgleichung von () und geben Sie die zugehorige Koor-
dinatentransformation an. Skizzieren Sie () im neuen Koordinatensystem.

2) Zeigen Sie, daf durch jeden Punkt von @) genau eine Erzeugende geht.

3) Berechnen Sie die Koordinatendarstellung des Asymptotenkegels beziiglich des alten und
des neuen Koordinatensystems.

4) Berechnen Sie die Koordinatendarstellung des Tangentialraums von @ in P(—5,2, —1)
beziiglich des alten und des neuen Koordinatensystems.



KAPITEL 8

Euklidische Geometrie

1. Euklidische Riume und Isometrien

Definition 1.1 FEin n-dimensionaler affiner Raum A iiber R mit der Richtung V heifst
n-dimensionaler euklidischer Raum, wenn V' ein euklidischer Vektorraum ist.

Bemerkung.

1. Da auf jedem n-dimensionalen reellen Vektorraum ein Skalarprodukt definiert werden
kann, ist demnach jeder reelle affine Raum ein euklidischer Raum. Somit liefert obige
Definition keinen wirklich neuen Begriff. Spricht man allerdings von einem euklidischen
Raum, so meint man damit, dafl in der Richtung V' ein bestimmtes Skalarprodukt fest
gewahlt ist, das i.a. mit (-,-) bezeichnet wird. Ein reeller affiner Raum kann somit
beziiglich verschiedener Skalarprodukte verschiedene euklidische Rdume darstellen.

2. Jeder affine Unterraum L eines euklidischen Raums A ist selbst ein euklidischer Raum.
Dabei wird in der Richtung U von L das Skalarprodukt betrachtet, das sich als Ein-
schrankung des Skalarproduktes von V' auf U ergibt.

3. Ist E ein euklidischer Raum, so definiert man

d:ExE—R, (P,Q)—/(PQ.PQ)=| PQ|.
Fir alle P, Q, R € E gilt offenbar:

d(P,Q)>0und d(P,Q) =0<= P =Q.
d(P,Q) = d(Q, P).
d(P,Q) < d(P, R) + d(R, Q).
d ist damit eine Metrik auf F, d.h., F ist beziiglich d ein metrischer Raum. Man nennt

d(P, Q) den Abstand von P und @). Die Metrik d ist translationsinvariant, d.h., ist
Y : E — F eine Translation, so gilt d(P, Q) = d(v(P),¥(Q)) fir alle P,Q € E.
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Definition 1.2 Ist E ein euklidischer Raum mit der Richtung V und {O,a4,...,a,} ein

affines Koordinatensystem von E, so heifst {O,aq,...,a,} kartesisches Koordinatensystem,
wenn {ay,...,a,} eine Orthonormalbasis von V ist.
Ist in einem euklidischen Raum E ein affines Koordinatensystem {O,ay,...,a,} gegeben

und haben die Punkte X und Y dies@ﬁglich die affinen Koordinatenvektoren x und ¥, so
ist y — x der Koordinatenvektor von XY beziiglich {ay,...,a,}, und es folgt

(ar,a1) ... (a1,a,)
E(X,Y) = || XY | = (XY, XY) = (y —x) E : (y — )"
(ap,a1) ... (an,a,)
Ist {O,ay,...,a,} sogar ein kartesisches Koordinatensystem, so folgt

AX,Y) =/ —21)> + -+ (Yo — 70)?,

wobei x = (z1,...,x,) und ¥y = (Y1, ..., Yn)-

Winkel, Lote und Volumen: Im folgenden sei E ein euklidischer Raum der Dimension n
und der Richtung V.

1. Sind P, @), R Punkte aus E mit P # @), R, so definiert man
(PQ, PR)
0SS ——— —
I PQI-[| PR ||
Man nennt <(P;Q, R) Winkel zwischen den Geraden PQ und PR. Er ist ebenfalls

translationsinvariant.

I(P;Q, R) := arcc

€ [0, 7.

2. Sind L; und L5 zwei affine Unterrdume von E mit den Richtungen U; und Us, so heiflen
Ly und Ly orthogonal, wenn jeder Vektor aus U; senkrecht auf jedem Vektor von U,
steht. Ist L ein affiner Unterraum von E der Dimension m und P ein beliebiger Punkt
aus F, so gibt es genau einen affinen Unterraum der Dimension n — m, der P enthélt
und orthogonal zu L ist; er heifit Lot von P auf L. Ist U die Richtung von L, so 1483t
sich das Lot von P auf L schreiben als P+ U+, wobei U+ das orthogonale Komplement
von U in V ist, d.h. Ut ={v e V| (v,u) = 0 fiir alle u € U}.

n = 2: Das Lot eines Punktes P auf eine Gerade g ist eine Gerade h, die durch P geht
und senkrecht zu g ist. Ist zum Beispiel P; P, P3 ein nichtentartetes Dreieck in einer
euklidischen Ebene, d.h., sind P, P, und Pj linear unabhéngig, so heifit das Lot h; von
P, auf die Gerade P;P; (i, j, k paarweise verschieden) Hohe des Dreiecks. So besagt
zum Beispiel der Hohensatz, dafl sich die drei Hohen eines nichtentarteten Dreiecks in
einem Punkt schneiden.

3. Ist H eine Hyperebene in E und P ein Punkt von £, dann ist das Lot von P auf H
eine Gerade g. Den Schnittpunkt P’ von g mit H nennt man Lotfupunkt von P auf
H, und d(P, H) := d(P, P’) heifit Abstand von P zu H. Beziiglich eines kartesischen
Koordinatensystems habe H die beschreibende Gleichung

H:az +--+ax,+a=0, (a,...,a,) #(0,...,0).
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Setzt man x = (xq,...,2,) und a = (ay,...,a,) und beriicksichtigt weiterhin, daf
ax® = (a,z) gilt, so laBt sich H auch in der Form
H: (a,x) +ao=0, a#0O

schreiben. Man kann weiterhin ay > 0 annehmen. Wird obige Gleichung nun durch
||a|| dividiert und n := ﬁa gesetzt, so erhalten wir die

Hessesche Normalform der Hyperebene H : (n,z) +d = 0.

Dabei ist d > 0, und n heit Normalenvektor (in Koordinatendarstellung) der Hyper-
ebene H. Er hat die Lange 1 und ist orthogonal zur Richtung von H.

Ist in einem euklidischen Raum eine Hyperebene in Hessescher Normalform gegeben,
so 1483t sich der Abstand eines beliebigen Punktes P zu H leicht berechnen. Dazu sei p
der Koordinatenvektor von P und p’ der Koordinatenvektor des Lotfufpunktes P’ von
P auf H. Das Lot g von P auf H hat die Parameterdarstellung g : * = p + An. Wir
berechnen nun A so, dal p’ = p + An gilt, also

(n,p+ An) +d = 0.
Hieraus ergibt sich (n,p) + A+ d =0, also A = —(n,p) — d, d.h.
d(P,H) =d(P,P') = p' —pl = [|An] = [A] = [{n, p) +d|.

Hat also die Hyperebene H beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems die Hes-
sesche Normalform H : (n,z) +d = 0 und ist p der Koordinatenvektor des Punktes
P, so ist |(n,p) + d| der Abstand von P zu H. Insbesondere ist d der Abstand von O
zu H.

. Zwei Geraden eines affinen Raumes heiflen windschief, wenn sie sich nicht schneiden
und auch nicht parallel sind. Wir zeigen nun:

Sind g, h zwei windschiefe Geraden, so gibt es genau einen Punkt P auf g und genau
einen Punkt @ auf h, so daf§ die Verbindungsgerade P(Q orthogonal zu g und h ist.

Beweis. Sei g = X + [v] und h = Y + [u], sowie P = X + Av ein Punkt von g und
@ =Y + pu ein Punkt von h. Dann gilt

Q:X+ﬁ+uu:P+ﬁ+ﬁ+uu:P—Av+ﬁ+uu, also
@:—/\v—l—,uu—irﬁ.

Somit gilt <P;Q>, v) = (P;Q»7 u) = 0 genau dann, wenn

_)‘<va> +u<u,v> = _<)§’ U>,
v, u) + plu,u) = —(XY u).

Da g und h nicht parallel sind, folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
(v, v){u, u) — (u,v)? #0,
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d.h.,; A und p sind eindeutig bestimmt.
Man definiert nun den Abstand d(g, h) der windschiefen Geraden g und h durch
d(g,h) :=d(P,Q) wobei P € g,Q € h und PQ orthogonal zu g und h ist.

Beispiel. In einem 4-dimensionalen euklidischen Raum sind beziiglich eines kartesi-
schen Koordinatensystems die Geraden g und h durch die Darstellungen

g:x=(1,0,—1,0) + A(=1,—=1,0,1), h:z = (=2,1,0,1) + x(0,1,1,1)

gegeben. Mit den Bezeichnungen von oben ist (—3,1,1,1) der Koordinatenvektor von
XY, und es gilt (v, v) = (u, u) = 3, (u,v) = 0 sowie (XY ,v) = (XY, u) = 3. Das obige
Gleichungssystem lautet dann

—3\A=-3, 3u=-3, alsoA=1, p=—1.

Der Abstand von g und h ist also definiert als der Abstand von P(0,—1,—1,1) und
Q(—2,0,—1,0), d.h.

d(g,h) = V22 + 12 + 02+ 12 = /6.

. Sind vy, ...,vs € V linear unabhéngig, so heifit

P(vl,...,vs) ::{k‘lvl—{—---—l—k‘svs|0§k1,...,k:5§1}

s-Parallelotop mit den Kantenvektoren {vy,...,vs}. Da die Matrix ((v;,v;)) die Ma-
trixdarstellung des auf [vy, ..., vs] eingeschrankten Skalarproduktes ist, folgt aus der
positiven Definitheit von (-, -)

(vi,v1) ... {(v1,0)
> 0.
(vs,v1) ... (vs,0s)
Definiert man
(vi,v1) ... (v1,vs)
Ag(vy, ... vg) 1= : : >0,
(vs,v1) ... (v, vs)
so heifit Ay(vy, ..., vs) s-dimensionales Volumen von P(vy,...,v,). Sind Py, Py, ..., P;

linear unabhéngige Punkte aus F, so ist

———

Ay(Py,Pi,..., P = ARy, ..., RyPy)

das s-dimensionale Volumen des von den Fy, Py, ..., P, aufgespannten Parallelotops.
Es ist translationsinvariant und unabhéngig von der Reihenfolge der Punkte, d.h., fiir
alle7 =10,...,s gilt

AS(P07P17 ce 7PS) = AS(PTPZM ey P’iPi—la P’iPi-i-la PTP;)
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Ist {e1,...,es} eine Orthonormalbasis von [vy, ..., vs] und
V; = @€ + -+ agi€s, A € R,

so gilt
(i, vj) = ararj + - + asiag;

fir allei,j =1,...,s, d.h.

<U1, U1> . <U1, Us> a1 ... Qg1 ai; ... Qg

(vg,v1) ... (v, ) A1s ... Qgg gp ... Qgs

Damit folgt
ay; ... Qg1

A1s ... (Qgg

Definition 1.3 Ist E ein euklidischer Raum, so heifit die Abbildung ¢ : E — E Isometrie,
wenn d(P, Q) = d(¢(P),¥(Q)) fir alle P,Q € E gilt.

Beispiel. Hat E die Richtung V und ist v : E — FE eine affine Abbildung, so daf} die
zugehorige lineare Abbildung ¢ : V' — V orthogonal ist, dann ist ¢ eine Isometrie, denn
wegen Eigenschaft 1 nach Definition 2.1 aus Kapitel 6 gilt

d(W(P),¥(Q)) = | v(P)¢(Q) || = [o(PQ)|| = || PQ || = d(P,Q).

Affinitdten, die Isometrien sind, heifflen auch Kongruenzen.

Satz 1.4 Ist E ein euklidischer Raum mit der Richtung V und ¢ : E — E eine Isometrie,
dann ist Y eine Affinitit, deren zugehorige lineare Abbildung ¢ : V — V orthogonal ist.

Beweis. Sei O in F fest gewihlt. Wir definieren
o1V —V, OF — (0)y(P)
und zeigen zunéchst fiir alle v,w € V:
le(v) = p(w)| = v = w].

Dazu sei v =0P und w :@. Es folgt

—

o) = p(w)ll = [1¢(OP) - p(OQ)] = || HO)(P) - G(O)(Q) |
= | GQU(PT || = d(w(Q),¥(P)) = d(P.Q)
~ QP =11Q0+ 0P|

= o=l
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Wegen ¢(O) = O folgt insbesondere ||¢(v)|| = ||v]| fiir alle v € V und damit

1
(w) = S{lol” + el = llv = w]*}

= eI + el - llo(v) — o(w) |’}
= (p(v), p(w))

fiir alle v,w € V. Wir zeigen nun, dafl ¢ linear ist. Fiir alle v,w € V und A € R gilt:

(v +w) —p(v) — pw), p(v+w) — e(v) — p(w)) =

(p(v+w),p(v+w)) — (pv+w),pv)) — -+ {pw), p(w))=
(v+w,v+w) — v+wv) — -+ (w,w)=
(v+w—v—w,v+w—v—w)=0,also

(v +w) = p(v) + p(w).

(M) = Ap(v), p(Av) — Ap(v)) =
(M), (M) = Me(Av), 0(v)) = Xep(v), (M) + X (@ (v), p(v)) =
(v, Av) — XA, v) — Mo, Av) + X2 (v,v) = 0, also
P(Av) = Ap(v).

Insgesamt haben wir bis jetzt gezeigt, dal ¢ : V' — V eine orthogonale lineare Abbildung
ist. Damit ist ¢ auch injektiv. SchliefSlich gilt fiir alle P, Q) € F

W(P)Y(Q)=t(P)$(0) + ¥ (0)d(Q)= —p(OP) + p(OQ) = p(— OP + 0Q) = o(PQ),

d.h., ¢ ist eine affine Abbildung und ¢ : V' — V die zugehorige lineare Abbildung.

O
Bemerkung.
1. Wegen Satz 1.4 ist jede Isometrie eines euklidischen Raums eine Kongruenz.
2. Ist {O,ay,...,a,} ein kartesisches Koordinatensystem des euklidischen Raums F und

¥ E — FE eine Affinitdt mit der zugehorigen linearen Abbildung ¢ : V' — V sowie
y'=a' + Axt

die entsprechende Koordinatendarstellung von ), dann ist ¢ wegen Korollar 2.4 aus
Kapitel 6 genau dann eine Isometrie (Kongruenz), wenn A eine orthogonale Matrix ist.

3. Eine Kongruenz eines euklidischen Raums setzt sich zusammen aus einer Translation
und einem orthogonalen Endomorphismus (z.B. Drehung oder Spiegelung) der Rich-
tung von E.
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2. Quadriken

Ist E ein euklidischer Raum und @ eine nichtleere Quadrik in F, so kann () wegen Satz
4.21 beziiglich eines geeigneten affinen Koordinatensystems durch eine Gleichung in affiner
Normalform beschrieben werden. Im allgemeinen ist das Koordinatensystem jedoch nicht
kartesisch. Es soll nun in diesem Abschnitt untersucht werden, welches die Normalformglei-
chungen der nichtleeren Quadriken sind, wenn das zugrunde liegende Koordinatensystem
ein kartesisches Koordinatensystem ist, und wie ein solches Koordinatensystem berechnet
werden kann.

Satz 2.1 (Metrische Hauptachsentransformation reeller Quadriken) Jede nichtlee-
re Quadrik Q) eines n-dimensionalen euklidischen Raums kann beziiglich eines geeigneten
kartesischen Koordinatensystems durch eine der folgenden Gleichungen beschrieben werden
(dabei sind ay, . .., a, positive reelle Zahlen):

2 2 2 2

1 A% T Tm g
2 2 2 2
aj ay, gy q as,
2 2 2 2

2 Dy % T Tm_y
a2 a2 a2 a2 o
1 k k+1 m
2 2 2 2
Ty Ty Tpy Tim

(3) _2+...+_2_ 5 —"'——2+2$m+1:0‘
aj aj, Apyq az,

Beweis. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems werde die Quadrik () durch die
Gleichung xBx' + 2bx' 4+ b = 0 beschrieben. Wir kopieren nun im wesentlichen den Beweis
von Satz 4.8 und beriicksichtigen, daf§ die Transformationsmatrix 7" orthogonal ist. Wegen
Satz 1.12 aus Kapitel 6 ist dann das neue Koordinatensystem kartesisch.

Da B eine reelle symmetrische Matrix ist, gibt es wegen Satz 2.11 aus Kapitel 6 eine or-
thogonale Matrix 7" so, daB T"" BT’ = T'"'BT’ eine Diagonalmatrix ist. Wir kénnen also
gleich annehmen, da} B eine Diagonalmatrix ist und dafl b; > 0 fiir + < k und b; = 0 fiir
i > m sowie b; < 0 sonst gilt (um die letzte Bedingung zu erfiillen, miissen nur die Spalten
von T" geeignet vertauscht werden). Ist nun b eine Linearkombination der Zeilenvektoren
von B, so gibt es ein ¢y € R™ mit ¢y B = —b. Wéhlen wir ein Koordinatensystem mit der
Transformationsgleichung = = 3 + 2/, so ist b’ = O im neuen Koordinatensystem, d.h., @
wird hier durch die Gleichung

bn.’E/lz + -+ bmml’;nz + b/ =0

beschrieben. Ist " = 0, so haben wir den Gleichungstyp (1). Ist &' # 0, so teilen wir durch —¥
und erhalten den Gleichungstyp (2), falls &’ < 0; anderenfalls vertauschen wir die Spalten
von 1" so, daf§ in der Gleichung fiir @) beziiglich des neuen Systems die Vorzeichen der
Koeffizienten wie gewiinscht vorkommen.

Sei nun b keine Linearkombination der Zeilenvektoren von B. Dann gibt es ein y’ € R™ mit

YB+b=(0,...,0.b ... 0 und (B, ,y,. . B) £ (0,...,0). Ist po = [|(Byeys- .., 0],
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also = \/b’?nﬂ + .- 42, so gibt es eine orthogonale (n — m,n — m)-Matrix T mit
(s b;l)T = (1,0,...,0). Definieren wir

E, O
T = mo=
(& 7);
so erhalten wir die Transformation in ein kartesisches Koordinatensystem, in dem () durch
die Gleichung

beschrieben wird. Wir kénnen also wieder annehmen, dafl () im urspriinglichen System durch
bllx% + -4 bmm:v?n + 22U a1 +0=0

definiert ist. Wahlen wir 3/ = —%emﬂ und 7" = FE,, so wird ) im neuen kartesischen

Koordinatensystem wie gewiinscht durch
bnx'12 4+ 4+ bmmx;nQ +2px), . =0

beschrieben, also nach Division durch p durch den Gleichungstyp (3).

Bemerkung.

1. Die im obigen Satz angegebenen Gleichungen werden auch euklidische Normalformen
genannt.

2. Ist @ eine (echte) Mittelpunktsquadrik, so wird ¢ durch eine Gleichung vom Typ
(2) beschrieben, und () wird durch eine Gleichung vom Typ (3) beschrieben, wenn @
parabolisch ist, d.h., wenn @) keinen Mittelpunkt hat.

3. In den Féllen (1) und (3) kann wie in Satz 4.21 auch k > m — k vorausgesetzt werden.
Die Eindeutigkeit der Darstellung (bis auf die Reihenfolge der Summanden und einen
gemeinsamen Faktor beim Typ (1)) folgt dann aus Satz 4.21, da die Koeffizienten
der quadratischen Glieder die Eigenwerte jeder symmetrischen Matrix B sind, die bei
einer Koordinatendarstellung von () durch eine euklidische Normalform beziiglich eines
kartesischen Koordinatensystems auftritt.

4. Hat () einen Mittelpunkt, so gelangt man zur euklidischen Normalform, indem man
einen Mittelpunkt von () zum Ursprung nimmt und die Matrix B einer kartesischen
Koordinatendarstellung von () durch eine orthogonale Matrix 7" diagonalisiert.

5. Ist @ ein Ellipsoid, so heiflen die Koordinatenachsen eines kartesischen Koordinatensy-
stems, beziiglich dessen () in euklidischer Normalform beschrieben wird, Hauptachsen
von . Ihre Richtungsvektoren (in Koordinatendarstellung) sind Eigenvektoren der
Matrix B. Sie sind orthogonal zueinander und beziiglich ) konjugierte Richtungen.

6. Deutet man die Transformation von einem kartesischen Koordinatensystem in ein ande-
res kartesisches Koordinatensystem als Kongruenz, so besagt Satz 2.1: Jede nichtleere
Quadrik eines euklidischen Raums E kann durch eine Kongruenz auf eine Quadrik
abgebildet werden, die beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems durch eine eu-
klidische Normalform gegeben ist.
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Beispiel. In einem 3-dimensionalen euklidischen Raum ist beziiglich eines kartesischen Ko-
ordinatensystems die Quadrik @) durch folgende Gleichung gegeben

922 4 241129 + 1625 + 102, — 2025 + 2025 + 21 = 0.

Somit ist
9 12 0

B=| 12 16 0 |, b=(5-10,10), b = 21.
0 00

Fiir die erweiterte Matrix B, gilt dann

21 5 —10 10

5 9 12 0

Berw = -10 12 16 O
10 0 0 0

Wegen RgB = 1 und RgB.,, = 3 ist () eine parabolische Quadrik mit der affinen Normal-
formgleichung 2% + 2, = 0. Damit ist @) ein parabolischer Zylinder, und die euklidische
Normalform lautet: )

x

“1 422, =0.

ay
Gesucht sind also a; und die entsprechende Koordinatentransformation, die das neue karte-
sische Koordinatensystem bestimmt.

Zuerst berechnen wir eine orthogonale (3, 3)-Matrix T” so, daB T"*BT" eine Diagonalmatrix
ist. Dazu muB eine Orthonormalbasis des R? berechnet werden, die aus Eigenvektoren von B
besteht. Wegen yp(z) = —2%(z — 25) hat B den einfachen Eigenwert 25 und den doppelten
Eigenwert 0. Zunéchst ist %(3,4, 0) ein normierter Eigenvektor von B zum Eigenwert 25,
und (0,0,1) , %(4, —3,0) sind zwei normierte Eigenvektoren von B zum Eigenwert 0, die
orthogonal sind. Wir definieren

3 4
o1 0
5 5
01 0
Damit folgt
15 0 0
BT'=120 0 0 |, 67" = (-5,10,10),
0 0 0

und b7” ist keine Linearkombination der Zeilenvektoren von BT'. Wir wihlen nun ¢’ € R3
so, daf3

y' BT + 06T = (0, *, *)

gilt, zum Beispiel ¥/ = (—1,1,0). Betrachten wir die Koordinatentransformation, die durch
zt =y + T'z'"" gegeben ist, so wird @ durch die Gleichung

252" 4 201 + 202, — 8 = 0
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beschrieben, d.h. b’ = (0, 10, 10) und ¥ = —8. Wie im Beweis zu Satz 2.1 angegeben, wihlen
wir jetzt eine weitere Koordinatentransformation mit der Transformationsmatrix

, (10
T._<Ot 2.

(10,10)7 = (1,0)
gilt. Dabei ist g = [|(10,10)|| = v/102 + 102 = 10y/2. Gleichwertig hiermit ist

wobei T orthogonal ist und

( )T = (1,0).

Y

Sl -
Sl

Dazu ergédnzen wir (\/%, %) durch (—\%, \/%) zu einer Orthonormalbasis des R? und setzen
4 1 1 0 0
TZ(E f)u also 7" =1 0 \/% _\/Li
V2 V2 0 \/Li \/Li

Wir erhalten also eine Koordinatentransformation gemé$ der Gleichung z'* = 7”z"*, und Q
ist dann durch
25077 +2-10v224 —8 =0

gegeben, d.h. b” = (0,10v/2,0) und b” = &/ = —8. GemiB des Beweises von Satz 2.1 wiihlen
wir nun

und erhalten schliellich die letzte Transformation mit der Gleichung
:L“”t _ y///t + m///t

so dafl @ letztendlich durch die Gleichung

"2

2527 + 2 10v/2z) = 0, also —— + 22 =0

N
(‘.n%
N

beschrieben wird. Die gesamte Koordinatentransformation ergibt sich aus

1 1 g 0 % 1 0 0 0 x
T2 | = L]+ 350 —3 0%—%(%§+w9>,

T3 0 01 0 \/Lﬁ \/LE 0 !
also 3 4 4 ”
1 1 [ 2! 5 52 52 a1
_ 29 4 _ 3 _ 3 "
T2 | =5 Tl 5 T5nE The 2
z 5 I 2
’ Vi Ve 3
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3. Aufgaben

A 3.1 In der euklidischen Ebene ist ein nichtausgeartetes Dreieck gegeben. Zeigen Sie, dafl
sich die Hohen in einem Punkt schneiden.

A 3.2 In der euklidischen Ebene ist ein nichtausgeartetes Dreieck gegeben. Zeigen Sie, dafl
sich die Mittelsenkrechten in einem Punkt schneiden.

A 3.3 In der euklidischen Ebene ist ein nichtausgeartetes Parallelogramm gegeben. Zeigen
Sie, daf die Diagonalen genau dann orthogonal sind, wenn das Parallelogramm ein Rhombus
ist, d.h., wenn alle Seiten gleich lang sind.

A 3.4 Im 3-dimensionalen euklidischen Raum sind beziiglich eines kartesischen Koordina-
tensystems die Punkte Pi(1,0,4), P,(—1,2,0) und P3(6,1,2) gegeben. Berechnen Sie die
Hessesche Normalform der Ebene F, die von Py, P5, P3 aufgespannt wird. Welche der Punk-
te Q1(—3,—2,—1), @2(1,1,3), Q3(2,2,4) liegen auf derselben Seite der Ebene E?

A 3.5 Im 3-dimensionalen euklidischen Raum sind beziiglich eines kartesischen Koordina-
tensystems die Punkte P;(2,1,2), P5(3,2,0) und P3(5,0,4) gegeben. Berechnen Sie die Hes-
sesche Normalform der Ebene F, die von P;, P5, P3 aufgespannt wird sowie das Lot von
P(2,2,1) auf £ und den Lotfupunkt. Welchen Abstand hat P von E?

A 3.6 Zeigen Sie: Sind g und h zwei windschiefe Geraden in einem euklidischen Raum, so
gilt d(g,h) = min{d(P,Q) | P € g und Q € h}.

A 3.7 Im 3-dimensionalen euklidischen Raum sei die Quadrik ) beziiglich eines kartesischen
Koordinatensystems durch die Gleichung —z% — 723 — $§ + 8x1x9 + 162123 + 82323 — 1 =10
beschrieben. Geben Sie eine Isometrie an, die ) auf eine Quadrik @’ in euklidischer Normal-
form abbildet. Zeigen Sie, daf} es sogar eine Spiegelung an einer Ebene E gibt, die @ auf ¢’
abbildet, und berechnen Sie F.

A 3.8 Im 3-dimensionalen euklidischen Raum sei die Quadrik ) beziiglich eines kartesischen
Koordinatensystems durch die Gleichung 722 +4y? — 222 +202y — 422 —16yz = 0 beschrieben.
Geben Sie eine Isometrie an, die Q auf eine Quadrik )’ in euklidischer Normalform abbildet.
Zeigen Sie, daf} es sogar eine Drehung gibt, die (Q auf @)’ abbildet, und berechnen Sie die
zugehorige Drehachse. Geben Sie mindestens 2 von der Identitdt verschiedene Isometrien an,

die () auf sich selbst abbilden.

A 3.9 Gegeben ist eine Affinitdt ¢ : E — FE eines n-dimensionalen euklidischen Raums F.
Zeigen Sie:

1) Es gibt ein p € R*, so daB d(¢(P),¥(Q)) < p-d(P, Q) fiir alle P,Q € FE gilt.

2) Es gibt ein p € RT, so daB d(¢¥(P),¥(Q)) > p-d(P,Q) fir alle P,Q € E gilt.

Hinweis: Benutzen Sie eine Koordinatendarstellung von ¢ beziiglich eines kartesischen Ko-
ordinatensystems.



KAPITEL 9

Projektive Geometrie

1. Projektive Rdume und Dualitat

Definition 1.1 Ist V ein (n + 1)-dimensionaler K -Vektorraum, so heifit die Menge P(V)
der eindimensionalen Unterrdume von V' der zu V' gehdrende projektive Raum. Die Elemente
von P(V) heiffen Punkte von P(V), und dim P(V) := dimg V — 1 = n heifit (projektive)

Dimension von P(V).

Bemerkung. Ist V = {O} der Nullraum, so ist P(V') = () leer und dim P(V') = —1.

Definition 1.2 Fine Teilmenge M des projektiven Raums P(V') heifit (projektiver) Unter-
raum von P(V'), wenn es einen Unterraum U von V mit P(U) = M gibt.

Bemerkung.

1.

2.

Jeder Unterraum eines projektiven Raums ist selbst ein projektiver Raum.

Ist P(V) ein n-dimensionaler projektiver Raum und P(U) ein Unterraum von P(V),
so heiit P(U) (projektive) Gerade in P(V'), wenn dim P(U) = 1, also dimy U = 2, und
(projektive) Ebene in P(V'), wenn dim P(U) = 2, also dimg U = 3. Gilt dim P(U) =
n — 1, also dimg U = n, so heiit P(U) (projektive) Hyperebene in P(V).

Ist {U;]i € I} eine Menge von Unterrdumen des Vektorraums V', so gilt P(M;e,U;) =
Nier P(U;). Fir Unterrdume Uy, ..., U, von V heifit das also

P(U) N NPU,) =PU N NUpy).

Insbesondere ist der Durchschnitt von projektiven Unterrdumen ein projektiver Unter-
raum.

Hat P(V') die Dimension n > 2, so haben zwei Hyperebenen H; und H; einen nichtlee-
ren Schnitt, denn gilt H; = P(U;) und Hy = P(U,), so folgt dimU; NU; > n—12> 1,
also Hy N Hy = P(U; N Us) # (. Insbesondere gilt: In einer projektiven Ebene haben
zwer Geraden g und h einen gemeinsamen Schnittpunkt. Sind g und h verschieden, so
ist dieser eindeutig bestimmt.
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Definition 1.3 Sind P(U;),i € I, Unterraume des projektiven Raums P(V'), so heifit der
Durchschnitt aller projektiven Unterrdume von P(V'), die jedes P(U;),i € I, umfassen, (pro-
jektive) Verbindung der P(U;), geschrieben ) .., P(U;).

Bemerkung.

1. Wegen Bemerkung 3 nach Definition 1.2 ist ) .., P(U;) ein Unterraum von P(V') und
zwar der kleinste, der alle P(U;),i € I enthélt. Man sagt, daB8 ) .., P(U;) von den
P(U;),i € I, aufgespannt wird.

2. Ist speziell I = {1,...,n}, soschreibt man >, _, P(U;) = P(Uy)+- - -+P(U,) oder auch
Y ics PU) = P(Uy) V.-V P(U,),und es gilt P(U,)V---VP(U,)=PU +---+U,).

3. Fiir Vektoren v,w € V mit v,w # O sind [v] und [w] Punkte des projektiven Raums
P(V); sie sind genau dann verschieden, wenn v und w linear unabhéngig sind. Statt
{[v]} V {[w]} oder P([v]) V P([w]) schreibt man [v] V [w] und nennt [v] V [w] Verbin-
dungsgerade von [v] und [w], falls [v] # [w]. Es gilt [v] V [w] = P([v] + [w]) = P([v, w]).

Der Zusammenhang zwischen projektiven und affinen Riumen.

Sei V' ein (n + 1)-dimensionaler K-Vektorraum mit n > 1 und H ein n-dimensionaler Un-
terraum von V| also P(H) eine Hyperebene von P(V). Wir wollen A := P(V)\ P(H) als
affinen Raum mit der Richtung H deuten. Dazu wihlen wir ein v € V' \ H, das im folgenden
fest bleibt. Es gilt also V' = [v] @ H. Wir zeigen nun, daBl es zu jedem [w] € A genau ein
h € H mit [w] = [v+ h] gibt. Zunéchst existieren k € K und A’ € H mit w = kv+h'. Wegen
[w] € A, also w & H, folgt k # 0, d.h.

[w] = [kv + 1] = [v+k'H).

Setzen wir h = k~'h/ € H, soist [w] = [v+h]. Gilt nun [w] = [v+h;] = [v+hy] mit hy, hy € H,
dann gibt es ein k € K mit kv + khy = v + hy, also (k — 1)v = hy — khy € [v]N H = {O},
d.h. k=1 und hy = hy. Fiir jedes [w] € A sei nun hy,) € H mit [w] = [v + hyy]. Bezliglich
der Abbildung

—_—

AxA—H, ([w],[w]) — hj) — hj) =[w]w]

ist A ein affiner Raum mit der Richtung H:

1. Sei [w] € Aund h € H. Dann gilt [w] = [v + hp,]. O.B.d.A. kann man w = v + Ay
annehmen, also [w + h| = [v + Ay + b, d.h. Ay = ) + b Es folgt

[w][w + h]= hpw) + h — hpw) = h.
Gilt andererseits [w][w']= h, so folgt hpu) — hp) = h, also hyy = hyw) + h und

[w’] =[v+ h[w/ﬂ =[v+ hpw) + h] = [w + h).

2. [U)] [w’] + [w’] [w/f]: h[u)’] — h[w] + h[w”} — h[w’] = h[u)”} — h[w} :[w] [w"].
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Aus Sicht von A heifit P(H) Fernhyperebene, und die Punkte von P(H) heiflen Fernpunkte.
Man nennt A die affine Einschrankung von P(V') beziiglich der Fernhyperebene P(H), die
allerdings noch von der Wahl von v abhéngt.

Ist P(U) ein projektiver Unterraum von P(V'), der in der Fernhyperebene P(H) nicht ent-
halten ist, also U ein Unterraum von V mit U € H, so ist

PU)NA={w]|[w] CU und [w] £ H}

ein nichtleerer affiner Unterraum von A mit der Richtung U N H. Wegen U € H stimmen
die projektive Dimension von P(U) und die affine Dimension von P(U)N A iiberein. Ist nun
andererseits L ein nichtleerer affiner Unterraum von A mit [v + k] € L und der Richtung
W, so ist W C H ein Unterraum von H und [v + h] + W =: U ein Unterraum von V, der
nicht in H liegt, also P(U) € P(H). Es gilt UN H = W, d.h.,, P(U) N A ist ein affiner
Unterraum von A mit der Richtung W. Wegen [v + h] € P(U) N A folgt P(U)N A = L.
Damit ist P(U) ein projektiver Unterraum von P(V'), der L enthélt und dessen projektive
Dimension mit der affinen Dimension von L {ibereinstimmt. Durch diese Eigenschaft ist
P(U) eindeutig festgelegt, denn ist P(U’) auch ein projektiver Unterraum von P(V') mit
derselben Eigenschaft, so ist P(U) N P(U')N A = L, d.h., P(U)N P(U’) und P(U) haben
dieselbe projektive Dimension. Wegen P(U)NP(U’) C P(U) folgt P(U)NP(U') = P(U), also
P(U) = P(U’). Man bezeichnet P(U) als projektive Fortsetzung oder projektiven Abschlufl
von L in P(V) und schreibt L = P(U).

Ist L ein nichtleerer affiner Unterraum von A mit der Richtung W, so gilt

L=LUP(W), LNA=L und LNP(H)=P(W).

Die Elemente von P(W) heiflen Fernpunkte von L und bilden einen projektiven Unterraum
der Fernhyperebene der projektiven Dimension dim L — 1. Man sagt auch: L entsteht aus L
durch Hinzufiigen der zugehorigen Fernpunkte.

Die Parallelitat affiner Unterrdume von A kann man nun mit Hilfe der Fernpunkte formu-
lieren. Sind zum Beispiel L; und L, affine Unterrdume von A gleicher Dimension und den
Richtungen W; bzw. W5, dann gilt

Ly || L2<:>W1:W2<:>P(W1) :P(Wg)

Damit sind zwei affine Unterrdume von A gleicher Dimension genau dann parallel, wenn
sie dieselben Fernpunkte haben. Zum Beispiel entsteht der projektive Abschluf} einer affinen
Geraden durch Hinzufiigen eines einzigen Fernpunktes, und zwei affine Geraden g und h sind
genau dann parallel, wenn sich g und h in einem Fernpunkt schneiden. Ist nun speziell P(V')
eine projektive Ebene und sind g, h verschieden, so schneiden sich g und h in genau einem
Punkt. Ist der Schnittpunkt ein Fernpunkt, so sind g und h parallel. Anderenfalls schneiden
sich ¢ und h und damit auch g und h in einem affinen Punkt.

Wir haben gesehen, dafl man in einem projektiven Raum der projektiven Dimension n
durch ”Entfernen” einer projektiven Hyperebene einen affinen Raum der affinen Dimen-
sion n erhélt. Im folgenden soll skizziert werden, wie jeder nichtleere affine Raum auf diese
Weise in einem geeigneten projektiven Raum enthalten ist. Sei also A ein nichtleerer affiner
Raum der Dimension n iiber einem Korper K mit der Richtung H. Dann ist

Vi=K&H={(kh)|keKheH}
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beziiglich (k,h) + (K, k') == (k + K,h + I') und K (k,h) = (K'k,K'R) fiir alle k, & € K
und h,h' € H ein (n + 1)-dimensionaler K-Vektorraum. Offenbar ist {(0,h) | h € H} ein

n-dimensionaler Unterraum von V und
o:H—{(0,h) | he H}, h+—— (0,h)

ein K-Vektorraumisomorphismus. Schreiben wir h statt (0, ) fir alle h € H, so ist H ein
n-dimensionaler Unterraum von V. Wir betrachten nun den projektiven Raum P(V') und
wihlen v = (1,0) € V fest. Fiir alle h € H gilt also v+h = (1, h). Dann ist A’ = P(V)\ P(H)

wie oben angegeben ein n-dimensionaler affiner Raum mit der Richtung H:
A= {[(1,n)] | he 7Y, (L)L )]=n —h.

Zu zeigen bleibt, dal A und A’ auf kanonische Weise isomorph sind. Dazu wéhlen wir ein
O € Afest. Esgilt A={O+h | he H}, und

A— A" O+ h+—[(1,h)]

ist eine bijektive affine Abbildung. Identifiziert man nun die sich entsprechenden Elemente
aus A und A’, so entsteht A aus P(V') durch ”Entfernen” der Hyperebene P(H), und P(V)
ist der projektive Abschlufi von A (in P(V)). Ist L ein affiner Unterraum von A mit der
Richtung W, so sind die Punkte von P(W) genau die Fernpunkte von L in P(V').

Satze der affinen Geometrie bekommen oft eine neue Bedeutung, wenn man sie vom projek-
tiven Standpunkt aus betrachtet. In diesem Zusammenhang spielt das Dualitétsprinzip eine
wichtige Rolle, das im folgenden erlautert werden soll.

Der Dualraum eines Vektorraums.
Ist V' ein K-Vektorraum, so ist die Menge

V*i={f:V — K| f ist linear}
aller Linearformen beziiglich

f+g9:V—K v f(v)+g(v)
k-f:V—K, vi—k-f(v)

ein K-Vektorraum (vgl. Kapitel 4.2), den man als Dualraum von V' bezeichnet. Hat V' die
Dimension n < oo, so gilt dim V* = n. Fiir einen Unterraum U von V definiert man

Ut:={feV"|f(U)=0}.
U+ ist ein Unterraum von V* mit
dim U+ = dim V — dim U.
Ist andererseits U* ein Unterraum von V*, so ist
Ut ={uecV| flu) =0 fir alle f € U*}

ein Unterraum von V mit

dim U**+ = dim V* — dim U*.



62

Fiir Unterrdume Uy, Uy von V' gilt:

o Uy CUy = Usj CUE,
o Ut =1,

o (Ui +Uy)t=UiNnUy,
o (UiNUy)t =Ui +Us.

Die Zuordnung U —— U+ induziert eine antitone (die Ordnung umkehrende) Bijektion zwi-
schen den Unterrdumen von V' und denen von V* und damit eine antitone Bijektion zwischen
den projektiven Unterrdumen von P(V') und denen von P(V*). Dabei werden Durchschnitt
und Summe (Verbindung) vertauscht. Dieses ist die Grundlage fiir das sogenannte

Dualitatsprinzip der projektiven Geometrie.

Fin Satz der projektiven Geometrie fiir n-dimensionale projektive Riume tiber endlich viele
projektive Unterrdume und deren Inklusion, Durchschnitte sowie Verbindungen bleibt richtig,
wenn i thm projektive Unterrdume der Dimension k durch solche der Dimension n —k — 1
ersetzt werden, die Inklusion umgedreht und Durchschnitte und Verbindungen miteinander
vertauscht werden.

Bemerkung.

1. Das Dualitatsprinzip ist kein mathematischer Satz der projektiven Geometrie, sondern
ein Satz iiber Satze der projektiven Geometrie. Es gehort daher in den Bereich der
mathematischen Logik und Modeltheorie, wo es exakt formuliert und bewiesen werden
kann.

2. Der Satz, der durch das Dualitatsprinzip gewonnen wird, heifit Dualsatz des Ausgangs-
satzes; das Anwenden des Dualitatsprinzips heiffit Dualisieren. Dualisiert man einen
Satz der projektiven Ebene, werden Punkte mit Geraden vertauscht, der Schnittpunkt
zweier Geraden geht iiber in die Verbindungsgerade der entsprechenden Punkte und
die Verbindungsgerade zweier Punkte in den Schnittpunkt der entsprechenden Gera-
den.

Satz von Desargues (projektive Fassung).

In einer projektiven Ebene seien Py, Py, Py und ()1, Qs, Q3 jeweils paarweise verschiedene
Punkte so, dafi PV Q1, P>V Q2 und P3V Q3 paarweise verschiedene Geraden sind. Schnei-
den sich die Geraden P,V Q1, P, V Qo und P3 V Q3 in einem Punkt, so liegen die Punkte
(PLV P)N(Q1VQa),(PLV P3)N(Q1VQs) und (PaV P3) N (Q2V Qs) auf einer Geraden.

Dualsatz des Satzes von Desargues.

In einer projektiven Ebene seien g1, ga, g3 und hy, he, hs jeweils paarweise verschiedene Gera-
den so, daf$ g1 Nhy, g2Nhy und gsNhs paarweise verschiedene Punkte sind. Liegen die Punkte
g1 M hi,g92 N hy und g3 N hy auf einer Geraden, so haben die Geraden (g1 N g2) V (hy N hs),
(g1 N g3) V (h1 N hg) und (g2 N gs) V (he N hs) einen gemeinsamen Punkt.
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Q1

e

Satz von Desargues

Beweis des Satzes von Desargues. Sei P, = [p;],Q; = [¢;] fiir i = 1,2,3 und Z = [¢]
der Schnittpunkt der Geraden [p1] V [¢1],[p2] V [g2] und [ps] V [g3]. Wegen [z] C [p;, ¢:] gibt es
ki, ll € K mit z = kzpz — l'LQz fir i = 1, 2, 3. Es fOlgt ]ﬁpl — l1Q1 = k’2p2 — ZQQQ, also

1= kipr — kopa = ligi — l2go.

Wegen z # O und der linearen Unabhéngigkeit von p; und ps bzw. ¢; und ¢ folgt r # O.
Sei analog

Ty = kopy — k3pz = laqo — l3g3 # O,
r3 = ksps —kipr = lzqz — g # O.
Dann folgt
] € (Ipa] + [p2]) N ([] + [a2]),
[ra] S ([p2] + [ps]) N (2] + las]),
[rs] S ([ps] + [pa]) N (las] + ),
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also

Wegen 1 + 73 + r3 = O sind [r1], [r2] und [rs] kollinear.
O

Bemerkung. Je nachdem, welche Schnittpunkte Fernpunkte sind, ergeben sich fiir die affi-
ne Interpretation des Satzes von Desargues verschiedene Variationen. In der affinen Version
diirfen zum Beispiel die Geraden Py V @1, P,V Q2 und P;V (03 parallel sein (ihre projektiven
Erweiterungen schneiden sich dann in einem gemeinsamen Fernpunkt Z) oder es gilt zum
Beispiel PV B||Q1V Q2, PV Ps3||Q1V Q3 und P V P3||Q2 V Qs.

Satz von Pappos-Pascal (projektive Fassung).

g und h seien zwei verschiedene Geraden einer projektiven Ebene mit dem Schnittpunkt Z.
Sind Py, Py, Py bzw. QQ1,Q2, Q3 paarweise verschiedene und von Z verschiedene Punkte von
g bzw. h, dann liegen die Punkte PLV Q2N PV Q1, PV Q3N P3VQ und PV Q3N PV Qo
auf einer Geraden.

Satz von Pappos-Pascal
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Bemerkung. Wie der projektive Satz von Desargues hat auch der projektive Satz von
Pappos-Pascal verschiedene affine Interpretationen. Wahlt man zum Beispiel die Gerade [
durch P,V Q>N PV Qy, PLV Q3N P3V @ als Ferngerade und liegt keiner der Punkte
P, Py, P3, (1,12, Q3 auf [, so sind die affinen Einschrinkungen von P; V Q)3 und P, V Q4
sowie P; V Q3 und P;V () parallel. Wegen des projektiven Satzes von Pappos-Pascal schnei-
den sich P, V Q3 und P53V @3 in einem Fernpunkt, d.h., ihre affinen Einschrankungen sind
parallel. Liegt Z auf [, erhélt man den sogenannten kleinen Satz von Pappos-Pascal (vgl.
Aufgabe 5.9 aus Kapitel 7), anderenfalls die affine Version geméf Aufgabe 5.8 aus Kapitel
7. Aus projektiver Sicht unterscheiden sich diese beiden Versionen nicht. Dual zum Satz von
Pappos-Pascal ist der

Satz von Brianchon (projektive Fassung).

P und Q) seien zwei verschiedene Punkte einer projektiven Ebene mit der Verbindungsgera-
den l. Sind g1, g2, g3 bzw. hy, he, hy paarweise verschiedene und von | verschiedene Geraden
durch P bzw. @), dann schneiden sich die Geraden g NhaV go N hy, g1 N hsyV g3 N hy und
g2 N hsy V g3 N hy in einem Punkt.

92 © 93

ho.

Satz von Brianchon
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2. Homogene Koordinaten und projektive Quadriken

Im folgenden ist V' ein (n + 1)-dimensionaler K-Vektorraum und P,...,P,,E € P(V)
Punkte in allgemeiner Lage, d.h., jeweils n + 1 von ihnen liegen in keiner Hyperebene von
P(V). Sind e, vy, ...,v, € V mit

E =le], Py = [w),- .-, Pn = [va],
dann sind insbesondere vy, ..., v, linear unabhéngig, und es gibt zq,...,x, € K mit
€ = XoUg + +* + TpUy.

Ist x; = 0 fiir ein 4, z.B. o = 0, so folgt O = —e + xyv1 + -+ - + z,v,, d.h., e, vy,... v, sind
linear abhéngig, und E, P, ..., P, liegen in einer Hyperebene - Widerspruch. O.B.d.A. kann
man also annehmen, daf

e=v+ -+ U,
gilt. Man nennt dann {Fy, ..., P,; E'} ein projektives Bezugssystem von P(V') mit der Stan-
dardnormierung {vo, ..., v,;e}. Weiterhin heiflen F, ..., P, Basispunkte, und F heifit Ein-

heitspunkt. Ist nun P € P(V) beliebig, so gilt P = [v] fiir ein v € V, und es gibt
Xo, ..., Ty, € K, nicht alle 0, mit

V= XoUy + *** + TpUp.

Man nennt x, . .., x, homogene Koordinaten von P beziiglich { P, ..., P,; E}. Sie sind of-
fenbar nur bis auf einen gemeinsamen Faktor # 0 eindeutig bestimmt, d.h., wahlt man fiir
{Py, ..., Py; E} eine andere Standardnormierung oder schreibt P = [v/] fiir ein v' € V| so

erhdlt man fiir P dieselben homogenen Koordinaten (bis auf einen gemeinsamen Faktor # 0).

Affine Deutung der homogenen Koordinaten.

Sei P(H) als Fernhyperebene in P(V') ausgezeichnet und seien Py, ..., P, € P(H) so, da8
PV---V P, = P(H).

Wihlen wir weiterhin Py € P(V) \ P(H), dann kann man F, ..., P, zu einem projektiven
Bezugssystem ergénzen, indem man zum Beispiel e = vy + - - - + v, und E = [e] setzt, wobei
Voy .-,V €V mit Py =[] fir i =0,...,n gilt.

Ist nun P = [v] ein beliebiger Punkt aus P(V') und sind xy, ..., z, die homogenen Koordi-
naten von P beziiglich {Py, ..., P,; E'}, so gilt

PePH)<~—=veH << z,=0.
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Fiir die affine Einschrankung A von P(V') beziiglich der Fernhyperebene P(H) gilt dann
Pe A< z7#0.

Alle affinen Punkte P und nur diese haben einen homogenen Koordinatenvektor der Art
(1,p1,...,pn). Man nennt py,...,p, die inhomogenen Koordinaten des affinen Punktes P.
Bei fest gewdhltem Bezugssystem sind sie durch P eindeutig bestimmt.

In Abschnitt 9.1 haben wir genau beschrieben, wie A als affiner Raum mit der Richtung H
gedeutet werden kann. Sei also wie dort vy € V' \ H fest gewahlt, Py = [vg]. Da {vy,...,v,}

eine Basis von H ist, ist {Fp,v1,...,v,} ein affines Koordinatensystem von A. Ist nun
P = [v] € A ein affiner Punkt mit den inhomogenen Koordinaten py, ..., p,, so gilt
P - [U] = [UO +p1U1 + -+ pnvn]

= [UO] + p1vr + o+ PRy
= Py+pior+ -+ pati

Damit sind py, ..., p, die affinen Koordinaten von P beziiglich des affinen Koordinatensy-
stems { Py, v1,...,v,} von A.

Wir withlen konkret den Vektorraum V = K™™' mit H = {(0,k1,..., k) | k1,..., k, € K}
sowie FE = [e], Py = [w], - .., P, = [v,] mit

vo = (1,0,...,0),v, = (0,1,0,...,0),...,v, = (0,...,0,1)

und
e=vot+uv+---+uv,=(1,...,1).
Dann folgt
PV) = {|(koy...,kn)] | ko,-..,kn € K nicht alle 0},
P(H) {[(0,k1,... kn)] | K1,..., kK, € K nicht alle 0},
A = {[(Lky,....,k))] | k1y.. . By € K}
=~ {(ki,..., k) | k1y... k€ K}

wobei die Isomorphie 2 als Isomorphie zwischen affinen Raumen gemeint ist (vgl. Beispiel
nach Definition 1.1 aus Kapitel 7). Insbesondere ergibt sich

(L oty k(LK K= (0K, — ket K — k) € H= K™,

wobei hier die I[somorphie = als Isomorphie zwischen K-Vektorrdumen gemeint ist. Beziiglich
des projektiven Bezugssystems {F, ..., P,; E'} hat der Punkt [(k,...,k,)] € P(V) die ho-
mogenen Koordinaten ko, ..., k, und der affine Punkt [(1, k1,...,k,)] € A die inhomogenen
(affinen) Koordinaten ki, ..., k,. Auf diese Weise kann man den projektiven Raum P(V)
auch als projektive Erweiterung des affinen Raums K™ auffassen.
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Die Dualitdt 148t sich nun in homogenen Koordinaten einfach veranschaulichen. Dazu sei
wieder V = K" und U ein r-dimensionaler Unterraum von V. Wir definieren

Ut ={veV|uw' =0 fir alle u € U},

wobei (2o, ..., %n) (Yo, - Yn)" = Toyo + -+ + Ty, fur alle zo, ..., 2T0, Yo, .-, ys € K gilt.
Offenbar ist U+ ein (n + 1 — r)- dimensionaler Unterraum von V, und die Zuordnung
U —— U? induziert eine antitone Bijektion zwischen den Unterriumen von P(V). Ins-
besondere gilt dimyg U+ = n + 1 — dimg U, d.h. dim P(U+) = n — 1 — dim P(U). Ist zum
Beispiel P = [(po, - . ., pn)] ein projektiver Punkt, so ist dual dazu die projektive Hyperebene,
die durch die Gleichung

PoTo + ++ + ppy =0

definiert ist. Dual zur Verbindung zweier Punkte P = [(po,...,p,)] und Q = [(qo,- -, qn)]
ist der projektive Unterraum von P(V'), der durch

p0x0++pnxn 0
Qoo + -+ Ty, = 0

beschrieben wird, d.h. (P V Q)+ = P+ N Q*. Entsprechendes gilt fiir beliebige projektive
Unterrdume von P(V).

Projektive Quadriken.

Im folgenden sei x(K) # 2. Eine Teilmenge ) C P(V) heiit Quadrik in P(V'), wenn es eine
nichttriviale symmetrische Bilinearform 3:V x V — K so gibt, daf}

Q={l]ePV)|pHvv)=0}

gilt. Ist B(v,v) = 0 fiir ein v € V), so folgt B(kv, kv) = 0 fiir alle k € K, d.h., der Begriff
Quadrik ist wohldefiniert. Im folgenden wollen wir stets voraussetzen, daf§ dim P(V) =n > 2
gilt und @ in keiner Hyperebene von P(V') liegt. @) heifit reguldar, wenn das Radikal von
B trivial ist, d.h. Radg = {O}. Diese Eigenschaft ist unabhéngig von der symmetrischen
Bilinearform g3, die @) beschreibt.

In homogenen Koordinaten beziiglich eines projektiven Bezugssystems wird ) durch eine
Gleichung der Form

boo Ce bOn Zo
(wa"?xn) =0
bnO . bnn e
beschrieben. Dabei ist (b;;) eine symmetrische (n 4+ 1,n + 1)-Matrix iiber K. Genau dann
ist () reguldr, wenn (b;;) eine regulére Matrix ist. Wegen Satz 4.4 aus Kapitel 7 gibt es ein

projektives Bezugssystem, beziiglich dessen () durch

booazg 4+ -+ bm«xz =0
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beschrieben wird. Dabei sind by, ..., b.. von 0 verschieden. Fiir K = R kann man sogar
boo, - - -, b € {1,—1} annehmen und byg = --+ = b, = 1, falls K = C. Wiahlt man das
projektive Bezugssystem { Py, ..., P,; E} so, dal P, V ---V P, die Fernhyperebene ist, so
gehort ein affiner Punkt X mit den inhomogenen Koordinaten x4, ..., x, genau dann zu @),
wenn

boo bgl RN bOn 1

bip b1 ... bin x

Lz, oz | i "l =o.

bnO bnl bnn I

also

rBx' 4+ 2bz' + b =0,

wobei z = (x1,...,2,) und
bll e bln
B = : : , b=1(bo1,...,bon), b= bgo.
bnl bnn

Man nennt ¢Q N A den affinen Teil von ) und () den projektiven Abschlufl von ) N A. Auf
diese Weise kommt der erweiterten Matrix B.,,, eine neue Bedeutung zu.

Beispiel. Sei P(V) eine reelle projektive Ebene.

1. Beziiglich eines projektiven Bezugssystems werde die Quadrik ) durch die Matrix

-1
B = 0
0

O = O
_ o O

beschrieben. Der affine Teil von ) wird wesentlich durch das Schnittverhalten der
Ferngeraden h mit @) bestimmt. Schneidet i die Quadrik @ nicht (z.B. h : zo = 0),
so ist der affine Teil eine Ellipse (22 + x3 = 1). Schneidet h die Quadrik @ in zwei
verschiedenen Punkten (z.B. h : 5 = 0), ist der affine Teil eine Hyperbel (23 —z% = 1).
Schneidet h die Quadrik @ nur in einem Punkt, d.h., berithrt A die Quadrik @ (z.B.
h:xy—x; =0), dann ist der affine Teil eine Parabel.

2. Gilt

0
0
-1

B —

o O O

0
1
0

und ist A : xp = 0 die Ferngerade, dann besteht der affine Teil von () aus zwei sich
schneidenden Geraden (22 — 23 = 0). Ist h : x5 = 0 die Ferngerade, so besteht der
affine Teil von @ aus zwei parallelen Geraden (3 — 1 = 0).
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Satz von Pascal.

Q sei eine requldre Quadrik einer projektiven Ebene und Py, ..., Py seien Punkte von @) so,
daf$ je 3 von ihnen nicht auf einer Geraden liegen. Dann schneiden sich die gegeniiberlie-
genden Seiten des Sechsecks Py PoP3PyPsPs auf einer Geraden, d.h., (P, V Py) N (PyV Ps),
(P, V P3) N (PsV Ps) und (PsV Py) N (Ps V Py) sind kollinear.

Py e \

L Py

Satz von Pascal

Bemerkung.

1. Es gilt auch die Umkehrung des Satzes von Pascal: Sind P, ..., P; Punkte einer pro-
jektiven Ebene in allgemeiner Lage, d.h., je 3 von ihnen liegen nicht auf einer Geraden,
und sind (P, V P) N (PyV Ps), (P V P3) N (PsV Ps), (P3V Py) N (Ps VvV Py) kollinear,
so liegen Py, ..., Ps auf einer reguldren Quadrik.

2. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Satz von Pascal affin zu interpretieren je nach-
dem, welche Schnittpunkte auf der Ferngeraden liegen.

3. Der Satz von Pappos-Pascal ist eine Variante des Satzes von Pascal, bei dem der
regulidre Kegelschnitt durch einen singuldren Kegelschnitt (Geradenpaar) ersetzt ist.

Bevor wir den Satz von Pascal dualisieren, definieren und untersuchen wir projektive Tan-
genten an projektiven Quadriken. Sei () beziiglich eines projektiven Bezugssystems durch
die Gleichung

2Barprt =0
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gegeben, wobei B, eine reguldre (n + 1,n + 1)-Matrix ist, sowie P = [p| ein Punkt von
Q) und g = [p,v] eine Gerade durch P. Wir wollen zunéchst herausfinden, welche weiteren
Punkte von ¢ auf ) liegen. Dazu seien p und v die Koordinatenvektoren von p und v. Ein von
P verschiedener Punkt von g hat die Form [Ap + v], A € K. Wir untersuchen die Gleichung

(AP + ) Bep(Ap +0) = 0,

also
QAﬁBerwﬁt + 6Berw{}t =0,

da pBerwpt = 0. Ist pBey0' # 0, so hat g mit ) zwei verschiedene Schnittpunkte. Gilt aber
PBery0t = 0, so liegt g ganz in @) oder hat mit @Q keinen weiteren Schnittpunkt. Wir wollen
nun g Tangente an @) durch P nennen, wenn g N Q) = {P} oder ¢ C Q. In homogenen
Koordinaten bedeutet das

PBerw? = 0.

Die Vereinigung aller Tangenten an ) durch P ist somit eine projektive Hyperebene in P(V'),
die P enthilt. Sie heifit Tangentialhyperebene an ) durch P. Ist P ein affiner Punkt von
@, so sind wir an den affinen Punkten der Tangente interessiert. Dazu seien pq, ..., p, die
inhomogenen Koordinaten von P und vy, ..., v, die inhomogenen Koordinaten von [v]. Mit
p=(p1,...,pn) und © = (vy,...,v,) folgt dann

PBer? =0 < (pB + b)t" = —b — by

Damit ist die affine Einschrinkung einer projektiven Tangente an () durch einen affinen
Punkt von @) die affine Tangente an der affinen Einschrinkung von () durch P.

Beispiel.

1. Im Projektiven schneidet eine Gerade g eine Quadrik () also in keinem Punkt, in genau
einem Punkt, in genau zwei Punkten oder liegt ganz in ). Die im Affinen gefiihrte
Diskussion der sogenannten doppelten Schnittpunkte entfillt also in der projektiven
Geometrie. Ist zum Beispiel g eine affine Gerade der reellen affinen Ebene, die eine
(affine) Parabel @) in genau einem Punkt P schneidet (also Ausnahmerichtung hat),
so ist g keine affine Tangente an ) durch P; somit ist die projektive Erweiterung g
von g auch keine Tangente am projektiven Abschlufl Q von @, d.h., § schneidet Q in
einem weiteren Punkt, ndmlich dem Fernpunkt von g. Der prOJektwe Abschluf3 der
Parabel @) entsteht durch Hinzufiigen eines einzigen Fernpunktes; durch ihn verlauft
die Ferngerade als projektive Tangente.

2. Der Asymptotenkegel einer reellen affinen Hyperbel besteht aus zwei sich schneidenden
Geraden, deren Fernpunkte auf dem projektiven Abschlul der Hyperbel liegen. Man
sagt auch, dafl sich die Hyperbel und ihr Asymptotenkegel im Unendlichen schneiden.
Damit sind die projektiven Abschliisse der Geraden des Asymptotenkegels projektive
Tangenten am projektiven Abschlufl der Hyperbel jeweils durch einen Fernpunkt.

Das Duale des Punktes P in P(V) ist nun die Hyperebene in P(V'), die durch die Gleichung

prt =0
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definiert ist. Ist P’ der Punkt von P(V'), dessen homogener Koordinatenvektor pBe,., ist, so
liegt P’ auf der Quadrik @' mit der Gleichung

vB.l ' = 0.
Ein Punkt X € P(V) liegt nun genau dann in der Tangentialhyperebene an @)’ durch P’,
wenn
PBerwBL 2t =0, also pa’ =0,

erw

wobei x homogener Koordinatenvektor von X ist. Damit erkennt man das Duale von P als
die Tangentialhyperebene an Q" durch P’.

Das Duale einer reguléren projektiven Quadrik, die beziiglich ei-
nes projektiven Bezugssystems durch die Gleichung zB,,,z' = 0
gegeben ist, kann gedeutet werden als die Menge aller Tan-
gentialhyperebenen an der Quadrik, die durch die Gleichung
rB_1 xt = 0 definiert ist.

erw

Obige Uberlegungen fithren nun zu folgender Dualisierung des Satzes von Pascal.

g1

ge

Satz von Brianchon
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Satz von Brianchon.

Q sei eine requlire Quadrik einer projektiven Ebene und g, ..., gs seien Tangenten an Q) so,
dafs sich je 3 von thnen nicht in einem Punkt schneiden. Dann gehen die Verbindungsgeraden
gegeniiberliegender Punkte durch einen Punkt, d.h., (g1 N g2) V (92N gs), (g2Ngs) V (g5 M ge)
und (g3 N gs) V (g6 N g1) schneiden sich in einem Punkt.

3. Aufgaben

A 3.1 P(V) sei ein projektiver Raum, in dem die Fernhyperebene P(H) ausgezeichnet ist,
und P(U) ein Unterraum von P(V) mit U ¢ H. Zeigen Sie, da} P(U) N A ein affiner
Unterraum von A mit der Richtung U N H ist, wobei A die affine Einschrinkung von P(V)
beziiglich P(H) ist.

A 3.2 Geben Sie alle affinen Interpretationen des projektiven Satzes von Desargues an.
A 3.3 Geben Sie alle affinen Interpretationen des projektiven Satzes von Pappos-Pascal an.
A 3.4 Geben Sie alle affinen Interpretationen des projektiven Satzes von Pascal an.

A 3.5 Zeigen Sie: Ist V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit den Unterrdumen U
und W, so gilt ULt = U sowie U C W «—= Wt C UL

A 3.6 Essei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit x(K) # 2, und (3, 5’ seien zwei
nichttriviale symmetrische Bilinearformen auf V' mit

Q={[]ePV)|Bvwv)=0}={[)]ePV)|F(v,v)=0}

Zeigen Sie: Liegt @ in keiner Hyperebene von P(V'), so haben ( und ' dasselbe Radikal.

A 3.7 Es sei P(H) eine Hyperebene des projektiven Raums P(V) und @ C P(H) eine
Quadrik in P(H) sowie P € P(V)\ P(H) fest gew&hlt. Zeigen Sie, da8 die Vereinigung aller
Verbindungsgeraden PV P’ mit P’ € @ eine Quadrik in P(V') ist.

A 3.8 P(V) sei ein 3-dimensionaler projektiver Raum iiber einem Koérper mit der Charak-
teristik # 2 sowie g1, g2, g3 drei Geraden in P(V'), die sich paarweise nicht schneiden. Zeigen

Sie, daBl die Vereinigung aller Geraden von P(V'), die g1, go und g3 schneiden, eine regulére
Quadrik in P(V) ist.
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