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LIMITE ERGODIQUE DE PROCESSUS DE
DIFFUSION INFINI-DIMENSIONNELS

S. RE&LLY ET D. SEU

Abstract

We give a temporal ergodicity criterium for the solution of a class
of infinite dimensional stochastic differential equations of gradient
type, where the interaction has infinite range. We illustrate our
theoretical result by typical examples.

1. Introduction

Au cours de ces derniéres décennies, des progres majeurs ont été faits
sur ’étude du comportement asymptotique en temps de processus de dif-
fusion sur un réseau, qui sont solutions d’équations différentielles stochas-
tiques & valeurs dans M ol M est un espace métrique complet et S un
ensemble dénombrable (infini).

Parmi les résultats les plus récents, on peut citer quand M = R et
S = 7% Zegarlinski (1996) qui a montré la convergence a vitesse ex-
ponentielle de la loi au temps t de certaines diffusions gradients vers
une mesure de gibbs, par des méthodes utilisant les semi-groupes hy-
percontractants et les inégalités de Log-Sobolev. Da Prato & Zabczyk
(1995) utilisent dans le cas ot M = R, ou bien M espace de Hilbert,
des propriétés de dissipativité d’opérateurs sur des espaces de Hilbert
pour obtenir ergodicité du processus. Ou encore Albeverio & al. (1997)
montrent la convergence ergodique (dans L?) du processus grace aux
techniques de convergence des formes de Dirichlet associées.
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Dans tous ces travaux les interactions intervenant dans la dynamique
sont & portée finie, i.e. I'’équation différentielle stochastique satisfaite par
chaque coordonnée de la diffusion (& valeurs dans M) ne fait intervenir
qu’un nombre fini d’autres coordonnées.

Nous présentons ici, un premier exemple d’ergodicité pour des dif-
fusions & valeurs dans R%" avec interaction & portée infinie et la tech-
nique que nous utilisons (trés simple par rapport aux autres techniques
précédemment citées) fait appel & une idée de Sunyach, développée élé-
gamment par Royer (1979): Sunyach (1975) exhibe un critere d’ergo-
dicité dans un cadre général en considérant la classe de processus dont
le semi-groupe de transition a une action contractante sur l’espace des
fonctions lipschitziennes.

Dans ce travail, nous considérons le systéeme gradient stochastique
suivant dans R%" (d>1): VieZ,

aXi(t) = dBi(0) 5 | $1060)+ D060, (X0, X,(0) | dt, 150
(1) o

X(0) =2 e R

ott les ¢;, i € Z%, sont des fonctions sur R appelées potentiels d’interac-
tion propres et pour i # j, les ¢; ; sont des fonctions sur R? satisfaisant
¢i; = ¢4, appelées potentiels d’interaction par paires; on pose, pour
z,y €R,

, )
¢i7j(1’7y) = %¢i,j(xa y);

(Bi);eze est une famille de mouvements browniens réels indépendants.

L’existence et I'unicité de la solution du systéme (1) dans S’ ont été
montrées sous des hypotheéses que nous adopterons (cf Doss & Royer
(1978), Shiga & Shimizu (1980)).

Dans le paragraphe 2, le Théoreme 1, qui est notre résultat prin-
cipal, montre que sous certaines hypotheses sur ¢; et ¢;;, le proces-
sus (X(t)) 4> solution de (1) est ergodique dans un certain espace de
Hilbert E_,, que I'interaction soit & portée finie ou infinie.

Dans le paragraphe 3, on donnera deux exemples de potentiels d’inte-
raction satisfaisant les hypotheéses du Théoreme 1: pour le premier,
Iinteraction est a portée finie et pour 'autre la portée est infinie.

Nous allons tout d’abord préciser certaines notations.
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Notations.

o RZ (d > 1) est lespace d’états muni de sa filtration canon-

ique (Fa)a, ot A décrit I'ensemble des parties finies de Z?. Fy
est donc engendrée par les projections spatiales (pr;);ca ol

d
pr; R — R
T = (T;)jeze +—— T
S est l'espace des fonctions a décroissance rapide sur Z¢. Son

dual S’ est I'espace des fonctions & croissance lente, i.e. & crois-
sance moins rapide que celle d’un polynome.

Si I'on note, pour tout r € R, || - || la norme dans l'espace de
Hilbert & poids £2(7(")) définie par: pour = = (;);cz4,

lz)2 = > Va2,

€74
ol les %(r) sont les poids (polynomiaux si r € N*) donnés par:
'ym = (1+ [|i|)?" avec |i| = Zzzl lir| pour i = (iy,... ,iq) € Z7,
alors on a:

S= n {ac e R%, [l]» < oo} et
reN*

U {ac e R™, l]| = < oo} .
reN*

S/

Pour r > 0, on note:
B, = {x e R, ||z||_, < oo}

qui est un espace de Hilbert séparable.

Sur un espace X normé on définit:

P(X), 'ensemble des mesures de probabilité sur X'.
Cp(X), U'ensemble des fonctions continues et bornées sur X

Lip(X), ’ensemble des fonctions lipschitziennes sur X' & valeurs
réelles.
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Pour tout f € Lip(X), on désigne par [f] la constante de Lipschitz de
fsur X, ie.

[f] = sup |f(.’17) - f(y)|
P e =yl
T,yeX

Nous rappelons les hypotheses notées Hy d’existence et d’unicité de la
solution de (1).

@) IM e R, VieZi¢! > M et sup;eza |¢}(0)] < oo.

B) 3(ij)i, jeza positive avec sup;cza Y, ¢ij < 00

2
Ho telle que %gbi,j(z,y) > —q;j et sup;cza Z#i |¢;7j(0,0)| < 00.

2
v) 3(ei)i € S telle que SUP, - pa a0y D0 (T, 9)| < cij.
i#]

Sous Ho (cf Doss & Royer(1978), Shiga & Shimizu(1980)), pour
x € E_,., 'équation (1) a une unique solution forte markovienne & tra-
jectoires continues dans F_,..

On définit comme usuellement le semi-groupe de transition unitaire
(T})e>0 associée a la solution (X(t))t>0 de (1) par:

Vt>0, 2= (2)ieza € E_ et f € Co(E_,),

3) Tif(x) = E(f(X(1)/X(0) = z).

2. Propriétés ergodiques de la diffusion (X(¢)):>¢

Nous rappelons d’abord la notion d’ergodicité d’un processus et ensuite
le critére de Sunyach.

2.1. Définition.

La diffusion (X (t));>0 solution de (1) est dite ergodique dans E_,
s'il existe une unique mesure de probabilité ug sur E_, (invariante sous
Paction du semi-groupe de transition 7}) telle que: Vz € E_, et

f € Cb(E—r)v
tlirgoth(x) :/ ‘fd,uo.

—7
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Remarque. L’ergodicité se teste sur les fonctions continues et bor-
nées alors que dans le critere de Sunyach qui suit les fonctions tests sont
les fonctions lipschitziennes. On rappelle (dans un contexte plus général)
le critére de Sunyach (Sunyach (1975) Théoréme 1) adapté au cas ou le
temps est continu.

Soit (Y (t))¢>0 un processus de diffusion & valeurs dans un espace de
Hilbert séparable X' et (P;);>¢ son semi-groupe de transition unitaire
associé.

Proposition 1. Si le processus (Y (t))i>o0 satisfait aux hypothéses
sutvantes:
i) P; est contractante sur Lip(X), i.e. IX >0, V f € Lip(X)
[Pf]<e™™[f] ¥t>0,
i) Jyo € X tel queVt >0
E(|Y(#) = wollx) < 400,

alors il existe une unique probabilité g (invariante sous l’action de P;)
telle que pour tout f € Lip(X) et x € X,

Jim 7if(a) = [ fdo

Nous allons montrer que la diffusion (X (¢));>0 solution de (1) satisfait
ce critére dans E_,. (défini par (2) et ensuite qu’elle est ergodique (pour
cela on introduit la métrique de Vasserstein).

Le Théoreme 1 qui suit est le résultat principal de ce travail.

Théoréme 1. Considérons le systéme gradient stochastique (1) dans
lequel Uinteraction satisfait, en plus des hypotheses B) et ) de Ho, les
hypotheéses

o') Uniformément en i, les ¢; sont strictement convezes, i.e. 3M > 0
VieZ4, ¢ > M et sup, |¢L(0)] < +o0.

6) Ja = (ai)icza € S, positive telle que ap =0, N =37, 5 ar < 00
et pour tous x, y, z, t et i, j € 22,

(@ —y) (5 (2. 2) = ¢ ;(y,1) = airj ((z —y)* = (2 = 1)*).
n) 3r >0 tel que:

K(r)= supz%ai_j < M+ N.

Alors, (X (t))i>0 solution de (1) est ergodique dans E_,.
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Remarque. Dans le cas ou la portée de linteraction est finie la
suite a = (a;);eze définie dans I'hypotheése (0) a au plus un nombre
fini de termes non nuls.

Démonstration du Théoréme 1: Etant donné « = (2;);cze € E_,
(respectivement y = (y;)jeze € E_.), notons X®(¢t) (resp. X¥(t)) la
solution de (1) de condition initiale x (resp. y) dans E_,., on a: Vit > 0,
icZ4,

XE(0) = XU0 = =) =5 t (¢; (x79)) - ¢ (X?(s))> ds

I , )
32 (6t (2290 79)) = ot (X200, (x719)) ) .
VE)
En dérivant (X¥(t) — X}”(t))2 par rapport a ¢, on a:

G (X0 -x20)" = - (xr0 - x20) (o1 (x: @) - o1 (x210)

- X (w0 - x0) (o, (k0.5 0)) - 01, (32000 X000 ).
J#i

D’apreés les assertions (o) et (§) on a: V¢ >0, € Z¢
4 (xz0) - Xy(t))2

2 2
< —(M+N)(X7() = XP0) + D e (X7 () - XVW))
J#i
Posons: Vi, j € Z4,
—(M+N), sii=j
Qij = o,
i—j, sii# j.
Remarquons que Q; ; = Qj.; car ¢; ; = ¢;,; et donc pour tout i € Z%,
a; =a_;; on adoncVieZ et t >0,
(X -xrm) < Y Qu(X7m - X))

jezd
(x70) - X0) = (@~ 9)*

On a besoin maintenant d’un lemme de Gronwall infini-dimensionnel
dans le cas ou les constantes sont de signe quelconque (la “diagonale”

(Qii)icza est négative).
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Lemme 1. Soient v = (vi)ieza et a = (a;);eza des suites positives
sur Z% et Q = (Qi;)i; une “matrice” sur Z¢ x Z%, symétrique. Soit
u(t) = (ui(t))ieza,1>0 une suite de fonctions positives continues sur R, .

Supposons que:

(1) a € l*(y) et Vt >0, sup,<; u(s) € £(v) i.e.

(5) Z'yiai < oo etVt >0, Z%—supui(s) < 0.
iczd ieza St

(2) 3K €R, VjecZ9,
(6) Z YiQij; < K- ;.
i€z

Si K >0, supposons que Vi € Z%, t >0,

(7) ui(t) < a; + Z Qm-/o u;(s)ds,

jezd

ou st K < 0 supposons que la suite de fonctions u est de plus dérivable
sur Ry et que Vi € 73, t>0

(8) wi(t) < Y Qigui(t),  wi(0) = ai.

jezd

9) Z yiu(t) < e Z Vi

i€Z% i€Z4

Remarque. L’inégalité (8) entraine (7), donc faire I’hypotheése que
(8) est vérifiée est plus fort qu’exiger que (7) le soit.

Démonstration du Lemme 1:

Cas K > 0:
De P'inégalité (7) on a: V¢ > 0,

Z Yiui(t) < Z Vit :/0 Z Z Qi,jviui(s) ds.

i€Z4 €24 1€L% jEL
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Par l'inégalité (6) et du fait que @Q; ; est symétrique on a: V¢ > 0,

Z Yiui(t) < Z Yiai + K/o Z ~viui(s) ds.

i€Z4 i€Z4 i€Z4

Posons, v(t) = e Kt fg > icza viui(s)ds. La fonction v est dérivable
sur Ry car ¢t +— > ;4 viui(t) est continue sur Ry. Sa dérivée vaut:
> icza Yiui(t), on a done:

V'(t) = Z viui(t) — K/O Z yiui(s)ds | e K

i€Z4 i€Z4

—Kt
€ : g Yils

i€Z4

IA

1
alors w(t) < e Z yiaq - (1 — e K1)
i€z

or [ 3 eza vii(s) ds = eXtu(t) donc,

> i) <Y viai+ > a1 — e K

€24 €24 i€24
Kt § :
=€ - Vi
i€Zd
ce qui nous donne 'inégalité (9) pour K > 0.

Cas ou K < 0:
De l'inégalité (8) et par la symétrie de @); j on a: Vit > 0,

D i) < K Y vt

1€24 A
Z ~iu; (0) = Z Vi
i€Zd i€z
Posons m(t) = Z yiui(t) et g(t) = e Klm(t);
i€z
on a: g (t) = (m/(t) — Km(t))e K

<0.
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La fonction g est donc décroissante sur R;. Donc V¢ > 0,

g(t) <Y viai = g(0).
i€zd
D’ott I'inégalité (9) pour K < 0. B

Remarque. Le choix judicieux de la constante K du Lemme 1 est
donné par

. Vi
K = sup g o i,
S .
JELY jeza 1
Vi
= sup E ,Y_Qi,j
S .
JEL% jega T

par la symétrie de Q; ;.
Suite de la démonstration du Théoréme 1: La suite de fonctions u; () =
2
(Xf (t) — X7 (t)) satisfait les hypothéses du Lemme 1. En particulier,

par construction méme de la solution de (1), (sup,<; u(s)); € ! (v™)
(cf Shiga & Shimizu (1980)). D’oli, grace au Lemme 1,

10) YA (x70) - x1(0)

i€Zd

< exp((K () = M = N)t) - Y- 27 (s = i)™,
i€Z?

Soient f € Lip(E_,) et t >0
Tif () = Tf(y)] = |E(F(X"(0) — F(X¥()))]
< B|f(X*(t) — f(X(1))]

1/2

< [Blr(xew) - Fxr )P

<11 (Blx=@ - xvo),) "

En combinant les inégalités (10) et (11), on a: Vit > 0,

130) = i) < 1] ex (SR ) =l
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Puisque, par I'hypothese (n) la constante K (r) — M — N est strictement
négative, la diffusion (X (¢)):>o perd avec une vitesse exponentielle, la
mémoire de son état initial. On a donc:

Vt>0et f€Lip(E_,),

Tof) < 1] - exp (w ~t> |

Donc I’hypothese i) de la Proposition 1 est satisfaite.

D’autre part, par construction (cf Shiga & Shimizu (1980)), le proces-
sus de diffusion (X (t));>o satisfait pour tout ¢ > 0, E|| X (¢ H < +o0.

Donc 'hypothese (ii) de la Proposition 1 est satisfaite et cela prouve que
la diffusion (X (t));>0 admet une unique probabilité g, invariante sous
Paction de T3, telle que: V f € Lip(E_,) et z € E_,,

Jim T3 f(x / f dio.

Nous allons montrer que cette conclusion reste vraie pour les fonctions f
continues bornées sur E_,.. Soit

Pi(E_,) = {P € P(E_,) tel que

Jxg € E_,, / |z — zo|| = dP(z) < +oo} .

Munissons lespace Pi(E_,) de la métrique de Vasserstein, notée R,
définie par: pour P, Q € P(E_,),
P, = inf F||X - Y||_
R(P.Q) = inf EIX = Y|,

ou X (respectivement Y') parcourt l’ensemble des variables aléatoires a
valeurs dans E_, de loi P (resp. Q).

Cette définition de R est équivalente a la relation duale de Kan-
torovich: plus précisément, pour P, @ € Pi(E_,),

R(P,Q) = sup
(<1

fd(PQ)|-

L’espace (P1(E_.),R) est un espace métrique complet séparable et la
convergence d’une suite (P,), de P(E_,) au sens de la métrique R est
équivalente a la convergence étroite de (P,), (voir Dudley (1976), The-
orem 8.3). Ainsi pour tout f € Cy(E_,) et x € E_,., limy_o, Ty f (z) =
/ B, fduo, ot pg est la probabilité invariante sous I'action de T;. C’est

Vergodicité de la diffusion (X (t));>o solution de (1). ®
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3. Exemples

3.1. Un cas d’interaction a portée finie.
On considere ’hamiltonien h = (h;);cz¢ donné au site i € Z¢ par

(12 M) = Vi) +5 3 (- ;)?
li—=jl<p

ol z = (z)jeza € RZ' p €]0,4o00[ est la portée de l'interaction et
V e C*(R).

L’interaction par paire —z;x; est quadratique pour i et j tels que
li = jl < p.

De la formule (12), on peut définir les potentiels d’interaction (¢;); et
(¢4,5)i,; par: Vi, j € Z4,

1
o =V et ¢ (xs,25) = 5(% — ;)% avec x;, x; € R.

Posons: pour i € Z% et = (2;);ez4 € RZ,

1 1 1
bV (z) = ~5 g @) =5 [ V(@) + S (@i — )
li—jl<p
Considérons 1’équation différentielle stochastique suivante associée a
h = (hi)iEZd Vi€ Zd,
axM () = dB;(t) + b (XD () dt, t>0
(13)
xMo) =2 eRr.
Proposition 2. Si le potentiel d’interaction propre V est strictement

convexe alors il existe r > 0 tel que I’équation (13) ait une unique solu-
tion markovienne, notée (X(l)(t))t>0, qui est ergodique dans E_,. (défini

en (2)).

Démonstration: Puisque V  est strictement convexe et que
2
82—%¢i7j(x,y) = —1, alors les hypotheses «, 3, v de Hq sont satisfaites.

Par la stricte convexité de V, il existe M > 0 tel que 'hypothese (o)
du Théoreme 1 soit satisfaite. D’autre part, pour tous réels x, y, z, t et
pour ¢, j € 7%, on a:

(2 = 9@ 2) — 61,(9.1)) = (2~ )" — (2~ 9) =~ )
> (-7~ - 1?).
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Ainsi hypothese (§) du Théoreme 1 est vérifiée avec

L si i) <
a; = 2 =r
0 sinon.
Donc: 1 1
N= > a= > 5=30B0]-1),

0<|k|<p keB,(0)\{0}

out B,(i) = {j € Z% |i — j| < p} et |B,(0)]| est le cardinal de B,(0).
I nous reste a montrer l'existence de r € Q% tel que I'hypothese (n)
du Théoreme 1 soit satisfaite.

1+|i|>2T 1
:Sup - —
i€zd Z <1+J 2

0<|j—i|<p

2r
1
—ap Y (7) =
ieZdO<‘k|§p L+ i+ K 2

Par I'inégalité élémentaire: |i| — |k| < |i + k[, on a:

K(r

~—

T4 ]i+ k|l + KN\ 1
K(r) = sup (%) =
€2 ke B, (0)\{0} itk
or 1
< > (1+\k|)7'§
keB,(0)\{0}
1
< (149 5 (1B,(0)] - ).

On peut toujours choisir r > 0 suffisamment petit pour que:

2M
I<(l4+p" <14 0.
1B, (0)] —1

Donc 'hypothése () du Théoréme 1 est satisfaite. B

Remarque. Pour p =1 (interaction au plus proche voisin) le systeme
gradient stochastique (13) a été étudié par Royer (cf Royer (1979)). Il a
montré l'existence d’une unique mesure de probabilité (de Gibbs) invari-
ante mais n’a pas explicité la convergence vers cette mesure de Gibbs.
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3.2. Un exemple typique d’interaction a portée infinie.
Soient donnés a = (a;);cz« une suite positive de S avec ag = 0 et
N =37} 4o ar < oo, et une fonction V' € C%(R).

Considérons I'hamiltonien h = (h;) ez« donné au site i € Z¢ par:

(14) hi(w) =V(z:) + Y aij(zi —1;)°, o= (:)sez0-
J#i

Dans cet exemple, 'interaction par paire est modélisée par: —2a,;_;z;z;
(i # j), et la portée de I'interaction n’est pas a priori finie. Pour i, j € Z4
on peut définir les potentiels d’interaction ¢; et ¢; ; par:

¢1’ =Vet ¢i7j(xi,xj) = (I’Z - JCJ')Q, Ty, Tj € R.

On pose: Vi€ Z% et x = (%5)jez4,

10 1
b\ (z) = —5 g hil@) =5 | V(@) + > 205 j(w; — ;)
! J#i

Considérons le systeme gradient stochastique associé a 1’hamiltonien
défini en (14) suivant: Vi € Z9,

dX P (t) = dBi(t) + b (XD () dt, >0
(15)
x20) =2 e R

Proposition 3. Si le potentiel d’interaction propre V introduit
en (14) est strictement conveze alors la solution (X (t));>o de
léquation (15) est ergodique dans un espace E_,., r € QT.

Démonstration: Puisque la fonction V' est strictement convexe et la
suite a = (a;);eze (donnée dans (14)) appartient a S, les hypotheses «,
0 et v de Hy sont bien satisfaites.

Par la stricte convexité de V, il existe M > 0 tel que I'hypothese (')
du Théoréme 1 soit vérifiée. L’assertion (J) est aussi satisfaite avec
a = (a;);eze défini en (14). Il nous reste a vérifier (n). On sait que

1+ i\
K(r) = sup < : ) ai—j.
iezd; 1+ [j] ’
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En utilisant I'inégalité élémentaire: |i| — |j| < |i — j| on a:

L ]+ i = 1\
K(r) < sup (— Qi i
iezdg L+ |j] !

< S+ )T ar = K(r).

k0

Puisque a = (a;);cz4 € S, elle décroit plus vite que tout polynéme, en
particulier que (1+i[)~2("+#) avec p > £. Ce qui fait de K (r) une somme

de série de fonctions normalement convergentes. Donc la fonction K est
continue en r > 0 avec K (0) = N. On peut donc toujours choisir 7 > 0
(suffisamment petit) pour lequel K(r) < M + N. Donc ’hypothese (7)
du Théoreme 1 est satisfaite. B
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plissement de ce travail.
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