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We study here by stochastic calculus methods some martingale properties of a general class of measure-
valued branching processes. The form of the cumulant semigroup determines their local characteristics
and the explosion time. Finally, by the infinite divisibility property of these processes, we obtain a
Lévy-Khintchine representation on the paths space and we propose an interpretation of the canonical
measures in terms of entrance laws.

branching process * martingale problem * Lévy-system * explosion time * Poissonian representation *
canonical measure

On étudie par des méthodes de type calcul stochastique les propriétés de martingales d'une classe trés
générale de processus de branchement a valeurs mesures. Leurs caractéristiques locales et temps
d’explosion sont explicités en fonction de la forme de leur cumulant. Enfin, grice a I'infinie divisibilité
de ces processus, on obtient une représentation de Lévy-Khintchine sur I'espace des trajectoires qui
permet d’interpréter leurs mesures canoniques comme des lois d’entrées.

1. Introduction, notations et cadre du probléme

Les processus de branchement a valeurs mesures (notés dorénavant PBM) ont été
introduits par Watanabe (1968) et sont une extension naturelle des processus de
branchement a valeurs réelles positives (cf. Kawazu et Watanabe, 1971) ol a valeurs
(R,)* (cf. Jirina, 1958; Ryzhov et Skorokhod, 1970; Watanabe, 1969). IIs modélisent
I’évolution de la répartition de masse dans un espace E d’un systéme dans lequel
interviennent simultanément un phénomeéne de diffusion spatiale et un phénoméne
de branchement. On les utilise en étude de la dynamique des populations, en
immunologie, etc.

Nous nous sommes intéressées a I’étude des propriétés de type martingale et
d’infinie divisibilité d’une classe (€¢) de PBM X définie succintement de la fagon
suivante, comme dans Watanabe (1968): X est un processus de Markov, homogéne
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dans le temps, a valeurs dans I’espace des mesures finies sur E jusqu’a un temps
de mort ¢ (éventuellement infini), de fonctionnelle de Laplace Ly, (P, est la loi de
X,), satisfaisant

Lp(f)=EQ <y exp—(X,, ) =exp—(X,, US)
ou X, est la mesure initiale et U, est un semi-groupe non linéaire, appelé cumulant
de X, associé a I’équation

oU
;:AU+R(U), Uy=f,

avec: A, générateur infinitésimal d’un processus de Markov sur E, lié au phénomene
de diffusion du processus; R, une fonctionnelle non linéaire, induite par le
phénomeéne de branchement sous-jacent.

Le cas particulier ou R est quadratique, et —A est une puissance fractionnaire
de I'opérateur —A, a été d’abord étudié par Dawson (1975, 1978) (cf. aussi Dawson
et Ivanoff, 1978). Récemment, il y eut un regain d’intérét pour les propriétés fines
des PBM. Nous citerons entre autres, dans ’ordre chronologique, I'existence de
résultats sur leurs temps d’occupation, leurs temps locaux, leur construction en tant
que processus de Markov a valeurs mesures, les propriétés de leurs supports, la
régularité de leurs trajectoires, des équations stochastiques généralisées dont ils sont
solutions, leur comportement en temps infini que ’on peut lire respectivement dans
Iscoe (1986), El Karoui (1984), Ethier et Kurtz (1986), Perkins (1988), Dynkin
(1988), Fitzsimmons (1989), Le Gall (1989), Le Jan (1989), Méléard et Roelly (1988),
Dawson et Fleischmann (1985), Gorostiza, Roelly et Wakolbinger (1990), ainsi que
dans les références incluses dans tous ces travaux.

Nous présentons ici une version condensée, actualisée et corrigée de El Karoui
et Roelly (1987). En utilisant des techniques de type calcul stochastique, nous
examinons le cas d’une fonctionnelle R générale, donnée dans la définition 6
ci-dessous. Nous voudrions souligner les deux principales difficultés:

D’une part, quand la fonctionnelle R n’est pas lipschitzienne, la masse (X,, 1) de
la mesure aléatoire X, peut exploser au bout d’un temps fini. De plus, si le terme
constant a de la fonctionnelle R est non nul, le temps de mort a une composante
totalement inaccessible d’intensité (X,, a).

D’autre part, sauf si R est quadratique, les trajectoires du PBM ne sont pas
continues. Dans la partie 2 nous explicitons le systéme de Lévy du PBM; en
particulier, les sauts de X sont positifs et étroitement liés aux sauts de la masse.

L’article s’articule de la fagon suivante:

On précise, en fin d’introduction, la classe (€) de PBM ¢étudiés et leur espace
d’état, puis I’on rappelle rapidement quelques théorémes d’existence déja existant
dans la littérature.

Dans la deuxiéme partie, nous présentons dans le cadre le plus général un théoréme
d’équivalence qui permet d’obtenir, & partir d’'une martingale exponentielle, les
caractéristiques locales de la semi-martingale X, ou encore la loi de X comme
solution d’un probléme de martingales.
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Cette formulation permet de déduire, en troisiéme partie, des propriétés fon-
damentales de la classe (€), dont un théoréme de type Girsanov.

Enfin, en quatriéme partie, nous obtenons une représentation de Lévy-Khintchine
et son interprétation en termes poissonniens pour le PBM X, grace a son caractére
infiniment divisible; Dawson (1978) I’avait donnée pour X,, ¢t fixé, dans le cas
continu. Nous I’étendons aux processus de la classe (€) et notre décomposition est
sur ’espace des trajectoires du processus (voir aussi Dawson et Perkins, 1991).

1.1. Notations

L’espace de base E sur lequel agit le PBM est supposé compact métrique.

On pourrait le supposer seulement localement compact sans altérer les résultats
de cet article; cela alourdirait cependant beaucoup le formalisme utilisé: il faudrait
notamment plonger E dans son compactifié d’Alexandrov E°, et considérer comme
fonctions continues sur E seulement celles qui sont prolongeables par continuité a
E°; les mesures sur E s’identifient aux mesures sur E° qui ne chargent pas le ‘point
a 'infini’.

Par souci de clarté, nous avons préféré ne pas détailler ce cas.

Les espaces de fonctions et de mesures utilisés sont:

— B(E)={f; f borélienne bornée réelle sur E}.

— C(E)={f;f continue réelle sur E}.

— D’une maniére générale, pour tout espace de fonctions réelles F(E), F*(E)
sera le sous-espace de F(E) formé des fonctions positives et F**(E) sera le
sous-espace de F'(E) formé des fonctions minorées inférieurement par un réel
strictement positif.

D’autre part:

— M(E)={v, v mesure de Radon signée sur E}.

— M(E)={m; m mesure positive finie sur E}.

— P(E)={p; p mesure de probabilité sur E}.

— L’image par une application f d’une mesure m est notée mo f .

— Le crochet de dualité entre M(E) et C(E) est notée par { -, *).

- La norme d’une fonction de B(E), notée | |, est égale a sa borne supérieure
en valeur absolue.

- La norme d’une mesure m e M(E), notée ||m||, est égale a sa masse (m, 1).

1.2. L’espace d’état du PBM

M (E), muni de la topologie de la convergence étroite, est localement compact. On
lui adjoint un point A pour le compactifier, et ’on note M,(E)= M(E)u{4}. 4,
comme d’habitude, sert de point cimetiére aux processus a valeurs dans M(E).
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Nous définissons sur M,( E) 1a topologie introduite par Watanabe (1968) rendant
I’application p suivante continue:

p:[0, +0]x P(E)-> M,(E),

A-p si A<+,
A sinon.

(A,p)—>{

Pour cette topologie, une suite (m,)e M(E) converge vers A si et seulement si
{m,, 1)>+00. Ainsi, la convergence vers A peut se faire selon une infinité de
directions, I’ensemble des directions étant isomorphe a ?(E), et A est identifié a
{+00} x (E). En particulier, si fe B*7(E), (4, f)=+c0.

Dans I’espace des trajectoires £2 =D([0, +oo[; M, (E)) on considere le sous-espace
D. formé des trajectoires cad-lag ‘tuées’ et envoyées en A a leur instant de mort (.

D, est muni de la famille de tribus canoniques (%,),=.

¢ est un temps d’arrét pour (%,), de méme que la suite (7,) de temps de
‘localisation’ définis sur D, par

(m) {inf{ts n, ||m(t)| =n} si cet ensemble est non vide,
T.(m)= .
n sinon.

Le temps de mort ¢ des trajectoires des PBM que nous étudions est le minimum
de 2 temps d’arrét 7, et 7.
Le temps 7., temps d’explosion, est caractérisé par

, :{I si m(£(m)7)|| =+,

+00  sinon.

It est prévisible par construction puisque c’est la limite des 7, sur 'ensemble ol
ceux-ci sont strictement croissants.
Le temps 7;, temps de ‘mort subite’, est défini par

T_:{,; si [|m(£(m)7)] <+,

+c0  sinon.

Ce sera la partie totalement inaccessible de {.

Toute sous-probabilité Q sur M(E) peut €tre étendue en une probabilité sur
M,(E), en posant Q({4})=1—-Q(M(E)). On plonge ainsi de fagon naturelle
M,(M(E)), I’ensemble des sous-probabilités sur M (E), dans P(M,(E)).

1.3. Définition d’'un PBM

Un PBM est un processus de Markov homogéne dans le temps, a trajectoires cad-lag
dans M(E), ayant A comme trappe et satisfaisant la propriété de branchement, i.e.
I’additivité par rapport a la condition initiale:

La loi d’un PBM de mesure initiale m,+ m, est égale a la loi de la somme de deux
PBM indépendants de méme probabilité de transition que le premier mais initialisés
respectivement en m, et en m,.

Nous utilisons la caractérisation suivante, en terme de fonctionnelle de Laplace:
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Proposition 1. Soit (02, %, X,, {, P,,) une réalisation cad-lag d’un processus de
Markov a valeurs M(E), oui { est le temps de mort; si, pour tout me M,(E),

(PBO)  Ep (exp—(X,,f))=exp—(m, Uf) pour fe B""(E),

ont U, est un semi-groupe non linéaire appelé cumulant tel que U,(B""(E))< B"(E),
alors X est un PBM et vérifie de plus:

(PB1)  Ep (1. exp—(X,,f))=exp—{(m, Uf) pourfeB "(E), me M(E).

Preuve. Grice a la propriété de Markov, il suffit de vérifier la propriété de branche-
ment sur la loi du processus pris a tout temps ¢ fixé. Mais alors, I’additivité par
rapport 4 la condition initiale est équivalente a la propriété de multiplicativité des
fonctionnelles de Laplace par rapport a la mesure initiale. Un processus satisfaisant
(PBO) vérifie cette propriété puisque

exp—(m,+m,, Uf)=exp—(m,, Uf)exp—(m,, Uf).

D’autre part, I’hypothése de stabilité de B" *(E) par U, entraine que A est bien une
trappe car A intégre les fonctions f de B*'(E) en donnant (4, f) = +00; ainsi (BP1)
peut se déduire facilement de (BP0). [

1.4. Exemples

(I} Dans le cas particulier oul E est réduit 4 un point, c’est a dire ou le générateur
infinitésimal de la diffusion sous-jacente est nul, X, est alors un processus de
branchement a valuers dans R.. Jirina (1958), Kawazu et Watanabe (1971) ont
prouvé par le théoréme suivant que la propriété de branchement, et un peu de
régularité a priori sur les trajectoires, caractérisaient complétement la loi du pro-
cessus:

Théoreme 2. Soit ¥ =({2, %, Y,, P,,{) un processus de Hunt positif de temps de
mort { =inf{t, Y, =+0}. ¥ est un processus de branchement si et seulement si son
semi-groupe cumulant u, défini par

E,(exp—kY,)=exp—(yu,(k)), y=0, k>0,
satisfait I’équation non linéaire
du
E(R) EI(Z)=R(u,(Z)):R(u,(Z)), uo(z) =z,
ou
R(z)=a+bz—§czz—J (e ™ =14+ 2zA1jpcp=yy)v(dr), z=0,

10,00[

avec a=0,¢=0 et fjo. (A°A1)r(dA) < + 0.
La fonction R détermine de facon unique les coefficients a, b, ¢ et la mesure v. O
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Exemple 3. R(z)= —3cz’. La solution de E(R) est la fonction u,(z) = z/(1+21czt).
Le processus Y, est conservatif; c’est le carré d’un processus de Bessel de
dimension 0 et il satisfait donc I’équation stochastique

dY;:'%CY;dBI’ Y0=ya

ou B est un mouvement Brownien construit éventuellement sur un grossissement
de I’espace.

Exemple 4. R(z)=-z'"?, 0< B <1. R(z) s’écrit aussi

+co
K f —(e ™ —1+zA)A BT da,
0

d’ou
“+00
L J (€™ =1+ Al pep=i)A PP dr —kz/B

0

ce qui donne:
BB+1)

F(1-p) ATET AN et b=—(1+B)/T(1-B)<0,

a=c=0, v(dA)=
puisque

K—lz{ w(e"‘—1+)\))f(3+2) dA=I(1-8)/B(B+1).

0

Dans ce cas, le processus de branchement associé admet des moments finis d’ordre
a si et seulement si @ <1+ B. En particulier son espérance est finie mais sa variance
infinie.

Exemple 5. R(z)=:z", 0<pB<1. Alors

R(z)=- '[ e —1)APTV dA

J _Z'\—1+Z)\l(0s,\s1})\7(ﬂ+1>) d)\+72/(1_.3),
d’ou

o0

a=c=0, vy =J (1—e M)A PV dA=T(1-B)/B,
0

_B

ra-g)

Le processus de branchement associé n’admet des moments finis que d’ordre

strictement inférieur & B; en particulier, son espérance est infinie.

v(dA) = ATBTUdN et b=B/(1-B)(1-B)>0.

(IT) Quand E est un espace fini de cardinal d, un PBM est en fait un processus
de branchement a valeurs (R, )% Ryzhov et Skorokhod (1970) ont explicité la forme
nécessaire du cumulant associé.
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(I11) Dans le cas d’un espace E non fini, I'on ne connait pas la forme nécessaire
du semi-groupe U, pour qu’il soit cumulant d’'un PBM. Dans le paragraphe suivant,
nous définissons la large classe de PBM considérés, qui généralise celle introduite
par Watanabe (1968, p. 153).

1.5. La classe (6)

Définition 6. Soit A le générateur infinitésimal faible d’un processus droit sur E,
de semi-groupe associé S, sur B(E), et de domaine Z(A).

Soit, de plus, R(x, - ) une famille de générateurs de cumulants de processus de
branchement réels, définie sur R, par

R(x,z)=a(x)+b(x)z—3c(x)z*— I (e =14+ zA Ljgop<1py¥(x, dA).
10, o[
Nous supposerons que:
~ les fonctions a, b, ¢ appartiennent a B(E);
— les fonctions a et ¢ sont positives;
— la mesure v satisfait

supj (ATA ) w(x, dA) <+,
10, acf

x

et est suffisamment réguliére pour que x- R(x, z) soit borélienne bornée, et
z-> R(x, z) soit continue, uniformément par rapport a x.
On suppose qu’il existe une unique solution U, a I’équation intégrale

1

E(A,R) Uf= Slf+J S.—«R(Uf)ds,  Uy=feB"(E),

0
ot R(f)=R(-,f(-)), ayant la régularité: Ve B*(E), (, x) > Uf(x) est bimesur-
able, U,(B**(E))c B (E) et, pour fe B""(E), sup,<1 || USf || < +0.
La classe (€) est la classe des PBM dont le semi-groupe cumulant est solution
d’une équation de type E(A, R).

Remarques. - Sil’on veut donner un sens 4 E(A, R) pour des fonctions f de signe
quelconque, il suffit de prolonger z > R(x, z) par O sur R _.

— Les hypothéses de régularité sont données sur la fonction R directement et non
pas sur la mesure v car, dans la pratique, c’est R qui apparait et non sa décompo-
sition.

— L’équation E(A, R) peut s’écrire formellement sous la forme

%Jt'—f=AU.f+ R(US), Usf=F.

L’objet principal de cet article n’est pas de prouver des théorémes d’existence de
PBM trés généraux mais de mettre en évidence des propriétés de martingales
satisfaites par une tres large classe de PBM. Pour leurs constructions, nous renvoyons
le lecteur a Watanabe (1968), Dynkin (1988) ou Fitzsimmons (1989, Théoréme
I1.11), dans les cas suivants:
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Watanabe utilise la structure topologique de I’espace E en se plagant sous des
hypotheses de Feller pour A et de continuité pour les coefficients a, b, ¢ de la
fonctionnelle R. Il considére les mesures v de la forme v(x,dA)=o(x)v(dA), ol
oe C(E). Nous verrons dans la partie 2 que ces hypothéses de régularité du
processus de Markov sous-jacent au PBM (i.e. associé a A) ne seront pas nécessaires.

C’est ce qu’avait remarqué Dynkin puis Fitzsimmons en affaiblissant les
hypothéses sur A, c’est-a-dire en le prenant générateur d’un processus droit sur un
espace E lusinien quelconque. Cependant, ils ne considérent que le cas ou la
fonctionnelle R est localement lipschitzienne, i.e. quand le PBM n’explose pas, ce
qui correspond & imposer a la mesure v la condition supplémentaire d’intégrabilité
suivante:

supJ (AT AA)p(x, dr) < +oo,
x Joef

Récemment Le Gall (1989) et Le Jan (1989) ont exhibé des constructions trajec-
torielles de certains PBM, et Dynkin (1990) généralise sa construction précédente
au cas de processus spatialement inhomogenes.

2. Une martingale exponentielle et ses équivalents

L’on constate, d’aprés la forme de la fonctionnelle de Laplace d’un PBM, que son
semi-groupe laisse globalement invariant ’ensemble des fonctions exponentielles:
m-exp—{m, f), f€ B""(E). Ces fonctions définies sur I’espace M(E) sont d’une
importance primordiale. Ainsi, dans le théoréme fondamental 7, nous démontrons
qu'un PBM de la classe (6) est caractérisé par une martingale exponentielle, dont
nous déduisons toutes les informations sur la régularité de ses trajectoires; de plus,
de fagon équivalente, le PBM est exhibé comme solution d’un probléme de mar-
tingales.

Certaines de ces techniques de calcul stochastique ont déja été utilisées dans
Roelly (1986) pour traiter le cas simple continu; la formulation martingale exponen-
tielle apparait dans Ethier et Kurtz (1986) pour des PBM sans explosion.

La difficulté liée a ’explosion éventuelle en temps fini du PBM est résolue en
définissant le processus sur un ensemble aléatoire I,, limite des fermés aléatoires
[0, 7,,] ot 7, sont les temps d’arrét de localisation.

Précisément, en reprenant les définitions données dans I'introduction, 'intervalle
I, noté [[0, |, est ouvert sur ’ensemble ou la suite 7, croit strictement vers le
temps d’explosion 7., et est fermé sur ’ensemble ol 7, est stationnaire et égal, a
partir d’un certain rang, au temps imprévisible 7;.

En suivant la définition de Jacod (1979, p. 158), nous dirons qu’un processus Z,
est de type J sur I’ensemble aléatoire I, si, pour tout n, Z,, . est de type J. Ainsi,
par exemple, les objets qui étaient des martingales dans les modéles sans explosion,
sont, dans notre contexte, des martingales sur I'’ensemble aléatoire I,.
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2.1. Le théoréme principal

Le théoréme qui suit sera démontré sous les hypotheses minimales sur A, a savoir
que c’est le générateur faible du semigroupe S, (si fe 2(A), (S.f—f)/t converge
ponctuellement vers Af quand ¢ tend vers 0, tout en restant borné). On supposera,
de plus, que P(A) est une algébre.

Théoréme 7. Soit X un processus cad-lag sur ({2, %,, P) a valeurs M(E) ayant A
pour trappe et { pour temps de mort. Soit aussi U, solution sur [0, T], T>0, de
I’équation E(A, R).

Alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Vfe B"'(E), 1;,«p exp—{(X,, Ur_.f) est une martingale sur [0, T].

(2) Vfe B(A)',

t

H/(f)= CXP—(<X,,f)—I (Xs, Af+R(f) dS>

0

est une martingale sur I’ensemble aléatoire [[0, {|.
(3) () Lix, xrsarlig=n— (X, a) ds est une martingale.
(ii) Soit N{ds, dv) le systéeme de Lévy du processus X, i.e. une mesure prévisible
sur R X M(E) telle que Y. 1 ax 011 (5<38¢s, ax,)(ds, dv) —-]\~l(ds, dv) soit une mesure
martingale.

Alors le support de N est contenu dans R* x M(E) et pour tout ¢ =0,

=S 4
j J ¢>(s,v)1\7<ds,dv)=f dsf X,de)J’ v(x, dA) o (s, A8,),
M(E) E

0 0 10, e[

d’on N(ds,dv)=ds N(X,, dv) ou

J' d)(v)N(m,dv):'[J & (A8 )m(dx)v(x, dA).
Ex]0, oof

(iii) Pour tout fe D(A)",

Loe ol X, Y= (Xo, N+ 2 Lscglyaxg=1{8X,, )+ MS(f)+M{(f)

s=1

Al
+ J (X, Af +bf) —(X;~, fXX,, @) ds
(1]
ou M(f) est une martingale locale continue de processus croissant j(')“ (X,, cf> ds
et M(f) est une martingale locale purement discontinue.
(4) Soit G une fonction réelle € a support compact et f€ D(A)™,
tAg

L GUX,, /) - J (G'((X,, fINX,, Af + bf)

0

+3G (X, HINXs, of )= GUX,, HNX,, @) ds
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tad
—J. <X;, Lo ] v(, dA(GUX-, N+Af(1) -G X, 1))

0
_G’(<Xs’,f>)/\f( : )1(0<As1})> ds
est une martingale locale.

Preuve. (1)=>(2) Prouvons d’abord que pour toute fonction f de $(A)* ™,

tal
Yi= 1<y exp —<Xz,f)+J (Xs, Af+ R(f)) exp—(X,, f) ds

0

est une P-martingale.
Cela revient a prouver que ’expression

E(1gly-pnexp—(X,,f)), Be %, s<t,
est une fonction de classe €' en ¢, et de dérivée continue bornée
—E(1p1;. (X, Arf)exp—(X,,f)) (on note Ax=A+R).
Montrons dans un premier temps la dérivabilité a droite de
t> E(lglycpyexp—(X,, )
D’apres la propriété de martingale (1),
e 'E(1p(1vewqy €Xp —(Xiwe, /)= gy exp—(X,, f)))
=& 'E(1p1(,p(exp—(X,, U.f)—exp—(X,, /). (*)

Pour utiliser un théoréme de Lebesgue dominé et passer a la limite sous ’espérance,
nous montrons que I'expression D*(m) définie pour me M(E) par

D*(m)=¢ '(exp—(m, U.f)—exp—(m, f))
est uniformément bornée en m. Or

D*(m)=e"" exp—(m, f)(exp—(m, Uf—f)~1).
Puisque fe @(A),

Uf-f= J" S, (Af+R(U.f))dr,

donc

1us=r1= I l+sup IR )

=K (f)t (Kr(f), constante dépendant de f).

Cette derniére inégalité provient des hypothéses de bornitudes de U, explicitées en
fin d’introduction.

Mais f appartient aussi 8 B*7(E), donc est minorée par « >0, ce qui implique,
pour & assez petit:

|D°(m)|<exp—k{(m, 1)e "(exp Kr(f)e(m, 1)—1).
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Cette derniére expression, en tant que fonction de (m, 1), est effectivement bornée
sur R, uniformément en £. D’ol ’on déduit que (*) admet une limite quand ¢ tend
vers 0 par valeurs supérieures. Un raisonnement similaire serait valable quand &
tend vers O par valeurs inférieures, ce qui prouve que t > E(1gl,-;exp—(X,, f))
est dérivable.

Il reste a expliciter la dérivée a droite:

D(m)y=¢ "exp—{(m, fYexp—(m, U.f—f)—1)

=¢ ' exp—(m,[) exp—<m, J' Se—(R(U.f)=R(f)) dr>

0

x(exp—<m, JE SE,ARfdr> - 1)

+e7! exp—(m,f)(exp—<m, ‘r S._.(R(UfY—R(f) dr>— 1).

Le premier terme du membre de droite converge, quand & tend vers 0, vers
—exp—{(m, fXm, Arf)=—exp—(m, fXm, Af+ R(f))
et le deuxiéme membre tend vers 0 grice a ’hypothése faite sur le module de
continuité de la fonction z - R(x, z), uniforme en x.
On conclut par le théoréme de Lebesgue dominé
lim 571E(18(1{1+s<g} €XP_<Xt+r,f>_ 1{1<{) €Xp _<Xuf>)

e->0

= _E(131{1<g}<X1, ARf> exp_<Xr,f>)-

On notera que la fonction sous ’espérance est bornée, et que la dérivée ainsi trouvée
est continue en temps.

Le processus V,=exp |' 1,-,(X,, Axf) ds est un processus a variation finie sur
I’ensemble aléatoire [[0, ¢|}, car

TAT
J (X, Yds=<nt et V, =eX"
0

On peut alors appliquer la formule d’Ito a la semimartingale Z, =1, exp —(X,, f)
et au processus V, sur les intervalles [0, 7,]:

tAT, taT,

' stvs+J V. dZ,.

0

ZIAT,,‘/IAT,, :ZOV0+J

[¢]
Puisque
d‘/sz ‘/s<Xs’ ARf>1{s<{} dS et dZsz_Zs<Xﬁ AR.f>1{s<{} dS+dN§

ol N°¢ est une martingale locale, alors Z,V, est une martingale locale sur I’ensemble
aléatoire [[0, ¢|.
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(2)=(3) Montrons d’abord que H,(0) est aussi une martingale sur ’ensemble
aléatoire [[0, {|:
Soit k un réel strictment positif et Be %,

E(1p exp—(Xi,,,, k)= E(1g exp—(X;,,,, ))

—E(J‘ 15(X,, Ar) exp—(X,, K>du>. (#%)

ATy

Agk étant une fonction bornée, et la masse de la mesure X, étant bornée par n sur
[0, 7.[, on peut faire tendre « vers 0 dans le deuxiéme terme.
D’une part, exp—(X,,,,, k) croit vers Lix,,,  n<+oop- Mais

Lixinr ymvoo) = Winm,=0y-
D’autre part, R étant continue en 0 uniformément en x,
Km, Arx — Ag0) exp —(m, k)| =|[(m, R(x)—~ R(0)) exp—{m, «)|
s={(m,1)exp—{(m, k)e(x)
avec

lim e(x) =0,
k>0
d’ou
lim sup |(m, Agx — AgO) exp—{(m, k)| =0.
k>0 {rm[[m]|<n)
Dongc I’égalité (**) ci-dessus devient

taT

E(l{xA-r,,<{<1A'r,,}lB)=E<lBJ ' <XM5ARO> du>

SAT,

Il reste a passer a la limite en n; or

Ulsan<¢(stan)={s<istinU{n.=0={s<i<st}n{{=m},

ou 7; est le temps de mort totalement inaccessible défini dans I’introduction.
(Rappelons que {{ = 7} = {(X;-, 1) <+0}.) D’ot

tad

E(l{s<{él}l(§T;)lB):E(lBI <Xu,AR0> du)

sag

tad
= E(IB J (X,, a) du).
sAd

Cela prouve que la projection duale prévisible associée au processus croissant
intégrable 1(, 1., est [o"*(X,, a) du.
Prouvons maintenant (ii): Pour fe B**(E), soit &, définie par

(Xtaf) Si t<§’

X f)=
& 1) {(X(,f> sit=¢
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Dans le cas t=¢, on a deux possibilités: { =1, et (¥,,f) <+ ou bien {=r7. et
(Z., f)=+. Cela entraine que les mesures %,,, sont des mesures finies pour tout
nett

Donc

Z(f)=exp—AZ.,[)
=1(<g €Xp — (X0, )+ L= gy €xp— (X, f)

est une semimartingale sur I’ensemble aléatoire [[0, {|, continue & gauche en ¢, de
décomposition

dZ,(f) =1y Z (XX, Arf—a) dt+dM/

ou M7 est une martingale locale.
L’on peut obtenir aussi une autre décomposition de Z,(f) en appliquant la formule
d’Ito a la semimartingale {X,, f) sur 'ensemble aléatoire [[0, {|:

A&, [)=dV,(f)+d8LAZ,, NHyax,. pi=1n T AMI(f) +dMI(S)

ou &, est la mesure de Dirac en t, M{(f) est une martingale locale continue de
processus croissant noté C,(f) et M{(f) est une martingale locale purement discon-
tinue sur I’ensemble aléatoire [[0, ¢|.

Par la formule d’Ito sur I’ensemble [[0, {|,

dZ,(f)=—Z(f) K&, /) +32-(f) dC(f)
+Z-(f)(exp—(AZ,, /) —1+(AZ,, [)) d3,
=ZA(fN=dV,(f)+2dC.(f)
+d8,(exp —{(AZ,, /)= 1+(AZ., N iax,. pi=<irn)
~Z-(NAMI(f)+dM(f).
Le processus
Z(f) =2 )exp—(AZ,, ) = (A%, )Liax, pi<im)

est localement intégrable sur ¢ < 7,. Le compensateur prévisiblede ’ _,, Z:lmxx;éo}
s’exprime a I’aide de la mesure de Lévy de sauts du processus X,, par

L NyeenZ, () J‘M{O} (exp—(0, £) = 1+(v, Ny pi< ) N(ds, do).

Nous pouvons maintenant identifier dans les deux décompositions

Ly Z (S NUX,, Apf—a) dt

=Ljery %, —(f)(—dV,(fH% dC(f)+J k(v, f)N(dt, dv))

M—{0}

ol k(v, f)=exp—{(v, /)= 1+, Ny ni<iri-



252 N. El Karoui, S. Roelly / Processus de branchement a valeurs mesures

De plus, le processus (X, Agf — a) est intégrable en s sur I'intervalle [0, t A 7,] et

j (X, Apf—ayds=V,,, ()~} m"(f)—I T"Jk(v,f)ﬁ(ds,dv).

0 0

Considérons maintenant les fonctions xf, k eR,. k > j(')”" (X;, Ar(kf)—a)ds a la
forme d’un générateur de cumulant de processus de branchement réels au sens du
Théoréme 2. Le résultat d’unicité nous permet d’identifier les coefficients et les
mesures de Lévy dans les décompositions ci-dessus

J X, Ag(kf) - a) ds

AT,

—x '[ (X., Af + bf) ds-;xzj (X, ¢f? ds

0 0

IAT"
—J ds J X, (dx) J v(x,dA)
0 E 10, oof

x(exp = kf (X)X =1+ Lioen <y kf (X)A)

=Kv,m,,(f>—;KZC.M,,U)—J ' j N(ds, dv)
M(E)—{0}

x(exp — k{v, f) =1+ &0, N ni<irn)

pour tout k € R, , entraine que

AT

(X, of?) ds, Vm,,(f)=J (X, Af+bf) ds

0

IAT,

C.. ()= J
(4}
et, pour @ fonction borélienne positive sur R, xR,

J ds J X,(dx) J v(x, dA) P(s, A8.(f))
E 10, o[

[

:J””n J N(ds, do)®(s, (v, ),
ME)—{0}

(4]
d’o, N(ds, dv) =ds N(X,, dv) ou
_[ e(v)N(m, dv) =J' J' @(A8,)m(dx)v(x, dAr).
E J]0, cof
Cela signifie que les sauts de X d’une part appartiennent p.s. 8 M(E), c’est-a-dire

sont des mesures positives, d’autre part, se ‘scindent’ entre sauts de la masse et
sauts du support, ceci se lisant sur la forme de la mesure N.
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De plus, nous en déduisons qu’un saut du processus X, est obligatoirement un
saut du processus de sa masse (X, 1) car

J 1((1,’ 1)=0}N(m, dU) =0

= JJ’ 1{“4“”:0)](]((15', dU) = jjj l{A:o)m(dx)V(x, d)\) =(.
Ex]0,00[

Donc I’ensemble des temps ol la masse du saut de X est plus grande que 1 est un
ensemble fini qui peut servir comme référence, indépendant de la fonction test f,
dans la décomposition des semimartingales (X,, f). C’est désormais celle-ci qui sera
utilisée.
Finissons la preuve de (iii); par définition de &,
1{1m,,<g}<XrMn ,f> = <%IAT,,,f>_<X§_’f>1(rist/\-r,,)

IAT

=<%m,,,f>—J "(X,, a)(X,, f) ds+une martingale.

0

Nous avons ainsi obtenu la décomposition de (&£, f).

Pour s’affranchir de ’hypothése que f est minorée par un réel strictement positif,
il suffit de remarquer, en comparant les crochets de 1;,.,(X,, f+g) avec ceux de
(X, [) et (X, g), g€ C""(E), que

(AM(f), dM(g)h = 1yo, (X, ¢fg) d.

On en déduit aisément que

1{!/\1',,<{}(<Xt/\'r,l sf> _<Xl/\7,, > g>) = l{rAf,,<{}<Xl/\'r,, 5f— g)
vérifie (iii).
(3)=(4) Soit G une fonction réelle de classe €=, nulle i I'infini, et fe P(A)"".
Par la formule de Ito appliquée a &, sur I’ensemble aléatoire [[0, {||,

tad

GUZ., )= G(<Xo,f>)+J G'(Z, /) KZ,, f)

o

IN
+3 '[ G"((Zs, /) X, /)

0

+ Y Leo(GU&E, N — G(&, ) - G'( X, INAZ, 1))

O<s=t

Ly GU(X, 1) = GUZ, ) = GUX -, N in=n
Al

=GU&, ) -J' G X, XX, a)ds

0

+une martingale locale sur I'ensemble aléatoire [[0, ¢/
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On obtient ainsi le résultat souhaité:

tad

Ly GUX,, 1)) = J (G (X, INX,, Af + bf)

o

+2G (X, XX, o) = GUX,, /)X, a)) ds
tad
- L <X J]O : v(, dA(GUX A NHHAS() - GUX, f))

—G'((X, DA )1(0<A§1))> ds
est une martingale locale sur [[0, ||

(4)=(1) Nous utilisons le lemme suivant d’Ethier et Kurtz (1986, p. 176).

Lemme 8. Soitf(t, x) une fonction continue bornée sur R, X E telle que, pour tout
(,x)eRLXE, f(t,-)e D(A)'™ et t->Af(t,x) soit continue, f(-,x)e CLR,) et
x> (3f/at)(1, x) soit dans B(A). Alors, pour toute fonction G réelle €~

f

Ing s
1{,<;;G(<X,,f>>—f (G’(<Xs,f~>)<Xg,j—s+Af+bf>

0

+3G" (X, FINUX,, ofH— GUX,, DX, a>) ds
1AL
—j <X J] v(-,dA)( GUX, )+ Af ()= GUX )
0 0, oof

—G'(<XS,f>)Af<->1m<m>)> ds
est une martingale locale. [

Preuve du Théoréme 7 (continuation de (4)=>(1)). Introduisons la notation A=
8/at+ A; alors, si fe D(A)"" et U,f est solution de I’équation E(A, R),

A(Ur_ f)+R(Ur_.f)=0.

Pour appliquer le Lemme 8 aux fonctions f~(t, x)=Ur;_f(x) et G(x)=exp—x, on
remarque qu’il est facile de s’affranchir de I’hypothése: x > (af/at)(z, x)e P(A). Le
lemme reste vrai si (3f/at)(t, - ) est juste mesurable.

Ceci prouve (1) pour fe @(A)*™. Il reste a généraliser la propriété de martingale
exponentielle a toutes les fonctions boréliennes positives. Pour cela, I’on constate
que I’ensemble des fonctions sur E telles que, pour tout temps d’arrét < T,
exp—(Xy, Ur_of) est une version mesurable de E(1;_, exp—{Xr, f}| Fs), est un
ensemble stable par limite monotone, par produit (9(A) est une algeébre) et qui
contient 9(A)" . Par le théoréme de classe monotone, toute fonction borélienne
positive appartient donc aussi a cet ensemble.
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On conclut en remarquant que t-(X,, Ur_,f), pour f€ B*"(E), est optionnel
et donc exp —{(X,, Ur_,f) est la version continue a droite de la martingale exponen-
tielle. O

3. Quelques applications de la formule exponentielle
Les deux corollaires suivants se déduisent immédiatement du Théoréme 7:

Corollaire 9. Le processus X admet des trajectoires continues dans M(E) si et
seulement si la mesure v(-,dX) est identiquement nulle. [

Corollaire 10. Le processus X admet un temps d’explosion prévisible ({ =1.) si et
seulement si la fonction a est identiquement nulle. [

La formulation martingale exponentielle (1) permet d’obtenir simplement "unicité
des solutions du probléme de martingales (4):

Théoreme 11. Il existe au plus une probabilité P sur Iespace canonique
0 =D(R,, Ms(E)) telle que, pour mec M(E) et fe BT (E), P(X,=m)=1 et
1<z exp—{X,, Ur_.f) soit une P-martingale sur [0, T].

Preuve. Il suffit de montrer que les fonctionnelles de Laplace des distributions
finies sont déterminées de fagon univoque. Or, pour tout 0<f <<---<t, et

fis.. .. J.eBT(E),
EP(exp—(Xrlafl)—' t _(Xr,,,fn)l(x,,<;})ICXP_(’", Ur,f)

S=hA+ Urz—z,(f2+ Ur3712(' et Uz,,~t,,,lfn))- O

Remarque 12. La formulation probléme de martingales décrite dans I’énoncé (4)
du Théoréme 7 sert a construire les PBM comme limites de processus ponctuels
appelés branchements spatiaux, eux-mémes solutions de problémes de martingales;
cf. Roelly (1986) dans le cas R quadratique, Ethier et Kurtz (1986) quand R est
lipschitzienne.

Remarque 13. Quand I’espace E est localement compact, I’on peut construire des
PBM a valeurs mesures o-finies en explicitant une correspondance bijective entre
PBM i valeurs M(E) (pour lesquels la fonction 1 est intégrable) et PBM a valeurs
dans un espace de mesures avec poids (pour lesquels une fonction ¢, poids de
référence, joue le méme réle que la fonction 1 précédemment). Cela se base sur le
fait que le semi-groupe U.f défini par U,fz ¢ 'U,(fo) est encore un cumulant, et
utilise la caractérisation (2) du Théoréeme 7.
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Ainsi, quand I’on veut travailler avec un PBM ayant pour valeur initiale la mesure
de Lebesgue sur E =R’ on peut prendre ¢ = ¢, définie par ¢,(x)=1/(1+|x|*)"?,
xeR?, avec p>d. Le PBM construit est alors a valeurs dans I'espace de mesures
M,={me MR"), m(dx)/(1+]x|") e M(R?)}. Iscoe (1986) s’est le premier intéressé
a cet espace et a construit, par d’autres techniques, des PBM particuliers a valeurs
dans M,. En particulier, il prouve I’estimation clef: ¢,' U,¢, € B**(R?). Voir aussi
Dynkin (1988) ou Perkins (1988).

3.1. Un théoréme de Girsanov

Dawson (1978) décrit une classe de processus obtenus griace a un théoréme de type
Girsanov a partir des PBM continus. Ce sont des processus de branchement a
valeurs mesures comprenant un terme interprété comme de I'immigration.

Nous montrons ici que la classe (€) est stable quand ’on multiplie la probabilité
de référence par une densité de type martingale exponentielle.

Proposition 14.  Soit P, la loi d’un PBM associé a I'équation E(A, R), satisfaisant
a la Définition 6. Si a< B*(E), et C, est définie sur I’ensemble aléatoire [[0, {| par
C, =L'] (X,, @) ds, alors la probabilité Q,, définie sur les tribus %,,, par

Qm:HrAT,,(g) exp_ct/\'r,, . Pm’ g€@++(A)’

ou H,(g) a été définie dans le Théoréme 7, est la loi d’un PBM associé a I’équation
E(A, Ii), onRa pour coefficients

a(x)=a(x),

5(x)=b(x)—c(x)g(x)+J’ Ale 2 —1)p(x, dA),

Jo. 11
¢(x)=rc(x),

P(x,dA)=e " p(x, dA).

Preuve. Par la formulation (2) du Théoréme 7 il est clair que H,(f+g) est une
martingale sur I’ensemble aléatoire [[0, ||, pour fe Z(A)"". Mais

Hl(f+g) =CXP_<(Xr,f)—j (X,, Bf) dS)H,(g) exp—C,

Bf=(A+R)(f+g)—(A+R)g+a=(A+R)f

Il reste alors a vérifier que R(x, z)=R(x, z+g(x))— R(x, g(x))+a, ce qui est
clair., 3
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Corollaire 15. Le temps de séjour jusqu’a I'instant t du PBM X, défini par {, X, ds,
a pour fonctionnelle de Laplace:

EPm(1{1<§) exp_J’ <Xs’ d) ds) = exp_<m’ 0YO>,
0
on U,0=1, est solution de

U, = J” S,_(R(u)+a—a)ds.

0

Preuve. La Proposition 14 reste valide quand g =0. On a alors
R(x, z)=R(x, z)+ a(x) — a(x).
En utilisant la caractérisation (1) du Théoréme 7 de la loi Q,, d’'un PBM, on obtient
Eq, (1j1<p exp—(X,, f)) = Ep, (1;,<yy exp—(X,, f) exp— C,H,(0))
=exp—(m, Uf).

En particulier,
Epm<1{’<§) exp_ J’ <XS, d) ds) = exp _<m7 OIO>’
(1]
ou O,OE u, est solution de

11,=J— S_(R(i,)+a—a)ds. O

0

Pitman et Yor (1982a) ont étudié exhaustivement le cas des processus de branche-
ment 4 valeurs R, , carrés de processus de Bessel, et en particulier I'utilité de ces
théorémes de type Girsanov.

Plus généralement, la proposition 14 permet de calculer facilement des lois de
fonctionnelles linéaires de PBM comme le temps d’occupation ou les ‘temps locaux’,
et les équations d’évolution non linéaires associées; cf. le Théoréme 6 de El Karoui
(1984) démontré par ces méthodes; voir aussi Iscoe (1986), Dynkin (1988) ou Adler
et Lewin (1989) dans des cas particuliers.

4. Une représentation de Lévy—Khintchine des PBM

I1 découle directement de leur définition que les PBM sont, a temps fixé, des mesures
aléatoires infiniment divisibles. Leur décomposition de Lévy-Khintchine fournit des
informations sur leur structure globale (par ex. comportement asymptotique en
temps, Wakolbinger, 1989) ou locale (par ex. décomposition en amas, utile dans le
calcul de la dimension de Hausdorff du support).



258 N. El Karoui, S. Roelly | Processus de branchement a valeurs mesures

L’Exemple 3 montre que I’on peut calculer explicitement la mesure canonique
de la projection a temps fixé de certains processus de branchement a valeurs R, .

Dawson (1978) donne la représentation canonique, a temps fixe, du PBM dont
la diffusion sous-jacente est brownienne et la fonctionnelle R est quadratique. Nous
la rappellerons ci-dessous en précisant son interprétation poissonnienne.

Notre propos est de généraliser ces résultats a la classe (€) et, de plus, en
remarquant que les PBM sont aussi des lois de processus infiniment divisibles sur
I’espace des trajectoires a valeurs mesures, d’obtenir une représentation poisson-
nienne non seulement pour les mesures aléatoires a temps ¢ fixé, mais aussi pour
les PBM en tant que processus.

Les résultats récents de Dawson et Perkins (1991) permettraient d’obtenir, par
projection, le (i) du Théoréme 17 qui suit. Rappelons ici les outils qui nous servirons.

Si Q est un élément infiniment divisible de M,(M(E))—{0}, sa fonctionnnelle
de Laplace L, admet une unique décomposition de De Finetti de la forme

Lo(f) =exp—{K +<a,f)+J (1—-e‘<'"’f>)N(dm)}, fe C"(E),

M(E)~{0}
ol exp— K = Q(M(E)), a appartient 2 M(E) et N(dm) est une mesure de Radon
positive sur M(E)—{0} telle que, pour tout fe C"*(E),

J (1—e ™) N(dm) < +c.
M(E)—{0}

La décomposition de De Finetti de L, a encore un sens quand f n’est que
mesurable bornée positive (en utilisant un argument de type classe monotone); dans
ce cas, le cumulant associé a la fonctionnelle de Laplace L, et défini par V(f)=
—~log Lo(f) satisfait

V(f)=K+<a,f>+J (1—e™™")N(dm), feB*(E).

M (E)-{o}

La constante K peut étre incorporée dans la mesure N, comme masse du point 4.
Dans le cas des PBM, on a donc

Vfe B"(E), Uf(x) =<af,f>+J (1—exp—(v, /) Q:(x, dv),

M4 (E)—{0}

aie M(E),

dont I'interprétation est la suivante:

Soit 7 une mesure de Poisson d’intensité Q,(x, - ) sur M,(E)—{0}. Alors le PBM
de mesure initiale 8, et de cumulant U, a méme loi que la somme de la mesure
déterministe a; et de la moyenne de 77,

(P‘)

5
X, = af+J vn; (dv).
M4(E)—{0}
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Examinons le PBM associé au cumulant U, solution de I’équation E(A, R(x, z) =
—vz%). D’aprés ’Exemple 3, U, testé sur les fonctions constantes z € R, vérifie

VxeE, Uz(x)=u/l(z)=z/(1+yzt);
la mesure canonique associée ¢g,, image de la mesure Q,(x, -) par I’application de
M(E) dans R, : v— (v, 1), satisfait

g.(dA)=(yt) e M7 dA.
Donc Q,(x, M(E)—{0})=q,(R.)=1/vt est fini et il est aisé de montrer que 'on

obtient la représentation

nt = Y 8z et X,

i=1

P,y » (P

) v )
Y Co
i=1

ol v est un nombre poissonien de paramétre {(m, 1)/yt, C7' sont des mesures
aléatoires indépendantes de loi Q,(x, dv)/ Q.(M(E)—{0}) = ytQ,(x, dv), et Z; sont
des variables aléatoires a valeurs dans E équidistribuées suivant la loi m/{m, 1),
toutes ces variables étant indépendantes entre elles.

Remarquons ci-dessus le role spécifique de la masse (m, 1) de la mesure initiale
m. En effet, si 'on décompose m en: m={m, 1)m°, m®ec #(E), ia variabie poisson-
nienne v peut s’écrire aussi N,, ot k =(m, 1) et N est un processus de Poisson sur
R, de paramétre 1/ yt; nous obtenons alors:

N
(P

x 25 o
i=1
Nous généralisons maintenant ces résultats en montrant dans le Théoréme 17 que
X a méme loi que la moyenne d’un processus de Poisson 7™ sur I’espace des
trajectoires D(R,, M,(E)—{0}). Nous mettrons en évidence I’hypothése sous
laquelle 1a mesure déterministe o™ s’annule.

4.1. Représentation en amas d’un PBM

Dans la proposition suivante nous montrons que les mesures canoniques
(Oi(x,))=0c M (M,(E)—{0}) associées 2 un PBM de la classe (€) sont une
famille de lois d’entrée pour le processus de branchement tué quand sa masse
s’annule.

Proposition 16. Soit X un PBM de la classe (€) de cumulant U, associé a E(A, R);
on suppose que, pour tout t>0, x€ E, lim__ . U;z(x) <+oco. Alors:
(i) 1l existe une famille de mesures finies sur M,(E)—~{0}, (Q,(x, dv))~0xe£, qui
intégrent la fonction  définie sur M,(E) par
Y(v)=1—exp—(v, 1),
et telles que

U,f(X)=j (1—exp—{v, /) Q:(x, dv).

M4 (E)—{0}
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(ii) Lenoyau Q,(x, dv) peut étre obtenu sur M (E ) comme la limite, pour la topologie
vague, quand ¢ tend vers 0, de la suite de mesures (1/€) II(&8,, dv), ou II; est le
semi-groupe du processus X tué a T°, premier temps d’ atteinte de 0, défini par

H7¢(m) =EPm(¢(X1)1{r<T°}1{1<§))-
(iii) (Q.(x, dv)),~¢ est une famille de lois d’entrée pour II;, i.e.

Q!OH§=01+S Vt>0’ 520.

Remarques. L’hypothése lim,_, .. Uz(x)< +0c0 pour tout >0 est fondamentale.
En fait

lim exp— Uz(x)=E;5 (1x-0l,<).

z—>+00
Donc

lim Ugz(x)<+o0 entraine P; (X,=0)>0.

z—>+00

Puisque la mesure 0 est un état absorbant pour tout PBM, il est intéressant d’étudier
le comportement du processus X quand la masse de sa mesure initiale tend vers 0
et que X a une probabilité non nulle de s’éteindre.

Nous noterons dans ce qui suit E,, pour Ep .

Preuve de la Proposition 16. (i) Par la représentation de Lévy-Khintchine
appliquée a la fonction constante zeR,,

U,z(x)=(af,z)+I (1—exp—{v, 2))Q,(x, dv).
M4 (E)—{0}

Passons a la limite quand z tend vers l'infini; puisque, par définition, Q, ne charge
pas la mesure 0,

lim Uz(x)= lim (a7}, z)+ Q,(x, Ms(E)—{0}).

z—>+00 z—>+00

Quand le membre de gauche est fini, cela implique non seulement que la mesure
a7 est égale 4 0, mais aussi que Q, est une mesure de masse totale finie.
(ii) Soit ¢ une fonction mesurable positive bornée sur M(E);

Hr(p(m) = Em((p(Xl)1t<§1t<T°)+Em(¢(Xl)11<{lt>T°)
= P(m)+ P(O)P,(T°<st<{), car {0} est absorbant.

En prenant @ =4 - ¢, ¢ € B'(M(E)), (onrapelle que ¢(v) = 1—exp—(v, 1)) puisque
¥(0)=0,

II(y- ¢)=1I7(¢ - &).
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D’autre part, U,(f+1)(x)— U, f(x) est la fonctionnelle de Laplace de la mesure de
densité ¢(-)=1—exp—{(-, 1) par rapport 2 Q,(x, dv), et donc
U (f+1)(x) - Uf(x)
=lim ¢ '(exp—eU,f(x) —exp—eU,(f+1)(x))

>0

=lim EilEss,{ (‘l’(Xt) * 11<{ exp~<Xr,f>)

>0

=lime™! J- P (v) - exp—{v, /HT,(eb,, dv)

e—>0

=lime™" j Y(v) - exp—{(v, /HII7(ed,, dv).

g0

Cela entraine que les mesure - v, définies sur M(E) par
P(v) - v.(dv)= e '"Y(v)II; (&8, dv)

convergent vaguement, quand e tend vers 0, vers la mesure ¢{v) - Q,(x, dv) restreinte
a M(E). Pour finir la démonstration, il ne reste qu’a prouver que

lim lim v {v; (v, 1)< 5} =0. (*)

7n=>0 >0
Remarquons d’abord que

lim v, (M(E)—{0}) =lim lim & " E,; ((1—exp —A{X,, 1)) 1;,-;)

=lim ¢ (1 —exp—&Q,(x, M(E)—{0}))
= Q,(x, M(E)—{0}). ()

Si m > 0 satisfait Q,(x, {v; (v, 1)=7})=0, alors

lim ».{v; (v, 1)> 7} =J P (v) 1y, 1=, Qi(x, dv)

>0

= Qu(x, {v; (v, ) > 1n}); (k%)
(**) et (***) entrainent que:

lim v {v; 0<{(v, )< n}=Q,(x, {v; (v, )< n})

=0

tend vers 0 avec 7.

(i) Q,(+, (¢ - ¢))=Q,(-, II(¢- ¢)). Mais, par (ii),
Q.(x, I, (¢ ¢))=lim e "M (ed,, 1(¢ - $))

>0

=lim e I, (€8, ¥ &)

-0

= Qt+s(x, (I/ ’ ¢)' D
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Nous démontrons maintenant que, pour tout >0, la loi Q, est la projection
au temps t d’'une mesure o-finie Q™ sur 0, 1e sous-espace de D(]0, co[; M4 (E)—{0})
formé des trajectoires tuées au temps d’arrét §~=§/\ T° (i.e. quand le processus
s’annule ou devient infini). Le processus des coordonnées est noté (X,), et 3 est
muni de la filtration naturelle 9:’7 générée par ()?S; s<1).

Théoréme 17. Sous les hypothéses de la Proposition 16:
(i) Il existe une famille (Q™),.cm(r, de noyaux o-finis sur {2 tels que, pour tout
me M(E), (£, (F2),, (X,),, Q™) est markovien de semi-groupe II7, et satisfait

o'"oi,‘=o:":L Qu(x, -)m(dx); 4.1
de plus, pour toute fonctionnelle de X de la forme

X, = .L X,p(ds), wpeM(R,.),
ona

En(exp—(X,,f)) = exp—J (1-exp—(X,,/)) dQ", (4.2)

oufe B (R, X E) et (X,,, /) =[(X,, f)u(ds).

(ii) Soit P3, la loi sur O du PBM de semi-groupe ITS et de mesure initiale m. Alors
Q® peut étre obtenue comme la limite vague, quand ¢ tend vers 0, de la suite de
mesures (1/€)P3;_.

(iii) Soit n™ une mesure de Poisson sur O d’intensité Q™. Alors

(P
X = J vn " (dv).

9]

Remarque 18. Comme dans la décomposition de X, a temps ¢ fixé, I'on voit que
la masse (m, 1) de la mesure initiale joue un réle spécifique, et c’est pour cela que
la topologie de Watanabe est particulierement bien adaptée puisque elle scinde une
mesure en le produit de sa masse par une probabilité. Soit donc m =(m, 1)m®,
m°e P(E), et 7™ un processus de Poisson sur R. x  d’intensité dA x Q™ (dv)
(dA, mesure de Lebesgue sur R, ). Alors, si k =(m, 1), P,, = P,

(P

om®

) K K
X = J J’ o™ (dA, dv) et nxma(dv)=J' 7™°(dA, dv).

0 £ 0

Preuve du Théoréme 17. (i) L’existence de la mesure Q™ est établie a partir des
propriétés des lois d’entrée comme dans Maisonneuve et Meyer (1974, Ch. II,
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p.209). La propriété (4.2) découle, quand u(dt)=3% 68, 0<t,<:--<y,, de la
propriété de Markov et de la Proposition 16; si ’on note f; 1a fonction f(z,,-),on a

Em(exp— ) (Xx,,ﬁ>1{v,,<;}>
i=1
= Ew(exp—(X,,, i+ Uy (ot -+ Uy S =)

= CXP_J (1 _CXP_OZI, ,fl + Urzfll(f2+ st Uz,,—zn_,fn») de
=eXp—(J (1-exp—(X,,£)) dQ™

+J exp—(X,, Y1 —exp—(X,, U,_,.g) do"‘)

oung=f+- -+ U, . _,J. Mais
1—exp—{(m, U,_,g)=1-1I,_,(exp—(-, g))(m)
=1II7_, (1—exp—(-, g))(m).

Puisque Q, est une loi d’entrée pour II7, nous obtenons

f (1-exp— (X, , f)+(X,, U, .g))dQ"
= f(l —exp—(X,, £,y dQ™ +J exp—(X,, fi)(1—exp—(X,, g)) dQ™

= J (1—exp—((X,, /) +(X,, g)) dQ™

On conclut par itération, quand u(dt) =} §,, ou plus généralement quand p(dt) =
Y a6, a;€ R, . Quand f est continue, les deux membres de (4.2) dépendent continue-
ment de u, puisque X n’a pas de temps de discontinuité fixe. La formule (4.2) peut
donc &tre étendue par continuité a une mesure finie & quelconque sur R. .

(ii) La preuve est similaire a celle de la Proposition 16(ii).

(iii) Ilsuffit de prouver que les variables X et [; vn™(dv) ont mémes distributions
fini-dimensionelles, ou encore que

(X, ) H(X, D+ (X, S et f (v, [yt + (o, [))n™ (dv)

ont mémes transformées de Laplace.
En se restreignant au cas n =2 pour simplifier,

Em(eXp - (<Xr, afl) + <X12,f2>)1{r2<g}) =€Xp— <ms Ut,(fl + Urz—zlfz»-
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D’autre part,

{ { moo
Emkexp— J (o, ,ﬁ)+<v.2,fz>)n'"(dv))

= eXp*f (1—exp—((X,, /) +(X,,, /) dQ™

puisque I'intensité de la mesure de Poisson n™ est Q™. Nous concluons grice a
(4.1). O

4.2. Les mesures Q™

La construction de la mesure Q7 et ses propriétés élémentaires ont quelques
similitudes avec les lois d’excursion de processus de diffusion.

Quand l'espace E est réduit a un point, Pitman et Yor (1982b) ont étudié de
maniere exhaustive le processus de branchement réel positif dont le cumulant est
solution de E(R) avec R définie par

R(z)=bz—%cz?

(la diffusion associée a pour générateur: Lf(x)=2exf"(x)+ bxf'(x)). Dans ce cas,
le point frontiére 0 est un temps de sortie mais pas d’entrée dans la classification
d’It6-McKean. Donc la mesure Q ne peut pas €tre interprétée comme une loi
d’excursion a partir de 0. Cela provient de ce que la variable aléatoire 1 —exp—T°
n’est pas intégrable par rapport a Q: d’aprés le Théoréme 4.1 de Pitman et Yor
(1982a),

I (1—exp—T°)dQ = J e ' g, dt,

0
ol g, est égal a Q(X,eR—{0}) =lim,, . u,(z); or si b=0, q,=2/ct, et si b#0,
g,=—2b/c(1—¢"), ce qui justifie 'assertion ci-dessus.

Dans le cas des PBM, la mesure 0 est un point frontiére de 1’espace d’état M(E)
mais nous nous souvenons que, pour la topologie de Watanabe, on peut converger
vers 0 suivant une infinité de directions identifiées a des probabilités; ainsi, par
exemple, en reprenant les notations ci-dessus, la suite m, = em®, m°ec P(E), tend
vers 0 dans la direction m° quand ¢ tend vers 0.

Nous déduisons des résultats de Pitman et Yor qu’un PBM dont le cumulant est
solution de E(A, R) avec R définie comme précédemment par

R(z)=bz—1cz?,

n’admet pas de loi d’excursion, c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’extension du pro-
cessus aprés T°, le temps d’atteinte de 0, qui rentre de nouveau dans M(E)—{0}.
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Les Exemples 4 et S illustrent d’autres situations ou I'intégrabilité de 1 —exp—T°
n’est pas satisfaite: dans ’Exemple 4,

g =(at)V*, 0<a<l,

et, dans I’Exemple 5, g, n’est pas définie car Q, est de masse infinie.
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