
Probab. Yheory Relat. Fields 104, 147-179 (1996) 

Probability 
Theory a.o Related Fields 

�9 Springer-Verlag 1996 

Une approche Gibbsienne des diffusions Browniennes 
infini-dimensionnelles 

P. Cattiaux l, S. Roelly 2, H. Zessin 3 

i Ecole Polytechnique, C.M.A.P, U.R.A C.N.R.S. 756, F-91128 Palaiseau Cedex, France et 
Universit~ Paris X Nanterre, Equipe MODAL'X, U.F.R. SEGMI, 200 av. de la R~publique, 
F-92001 Nanterre Cedex, France 
2 Laboratoire de G&/m6trie, Analyse et Topologie, U.R.A.C.N.R.S. 751, U.F.R. de Math6ma- 
tiques, Universit6 Lille 1, F-59655 Villeneuve d'Ascq Cedex, France 
3 Laboratoire de Statistiques et Probabilit6, U.F.R. de Math6matiques, Universit6 Lille 1, 
F-59655 Villeneuve d'Ascq Cedex, France 

Received: 15 March 1993/ In revised form: 5 November 1994 

Summary.  We establish a one-to-one con'espondence between the laws o f  
smooth infinite dimensional brownian diffusions and the Gibbs states on 
the path space f2 -- C(0, 1)gd. Applications to phase transition, time reversal 
and reversible measures are then discussed. The main tool is a characterization 
o f  Gibbs states via an infinite dimensional version of  the Malliavin calculus 
integration by parts formula. 

R6sum6. Nous montrons qu'il y a correspondance biunivoque entre les lois de 
diffusions browniennes infini-dimensionnelles et les &ats de Gibbs sur l 'espace 

des trajectoires ~ --- C(0, 1)ga. Ce r~sultat est ensuite appliqu6 aux probl6mes 
de transition de phases, du retournement du temps et ~t l'6tude des mesures 
r6versibles. Le principal outil est une caract6risation des ~tats de Gibbs par 
une version infini-dimensionnelle de la formule d'int6gration par parties du 
calcul de Malliavin. 

Mathematics Subject Classification: 60H07, 60J60, 60K35, 82C22 

1 Introduction 

En 1966, Dobrushin pose le probl6me d'obtenir une description complete des 

champs de Gibbs sur 1R ~d associ6s fi une interaction quelconque, /t l 'aide de 
champs gaussiens. 

I1 le r6soud pour des interactions de type quadratique en 1979-80 (ainsi 
que K/insch, ind~pendamment) de la fa~on suivante: tout champ gaussien sta- 

tionnaire sur IR ~d s'interpr~te comme un champ gibbsien associ6 fi une certaine 

interaction quadratique, et r6ciproquement, les champs gibbsiens sur N ed 
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associ6s ~ces  interactions sont des convolutions de champs gaussiens station- 
naires avec d'autres champs (cf. [Do]). 

Darts ce travail nous reprenons la probl6matique de Dobrushin mais pour 

des champs de Gibbs sur l'espace produit des trajectoires C(0, 1) ed. 
Plus pr6cis6ment, consid6rons tout d'abord le syst6me gradient stochastique 

suivant dans IR ea 

(*) Vi E ;gd, t C [0, 1], dXi(t)  = dWi( t )  - 1V ih i (X( t ) )d t ,  X(O)  (~) v ,  

OU h = (hi)iEe d est un potentiel hamiltonien donn6 sur Ned, v est une proba- 
bilit6 sur ce m~me espace et (Wi)iEZd est une famille de mouvements brown- 
iens ind6pendants. Nous montrons que le syst6me ( . ) ,  d4fini par la fonction h 

repr6sentant l'interaction entre les spins de IR f ~ chaque instant t et qui part 
au temps 0 d'un 6tat gibbsien quelconque v de hamiltonien/~, cr6e au cours de 
sa vie tree interaction 9lobale entre ses trajectoires de telle sorte que sa loi 

est un 6tat de Gibbs sur C(0, 1)~d pour une certaine interaction ~. Le hamil- 
tonien associ6 ~ ~ s'6crit comme la somme du hamiltonien initial/~(X(0)) et 
de H = (/-/~)iczd donn6 par 

(**) N ( x )  = �89 �89 

- f Ahi(X(tl) (V:hi)2(X(tl) at 
o 

(A est le g6n6rateur infinit6simal associ4 au syst6me (*)). 
C'est Deuschel [Del] qui le premier a reconnu la nature gibbs!enne de la 

loi du systbme (*). Nous g4n6ralisons ici (Th6or6mes 3.7 et 4.8) ses r6sultats 
en consid6rant des interactions non bom6es (et de gradients non bom6s) 

pottle infinie, et en pr6sentons des d6monstrations tout /~ fait diff6rentes. 
D'autre part, nous ddmontrons que, r6ciproquement, tout champ de Gibbs Q 

sur C(O, 1) ed dont le hamiltonien H ~ la forme (**), est la loi d'un syst6me 
gradient stochastique donn6 par (*) (Th4or6mes 3.7 et 4.9). Cela signifie 
que Q r6alise typiquement l'6volution /~ travers le temps d'une configura- 
tion de spins distribu6s initialement suivant la projection au temps 0 de Q 
et plac6s sous l'action de la dynamique induite par le g~n~rateur infinit6simal 

A. I1 y a donc correspondance biunivoque entre les 6tats de Gibbs sur N ed 

et certains 6tats de Gibbs sur C(0, 1) ed. Ce r6sultat r4soud le problbme de 

l'unicit6 des 6tats de Gibbs sur C(0, 1) zd pour certains potentiels (Th6or~me 
3.22). 

Voici une br6ve description du contenu de ce travail. 
Darts la seconde partie nous 6tudions de faqon g6n6rale les mesures de 

Gibbs sur l 'espace des phases et snr l 'espace des trajectoires. Pour ce dernier 
une difficult6 nouvelle apparait: il faut contr61er 1 'influence de 1 'interaction en- 
tre les trajectoires sur la loi initiale. Nous montrons (Proposition 2.5) comment 
la propri6t6 de Gibbs se projette au temps 0, puis (Proposition 2.6) comment 

elle se recompose (i.e. un m61ange gibbsien de mesures de Gibbs sur C(0, 1)gd 
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est il gibbsien ?). Nous 6tendons ensuite (Th6orbme 2.11) la caract6risation 

variationnelle r6cente ([R-Z2]) des mesures de Gibbs sur C(0, 1) U par une 
condition d'6quilibre (6quation (2.13)) qui e st l'analogue infini-dimensiormel 
de la "formule d'int6gration par parties" du calcul des variations stochastiques. 
Cette 6quation d'equilibre, associ6e aux techniques classiques du calcuI stochas- 
tique, semble offrir une m6thode riche pour l'analyse des probl6mes 6voqu6s 
dans ce travail. 

Les troisi6me et quatribme parties sont consacr6es A la caract6risation des 
lois des systbmes ( , )  comme mesures de Gibbs. La troisi6me partie traite 
du cas d'interactions bom6es g port6e finie afin de limiter les difficult6s tech- 
niques et de pr6senter la m&hode. Dans la quatri6me partie nous 6tendons les 
r6sultats pr6c6dents /t de larges classes d'interactions usuelles en M6canique 
Statistique. 

Enfin dans la cinquibme partie nous 6tudions la nature stochastique des 

6tats de Gibbs sur C(0, 1) zd associ6s /t des potentiels H suppos6s seulement 
r6guliers (et non de la forme sp6ciale (**)): ce sont des diffusions browniennes 
infini-dimensionnelles dont la d~rive est explicit6e en fonction du hamiltonien 
(Thdor6me 5.1 ). On peut alors caractdriser les 6tats r6versibles comme solutions 
de ( , )  pour une loi initiale bien ehoisie (Proposition 5.7 et Th6or~me 5.15). 
Rappelons que depuis le travail pionnier de Glauber [G1], les syst~mes ( , )  ont 
6t6 introduit afin d'6tudier leurs mesures r6versibles. Nous concluons par une 
br6ve discussion du problbme g6n6ral du retournement du temps (cf. [F-W] et 
[M-N-S]). 

La caract@isation de diffusions en tant que mesures gibbsiennes offre une 
nouvelle approche pour l'6tude des propri6t~s limites de tels syst6mes. Deux 
d'entre nous l 'ont  d6j/~ utilis6e de fagon fructueuse pour analyser les grandes 
d6viations spatiales de syst6mes gradients stochastiques [R-Z3]. Nous pen- 
sons qu'elle permet 6galement d'6mdier les mesures invariantes (et non plus 
r6versibles) de (*). I1 est en effet conjectur6 depuis longtemps que celles ci 
sont les mesures de Gibbs associ6es ~h.  Cette conjecture n'a 6t6 prouv6e que 
pour d = 1 ou 2 ~ ce jour (cf. [Fr] ou [H-S]). 

Enfin bien que nous travaillions ici sur IR, l'ensemble des r6sultats pr6sent6s 
ici se transporte sans difficult6s majeures au cas d'une vari6t6 riemanienne 
compacte ou non. 

Notations 

Pour all~ger la tfiche du lecteur, nous avons eonserv6 le plus possible les no- 
tations introduites dans [R-Z2]. 

Les espaces d'Otats, leurs probabilitOs et leurs projections 

- 2U est l'espace des sites dont l'616ment g6n&ique sera not6 i. 
X, l 'espace d'&at, (l 'espace des spins de la m6canique statistique), est 

mesurable. Ce sera tour fi tour IR ou l'espace polonais C(0, 1) des fonctions 
continues sur [0, 1] fi valeurs r6elles muni de sa filtration canonique. 
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- L'espace  produit X za est muni de sa filtration canonique (YA), off A d6crit 
l ' ensemble  5 a des parties finies de 2U. ~-A est engendr6e par les projections 
spatiales canoniques (~%)lEA Off: 

( 1 .1  ) z1~ : Xed X ,  

X - - - + X  i . 

Plus g6n6ralement, nous noterons tic A la projection canonique spatiale suivante 

( 1 . 2 )  # C A  " Ned --~ X A '  

X ----+ X A = ( X i ) i E A .  

Pour ~ C X A et t /E  X A~, nous noterons simplement ~r/ la  configuration de X ed 
qui coincide avec r sur A e t  avec t/ sur A ~. Par exemple x = XAXA~. 

--  On notera s l ' espace  produit C(0, 1) Zd. On peut y d6finir une autre famille 
de projections canoniques, /t savoir les projections temporelles /%,  t c [0, 1], 
par: 

(1.3)  
,~c t " s --+ N ed 

(~ ~ ~o(t) .  

Pour simplifier, on utilisera la m~me notation fir pour la projection all temps 
t de C(0, 1) sur IR qui /~ mi associe ogi(t), ainsi que ~ t  pottr ta filtration 
correspondante. 
- J ~ ( X )  [resp. ~ ( X ) ]  est l 'ensemble des mesures positives [resp. probabilit6s] 
sur X. 
- Si # = (#i)iETld est une suite de mesures positives a-finies sur IR, on notera 
r# i la mesure de Wiener sur C(0, 1) de condition initiale #i (i.e. satisfaisant 
nu~ o f i%-1 = #i). Quand # i e s t  la mesure de Dirac 6y~ off Yi E IR, on notera 
simplement rc yi. On a donc 

(1.4) n ui = frcYi#i(dyi).  

On note P~ la mesure suivante sur ~2: 

(1.5) p ~  = @ ~'~ 12i 

iETl d 

et, par suite, 
p y  

Plus g6n6ralement, si Q c ~ ( O )  et y 

(1.6) QY = Q( 

@ ~Yi  , 

iCZ  d 

E IR :gd, 

I/~o = Y). 

- Si Q E ~ ( X T # ) ,  on note QA la mesure sur X A image de Q par fleA: 

(1.7) QA = Q o/ec~ 1 . 
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Les espaces de fonctionneltes 

A dimension finie 
Les mesures de r6f6rence seront les 7c ~. 
W1,2(C(O, 1)) est l 'ensemble des fonctionnelles F de L2(C(0, 1)) qui sont L 2- 
diff6rentiables au sens suivant (cf. [F61]): 

il existe (DtF(co))o<t<l,mec(o,l) dans L2((0, 1) • C(0, 1)) tel que pour tout 
9 E L2(0, 1) on ait l'6galit6 suivante dans L2(C(0, 1)) 

(1.8) DgF(co)=lime-l(F(co+e'fg(t)dt)-F(co) ) ~ - - . o  o 

1 

= fg(t)DtF(co) dt, 
o 

la limite 6tant prise au sens fort. W I , ~ ( C ( 0 , 1 ) )  est le sons-ensemble de 
W1,2(C(0, 1)) form6 des fonctionnelles born6es F pour lesqueltes 

(DtF(co))o~,t E L~(C(O, 1);L2(0, 1)) .  

Ces espaces sont engendr6s par ~K(C(0, 1)), l 'ensemble des fonctionnelles 
r6gulibres de la forme F ( c o ) =  4)(co(q),.,.,co(t,)) off q5 est de classe cgoo it 
support compact et 0 < t~ < ... < t~ < 1. 

Pour ces fonctionnelles, la LZ-diff6rentielle n'est autre que la Gfiteaux 
diff6rentielle dans les directions de l 'espace de Cameron-Martin. 

B Dimension infinie 
Les mesures de r~f6rence seront les PU. 

Si 9i C L2(0, 1), on note pour simplifier co + a fo gi(t) dt l'616ment co/ de 

f2 tel que co~ = coj pour j+i  et co~ = col +~fo gi(t) dt. 

g/l, 2(f2) est 1 'ensemble des fonctionnelles F de L2((2) pour lesquelles il existe 

une suite (D~F(co))iced,o<=t< Z,o)cO de (/,2((0, 1) • f2)) U satisfaisant, pour route 

suite g = (gi)ieTza de (L2(0, 1)) ea. l'6galit6 suivante darts L2(Y2): 

(1.9) 
o 

1 
= fgi(t)D~F(co) dt, 

0 

i la limite 6tant prise au sens fort. On remarque que Dg ne d6pend que de gi. 
Pour toute partie finie A de ~d et tout 9 r (L2( 0, 1 ))~d on pose 

(1.10) DAF(CO) =- ~D~F(co). 
iEA  

On constate imm6diatement que DAF est la limite L 2 forte de (1.9) en rem- 
pla~ant gi par ~i~Agi �9 W 1' oo(~) est d6fini con'nne plus haut. 
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Nous appelons fonctionnelles locales sur [2 les fonctiormelles ne d6pendant 
que d 'un  hombre fini de coordonn6es �9 

3A c 5 e, telle que, pour tout co E f2, F(co) = F(coA) 
(dans ce cas, F est dite A-locale). 

1, oo 1,2 
Les espaces locaux correspondants sont notds Wlo ~ (O) et Wlo c (~2). 

Ils sont engendr6s par ~/Uloc(O), l 'ensemble des fonctionnelles r6guli6res du 
type f(col(t lm),. . . ,COl(h,)  . . . . .  e)~(t~,)) off f est de classe c ~  A support com- 
pact et 0 < tai < . . .  < tin < 1 , . . . , 0  < t,m < ... < tn, < 1. 

Dans cet espace L 2 et Gateaux diffdrentielles (dans les directions des espaces 
de Cameron-Martin locaux) sont identiques. En particulier si les espaces ainsi 
d~finis d6pendent de #i (resp. PU), ~Cloc(O), lui, n 'en  ddpend pas. 

2 Mesures  de Gibbs sur R ~d et sur C(O, 1) ~d 

2.1 D~finitions 

Nous rappelons dans ce paragraphe la notion fondamentale de mesure de Gibbs 

sur un espace abstrait X zd, ldg~rement modifi6e par rapport/ t  celle de Georgii 
[ae].  

Soit 2 = @icze2i le produit tensoriel infini de mesures positives a-finies 
2i, dites de r6f6rence sur l 'espace mesur6 X. 

D6finition 2.1 Soit ~ une probabilit6 sur X zd. 
1) Une (c~,2)-modification est une famille (PA)AcS~ de fonctions mesurables 

positives sur X ed v6rifiant 
i) f PA d(2A | (~XAC) = 1, pour ~A c presque tout XAC, 

ii) p~ = pAfpAd2A, 24 | pour tous A et A de 5 p avec A C_ A 
et pour C~AC presque tout xac. 

2) Une interaction 7 j sur X est une famille (~A)A~J de fonctions r6elles sur 

X zd telles que, pour tout A C 5 P, 
i) ~ a  est ~ -m e su ra b l e ,  

ii) la s6rie NAnA'~:O ~A' converge en tout point de X ed. 

Cette s6rie d6finit alors une fonction HA ~ appel6e potentiel hamiltonien sur A 
associ6 ~ 7 j. De plus, si on suppose que 

Z~(XA~ ) = f e x p  --H~(XAXA* )d(2A @ 6xac ) 

est fini pour tout A E 50 et pour aA~ presque tout XA% la famille 

pA(X) = (Z2(XAc ) )-I exp - e~ (x )  

est une (~, 2)-modification. Les ZA ~ sont appel6s les fonctions de partition. 

D~finition 2.2 Une probabilit6 ~ sur X 7zd est appel6e une (p, 2)-mesure Gibb- 
sienne pour la (~, 2)-modification p s i ,  pour toute partie finie A de ~d, 

(2.3) o~(dXA/XAc) = pA(X) )~A(dXA), O~AC p.s., 
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o1~1 g (  �9 /XAc ) est une version rtguli~re de la probabilit6 conditionnelle de c~ 
sachant ~A c. Lorsque p provient d 'un potentiel hamiltonien associ6 /~ une in- 
teraction ~ ,  on dira que ~ est une (~,)O-mesure de Gibbs. 

Remarque 2.4 1) D ' ap r t s  [Ge, Theorem 1.33, p. 23] pour qu 'une mesure soit 
une (p , )@mesure  Gibbsienne, il suffit que l ' tgalit6 (2.3) soit satisfaite pour les 
parties A 6gales aux singletons {i}, i E 2U. I1 est important de rioter que ceci 
n 'es t  vrai que parce que p est une (c~, 2)-modification. 
Si on se donne une famille (Di)iGT/d de fonctions mesurables positives v6rifiant 
(2.1.1.i) (mais qui n 'es t  pas a priori une modification) et e v6rifiant (2.3) pour 
A = {i}, on dira que ~ est (p, 2)-pseudo Gibbsienne. 

2) La d6finition 2.1 est justifi6e par la remarque suivante: on v6rifie facile- 
ment par le calcul que toute famille (PA)A~S~ v6rifiant (2.3) est une (~,2)-  
modification. 

A partir de maintenant, nous noterons pour simplifier ~i,Hi, Zi,,~i etc., au 
lieu de 7J{i}, H{i}, Z{i}, ~{i}  " '"  

2.2 Exemples 

Particularisons les dtfinitions pr tc tdentes  aux espaces d'&ats qui nous inttres- 
sent dans ce travail. 

i) X = 1R. L'interaction et le potentiel hamittonien sont des fonctions sin" 

IRZd " # = @icza#i sera la mesure de r6ftrence. On verra dans la troisibme 
partie que le choix de la mesure de Lebesgue #i = dyi est particulibrement 
inttressant et naturel. 

ii) X = C(0, 1 ). L'interaction, le potentiel hamiltonien ou les modifications 
sont des fonctionnelles sur l 'espace (2, espace produit de trajectoires, La mesure 
de r6ftrence est une mesure sur /2 ,  choisie parmi les PP (el. dtfinition (1.5)). 

Dans ta proposition su ivan te -don t  nous ne donnons pas la preuve car elle 
est trbs s i m p l e - n o u s  vtrifions la coh&ence de notre dtfinition de mesure de 
Gibbs sur C(0, 1) avec celle donnte dans JR-Z2], formule (2.3). Cette demibre 
ne concemait  que les probabilitts Q sur f2 de condition initiale d&erministe 

(i.e. telles qu' i l  existe y c IR zd tel que Qr  = Q), restriction que nous n 'avons 
plus ici. 

Proposition 2.5 Soit Q E ~((2) et v = Q o/~%1 E ~(IR zd) sa condition ini- 
tiale. Si Q est une (fb, P~)-mesure de Gibbs, associde h l'interaction q~, alors 

i) ves t  une (p,#)-mesure Gibbsienne pour 

p A ( y A Y A c )  = f (z~(cOAC)) -1 f exp--HA~(o))(i@cA~ZYi)(d~ 

ii) pour v-presque tout y, Qy est une (@,PY)-mesure de Gibbs. 

Remarques 1) Si on suppose EQ[expH~] finie pour tout A, on peut dtfinir 

m~(y) = logEQ{expHff/~o(O) = y] . 



154 P. Cattiaux et al. 

Mais (Z~(O)AC)) -1 est 6galement QA ~ int6grable. On peut donc d6finir 

Z~l ( yA c ) = EQA ~ [(Z~(O,)A c )) - 1/O,)AC (0)  -=- yA ~ ] .  

I1 vient alors imm6diatement que v est une (p, #)-mesure Gibbsienne pour 

PA(Y) =z~(yA~)exp--m~(y).  

En effet 

EQ(f(OgA(O))~(OgAc(O)) expHf(co))  = f g((DAc(O))(Z~(~A c ))--1 

• f f(O')A(O))P~l (dCOA)QA~(d03) 

et il suffit de conditionner au temps 0 des deux c6tds. 

I1 n'est pas clair que p provienne d'un potentiel hamiltonien. Pour l'6tude 
de ce probl6me nous renvoyons /t [Ko]. 

La remarque prdcddente nous guide pour 6noncer une r6ciproque /t (2.5). 
En effet pour reconstruire une mesure Gibbsienne ~ partir de ses d~sint6grdes, 
il faut prendre en compte l'interaction au temps 0 g6n6r~e par le hamiltonien 
sur les trajectoires et donc modifier celui ci. Pr6cis6ment: 

Proposition 2.6 Soient vune  ((p,#)-mesure de Gibbs, (QY, y E IR ~d) une 
famille mesurable de (~,PY)-mesure de Gibbs et Q = f QYv(dy). 
On suppose que pour tout A E 5 ~, EQ[exp H~] < oc et on pose 

m~(y) = logEQ[exp H~/o)(O) = Yl = log EQy[exp H~]. 

Alors Q est une (p,P~)-mesure Gibbsienne pour p donnd par 

pA(O)) = (ZA(O)AC))-1 exp --(H~(co) - m](o)(0)) + h~(co(0))) 

si et seulement si 03A(O) et O,)AC sont inddpendantes pour la mesure SA ddfinie 
par dSA = z](ooAc(O))exp(H~(co) -- m](~o(0)) + hAe(Co(0)))dQ. 

Preuve. I1 est clair que la famille des QY repr6sente la d~sint6gration au temps 
Ode Q. 
D'apr6s les hypoth6ses, on peut d6finir 

quantit6s valant 0 si l'int6grale est divergente. 

Remarquons qu'on n e  perd pas de g6n6ralit6 en supposant que les #i 
sont des probabilit6s. En effet, on peut toujours multiplier /zi par exp(fi(Yi)) 
d'int6grale 1 et presque partout positive et finie (car ]2 i est o--finite) et modifier 
(pen lui retirant la "self-interaction" f i ,  SA est alors une probabilit~ 6quivalente 
gQ.  
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Soit f (resp. G) positive et mesurable s u r  I~  A (resp. positive et ~ t c  mesurable 
sur Q). L'hypothbse d'ind6pendance permet d'~crire 

ES A [G(f.OA~)f(O)A(O))] = f f(yA)EQY[(ZA(YAfOA c ))-1 G(OIA~)] Z~l(YA~ ) 

x exp h~A(Y)v(dy) 

=- ESA [G(O)AC )] ES A [f(C0A(0))] 

= f f ( yA)Esa  [G(COA c)] z~(YA c) exp heA(Y)v(dy), 

= f f ( yA)EQ [G(COA~ )OA(O)A~ )] z~(yA~ ) exp h~A(Y)v(dy), 

Oil OA((DA c ) = EQ[Z~(O)Ae (0)) exp (Had(Co) -- m~(e)(0)) + h~(o)(O)))/O)AC 1, 
Soit F(COA -- C0A(0)) une fonction mesurable positive. On a alors 

ES A [G((Oac)f(O)A(O)) F(O)A -- COA(0)) ] 

= ff(yA)EQY[(ZA(YACOAC ))-lG(e)AC) 

X fF(COA -- yA)dPYA] ZeA(YA c ) exp heA(y)v(dy) 

= f f ( Y A  )EQy[ZA(yAOOA c ) ) - t  G(o)ac) 

X fF(COA) dP ~ z~(yA c) exp h~A(Y)v(dy) 

= (fF(OgA)dP~ 1 

x G(~A~)] z~(yA~) exp h~A(y)v(dy) 

= (fF(C~A) dP ~  [G(OOA c )OA(OOA~ )] Z~A(YA ~ ) exp h~A(y)v(dy) 

= EQ[G(O)A~ )OA((DAC )fF(OgA -- O.)A(O))f(O)A(O)) dP~]. 

On en d6duit par un argument de classes monotones que 

EQ[K(O)A)G(OgAC )z](OgAc(O)) exp (Hff((o) - m~(og(0)) + hA~(Og(0)))] 

= EQ[OA((DA c )G(O)Ac)fK(OgA) dP~A], 

puis que Q est une (p,P~)-mesure Gibbsienne. 
R6ciproquement, si Q est une telle mesure Gibbsienne, il est imm6diat de 
v6rifier la condition d'ind6pendance de ogA~ et COA(0). [] 
Une c16 du r6sultat pr6c6dent est bien stir que PY est la loi image de p0 torsqu' 
on translate de y la configuration initiale 0. 

On remarquera que, dans le cas important off rnA ~ est constante, Q est sim- 
plement une (q0 + ~o o/~,0,p~)-mesure de Gibbs. Cela signifie que l'interaction 
sur les trajectoires n'induit pas d'interaction suppl6mentaire au temps 0. 

2.3 Caractkrisations variationnelles 

Nous mettons en 6vidence dans la Proposition 2.7 suivante une ~quation 
int6grale trbs simple (2.8), de type formule d'int~gration par parties infini- 

dimensionnelle, caract6risant les (qS, dy)-mesures de Gibbs sur IR ~d, off q~ est 
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une interaction donn6e et dy est le produit infini des mesures de Lebesgue 
sur IR. 

Dans le Th6or6me 2.11, cette id6e est g6n&alis6e au cadre trajectoriel. 
Nous exhibons alors une caract6risation des mesures de Gibbs sur f2 comme 
solutions de l '6quation fonctionnelle d'6quilibre (2.14), semblable fi la formule 
dite d'int6gration par parties du calcul de Malliavin. 

Ces caract6risations nous serviront au cours de l 'ar t ic le / i  identifier comme 
gibbsiennes les mesures que nous 6tudierons. 

Proposi t ion 2.7 Soient v une mesure de probabilit4 sur IR ed et h le potentiel 

hamiItonien provenant d'une interaction (p sur ]R zd et tel que, pour tout i E 
Z d, h i est une fonction de classe cgl de la i eme coordonnde. Si pour toute 

fonction f de classe cgl sur IR ~d ~ support compact, 

(2.S) f V i f ( y ) v ( d y )  = f f ( y )Vih i (y )v (dy) ,  Vi c 7l d, 

off Vi reprdsente l'opdrateur gradient par rapport ?t la i eme coordonn4e, alors 
ves t  une ((p, dy)-mesure de Gibbs. 

Preuve. Prenons des fonctions tests de la forme f (y i )9(y i  c) off f et 9 sont de 
classe cgl ~t support compact. Alors l '6quation (2.8) devient 

f g(ygc ) f  V f(y~)v(dyi/Yi c )v(dy) = f g(yzc ) f f(Yi)Vihi(y)v(dyi/Yic )v(dy) , 

qui se r6duit i l '6quation unidimensionnelle suivante 

(2.9) v-p.s, fV f ( y i ) v (dy i /Y i  c) = f f (y i )Vih i (y)v(dy i /y i~) .  

Soit t /E  IR {i}~ fix6 et ~7i la mesure sur IR d6finie par 

Fi( d yi ) = exp( hi( yirl ) )v( d yi/rl ) . 

En appliquant (2.9) fi la fonction test f(Yi)exp(hi(Yitl)), ?i satisfait 

f V  f(yi)F~(dyi) = 0 

pour toute fonction f de classe @ fi support compact. Donc ~7i est invari- 
ante par translation, ce qui implique qu'elle est proportionnelle/t  la mesure de 
Lebesgue dyi, soit encore: 

v(dyi/Yi c) = zi exp - hi(y)dyi,  v-p.s., 

oit zi est la constante de renormalisation. [] 

Remarque 2.10 1) Si dans l'6gatit6 (2.9) on consid~re v(/yi~) comme une 
distribution, on obtient immddiatement d'apr~s Schwartz [Sch Th6or~me II, p. 
53] que v(/yi~) est absolument continue par rapport ~ la mesure de Lebes- 
gue; of. aussi [Be1], qui, sous des hypoth6ses un peu plus fortes, obtient des 
informations sur la r~gularit6 de la densit6. 

2) L' invariance par translation qui caract6rise -/~ une constante pr6s- la 
mesure de Lebesgue joue un r&le fondamental. On peut ainsi deviner, derribre 
l'6galit~ (2.8), la propri6t6 de quasi-invariance par translation de v. On rejoint 
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alors le r6sultat de Royer [Ro] assurant que les mesures de Gibbs sur 1R U sont 
exactement les probabilit6s quasi-invariantes. Pour des extensions aux mesures 
sur des espaces de Banach; cf. [Be2]. 

3) On trouve darts [A-A] une g6n6ralisation de (2.8) fl la caract@isation de 
mesures de Gibbs sur un produit infini de sous-vari6t6s. 

4) On obtient trbs facilement la r6ciproque de la Proposition 2.7, certifiant 
que toute (~0,dy)-mesure de Gibbs v satisfait l '~quation (2.8) dbs que chacun 
des termes a bien un sens. 

Dans la Proposition 2.4 et le Th6orbme 2.9 de JR-Z2] une caract&isation 
des mesures de Gibbs sur g2 associ6es fl une interaction bom6e et de condition 
initiale d6terministe 6tait donnde. Or, dans la suite de ce travail, nous voulons 
appliquer un tel critbre fl une classe plus g6n6rale d'interactions, dont notam- 
ment celles de type ferromagn6tique qui ne sont ni born6es ni de gradients 
bombs, et fl des probabilitds sur f2 de condition initiale aldatoire. Le Thdor~me 
2.11 suivant am61iore donc les r6sultats de [R-Z2] en en affaiblissant les hy- 
pothbses. 

Th6or~me 2.11 Soit H le potentiel hamiltonien associ6 d u n e  interaction 
~b sur (F2,P~) tel que, pour tout i E 2U e t t  1 E C(O, 1) {i}~, Hi( �9 tl) est L 2- 
diffdrentiable et D~Hi admet une version mesurable. Soit Q une probabilit6 
sur f2 satisfaisant: 

(2.12) Vt E [0, 1], Vi c 27 d, EQ(ICoi(t)l ) < +oc. 

1 i Si Q est une (~,P~)-mesure de Gibbs sur 9, telle que EQ(f olD~Hildr ) < +e% 

(2.13) VF C loe ~ J, Vi E ~d, Vgi fonction dtagde , 

EQ (F flogi(s)dcoi(s)) = EQ(D~F)-  EQ(FD~Iti). 

R6clproquement, si Q de condition initiale v, une (q~, #)-mesure de Gibbs sur 
IR 7sa, satisfait l'6quation (2.13~), 

(2.13')  VF c ~/g#1oc((2), Vi c Z d, Vgi fonction dtagde, 

en supposant que 

(2.14) EQ(e m) < +oo  pour tout i ,  

alors Q est une (p, PU)-pseudo mesure Gibbsienne pour p donn6 par 

(2.15) pi(co) z (Zi(cOic)) lexp - (Hi(~o) - mi(~o(O)) + h/~(~(0))) ,  

o2 m i ( y ) =  logEQ[expHi/~o(O)= y], si et seulement si coi(O) et o~ic sont 
ind6pendantes pour la mesure Si dOfinie par 

(2.16) dSi = z~(mic(O)) exp(Hi(co) - mi(o0(0)) + h~(co(0))) dQ. 
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En particulier s i m  i e s t  une constante et sous la condition d'ind@endance, Q 
est une (~  + q~ o fi%,P#)-mesure de Gibbs sur s 

Remarque 2.17 Si Hi est born6, ou plus g~n&alement si EQ(eH~]DigHi]) < ec, 
1 i (2.13) entraine (2.t3') d6s que EQ(folD~Hi I dr) < +oo. 

En effet si /4i est born6, e ~i E L2(p~), e t e s t  dans W1,2(s On applique 
alors (2.13) /t G = F e  ar~. Sinon il faut utiliser des troncatures O(e ~ )  avec 
tp lisse et passer ~ ta limite, ce qui est possible si E~(ea~lDi~Hi[) < c~ par 
exemple. 

Preuve du Thkorkme 2.11 Tout d' abord l'hypothbse (2.12) permet d' affirmer 
que tous les termes de t'6quation (2.13) sont bien d6finis. 

Premikre assertion. La preuve est similaire ~ celle de la Proposition 2.4 de 
[R-Z2]. Esquissons-la rapidement; en d6composant l'esp6rance sous Q dans le 
membre de gauche de (2.13), on introduit l'esp6rance conditionnelle Q(/~i~). 
Par hypoth6se, puisque Q est gibbsienne, cette esp6rance conditionnelle est 
absolument continue par rapport fi la mesure de Wiener ~ i .  A cette demi~re, 
nous appliquons l'~quation de dualit6 (cf. (1.3) de [R-Z2]): 

(2.18) E~pi Fe -Hi Oi(s) doJi(s) = E~,i(D~(Fe Hi)), 

(valable quelle clue soit la condition initiale #~ de la mesure de Wiener, et pour 
F E ~g/1o~(f2)). I1 faut ici encore faire attention aux problbmes d' int6grabilit6, 
et done en g6n6ral commencer par tronquer e -N. Mais par la propri6t6 de 
Gibbs e -~ri est rc~ @ 6c0ic int6grable pour Q presque tout o)i~ et les passages/t 
la limite ne posent pas de probl6me. Nous obtenons alors directement l'6galit~ 
d6sir~e (en utilisant la densit6 de ~/C1o~): 

1 

Rkciproque. Supposons (2.14) et (2.13 ~) satisfaites. Par un argument de s6para- 
bilit6 ici encore, etle se d6sint6gre (pour v presque tout y) en 

EQy eHiF gi(s) doi(s) = EQy (eHiDiog) . 

)exp@fo)~gi(s)dcoi(s)), si l'on note Ri-la En particulier pour F ( o ) =  K(o~ic . 1 
1 eH~ par rapport ~t QY, off ki = EQy[e Hi] (cf. 2.14) probabilit~ de densit6 ~i 

= ER~ K(oi~)ifogi(s) dcoi(s) exp i f2g i ( s )  doi(s)  
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( (i )) =-2 fg~( s )dsERi  K((Dic)exp / )cgi(s)d(Di(s) . 
o 

D' off, pour tout 2 E IR, gi fonction 6tagGe et K E ~oc(C(0 ,  1){i}c): 

I 

ERi K((Di~)exp i )cQi(s)d(Di(s)  = e  o ERi(K((Dic)) " 

Cela implique que, sous R i, le processus de ta i~me coordonnGe co~( �9 ) - COl(0) 
est, d'une part un processus de Wiener, d'autre part, qu'il est ind@endant des 
autres coordonnGes. Donc pour Ri-presque tout (Die 

(2.19) Ri(/(Di ~ ) = 7~Yi(d(Di ) @ r . 

Ceci vaut 6galement pour Q presque tout (Di~, puisque Q et R ~ sont 6quivalentes. 
(Hi est fini). On applique ensuite la Proposition 2.6 valable tout aussi bien pour 
les pseudo-mesures de Gibbs. [] 

L'Gnonc6 de la r&ciproque dans 2.1I peut pm-aitre compliquG. Outre le fait 
qu'on ne peut se passer d'aucune des hypothbses, nous verrons que celles ci 
sont en pratique tr~s souvent vGrifiGes. 

Remarque 2.20 En dimension d finie, le problGme que soulbve Ia condition 
initiale v se rGsoud de lui-m~me car les propriGt~s gibbsienne et d'absolue 
continuit6 gIobale sont 6quivalentes: 
si Q E ~(C(0 ,1 )  d) satisfait (2.13) pour i c {1, . . . ,d},  il e n e s t  de m~ne 
pour v-presque tout QY, qui est donc gibbsienne par rapport /l la mesure de 
rGfGrence @~=lzcY~; on a donc t'absolue continuit~ (globale!): Qy << t~  d z~ y~ "<Yi=I ' 
v-presque sfirement, ce qui entraine que Q = fQYv(dy)  est absolument con- 

tinue par rapport A .~d,~ =- f@di:l~y~v(dy), i.e. Q est gibbsienne. 

Soulignons de plus que la propri~t~ Q << ~z d,~ permet d'identifier Q, par le 
th~or~me de Girsanov, comme la loi d'un mouvement brownien avec d~rive. 

I1 est donc naturel d'analyser, en dimension infinie, le lien entre diffusions 

browniennes et mesures de Gibbs sur C(O, l)~d. Ceci fait I'objet des troisi~me, 
quatri~me et cinqui~me parties. 

3 Lois de syst~mes gradients stochastiques comme mesures Gibbsiennes: 
cas born~ 

L' objectif de ce paragraphe est d'Gtudier les liens entre lois de systbmes 
infinis de diffusions et mesures de Gibbs sur les espaces de trajeetoires, dans 
le cas le plus simple possible (interactions bornGes ~ portGe finie). Ceci permet 
de simplifier un certain nombre de problGmes techniques ind@endants de la 
nature du problbme. An paragraphe suivant nous 6tendrons ces rGsultats a des 
classes beaucoup plus g~nGrales d'interactions. 
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Nous nous fixons dans cette partie une interaction ~b par paires sur N~d, 
c'est ~ dire telle que ~bA ~ 0 si le cardinal de A est strictement sup6rieur/~ 2. 
Nous notons ~bi pour q~{i} et ~bij pour c~{i,j) (done (2ij = Oji). De plus, nous 
supposons 

(3.1) - q~r et 4)ij de elasse cg3 born6es et/~ d6riv6es born6es uniformOment en 
i et en i,j, 

- q~o sym6trique (~bij(Yi, Yj) = qbij(yj, Yi)Vyi, yj E IR), 
- l'interaction ~ port6e finie, i.e. il existe N(0), voisinage sym6trique 

fini de 0 darts 7Z d, tel que, pour tout i C gd et j (~ N(i)  = i + N(O), 
4q -0.  

Remarque. 1) Nous pourrions sans difficult6s techniques majeures consid6rer 
une interaction plus g6ndrale off ~bA ~- 0 si le cardinal de A est assez grand 
(comme dans [De2]). Pour simplifier la pr6sentation de cette partie nous nous 
restreignons iei ~ une interaction par paires. 

2) L'hypoth~se de sym6trie de $ij est tr~s naturelle (la particule i agit sur 
la particule j comme j sur i). Cela servira/~ simplifier beaucoup la forme du 
hamiltonien H d6fini au Th6or~me 3.7. Signalons que, contrairement ~ Doss et 
Royer [D-R], nous ne supposons pas que Oij est invariante par translation (c' 
est-/t-dire de la forme ~]i_jl ). 

Le potentiel hamiltonien h associ6 h q~ est donc donn6 par 

(3.2) Vi~ ; g  d, y ~ l R  ~d, h i (y)=qbi(Yi )+ ~ ~ij(Yi, Yj) ,  
j ~ N ( i )  

en prenant par convention ~i i  ~ O. 

Nous pouvons alors d6finir un syst6me ~ infinit6 de particules associ6 ~ Fin- 
teraction (b par le systbme d'dquations diff6rentielles stochastiques suivant 
sur O: 

(3.3) Vi E 7l d, dXi(t) = dWi(t) - ~Vihi(X(t))dt ,  X(O) (~=)v, 

off (W/)i est une famille de mouvemcnts browniens r6els ind6pendants partant 
de l'origine (donc la loi de (Wi)i sur • est p0), et X(O) est ind~pendante de 
(Wi)i. Soit 5f~(7ld), le dual des suites temp&6es sur ~ d  c'est h dire des suites 
telles que, pour tout n C N, ~icgd(1 + ]i]2n)lYi] 2 < ~-OO. On a alors 

P r o p o s i t i o n  3 . 4  ([S-S Theorem 4.1; ou D-R Th6orbme 3.3]) Sous l'hypothkse 
(3.1) et l'hypoth&e (3.5) suivante 

~ r 2/~ v (3.5) tJYi (dy))i E ~/(7]d), en particulier ves t  portde par ~t(7~d), 
il existe sur s une et une seule solution en loi X( t )  au systOme (3.3) h valeurs 
dans Y'(7/a). 

Remarque. Les hypoth6ses faites permettent d'obtenir des estimations (ab- 
sentes dans [S-S]) de la norme L2~ des solutions de (3.3): en suivant la 
d6marche de F611mer et Wakolbinger dans [F-W] Theorem 4.6, on applique 
la formule d'It6 /t ~i~za(1 + [il-2~)[X/(t)I 2~, puis le lemme de GronwalI, et 
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l 'on obtient que 

(3.6) sup E(lXi(t)12~)i E 5~'(~d). 
0<t_<l 

Donc la solution de (3.3) est non seulement p.s. h valeurs dans -Y/(7/d), mais 
aussi en norme L 2~. 

Notre but, dans cette pattie, est de comparer les deux propri6t6s suiv- 
antes vdrifi6es par une probabilit6 Q c ~(f2): ~tre une mesure de Gibbs et 
6tre solution du systbme gradient stochastique (3.3); puis d'en d6duire les 
premi6res eons6quences. Le Th6or~me 3.7 qui suit pr6sente le r6sultat fonda- 
mental, dont la preuve s'appuie sur l'6quation d'~quilibre (2.13). Dans le cadre 
de cette partie Deuschel [De2] est le premier (et le seul fi notre eonnaissance) 
avoir mis en 6vidence le caract6re gibbsien de diffusions infini-dimensionelles. 
Nous retrouvons (de manibre diff6rente) ce r6sultat et montrons de plus une 
r6ciproque dont l'int6rat sera mis en valeur en particulier dans l'6tude des 
transitions de phases. 

Dans toute la suite de ce paragraphe nous supposons que les hypothbses 
(3.1) et (3.5) sont satisfaites. 

Th~or~me 3.7 Soit Q c ~(f2) de condition initiale v. Alors Q est solution du 
systkme (3.3), oft vest une (9,#)-mesure de Gibbs sur IR ed, si et seulement 
si Q est une (~b + cp o fi%, P~)-mesure de Gibbs sur f2, oft le harniltonien H i 

associd ~ q~ est donnd par : 
(3.8) 

1 ~ 1(1 1 2  / 
Hi(co)=~hi(co(1))- hi(co(O))-f FAhi(oo(s))+ ~ F(Vjhi)(eo(s)) ds, 

0 \ z., jCN(i) o j 

et A est le gdn&ateur infinit&imal associO au syst~me (3.3): 

1 h . A=~j  ~ A j - ~ V j  jVj 

Preuve. Condition n6cessaire Nous passons par l'&ape interm6diaire 

Proposition 3.9 Soit Q E ~(f2) la loi de [a solution (E 5P'(Zd)) du systkme 
(3.3). Alors Q satisfait h l'dquation d'kquilibre (2.13), oft la fonctionnelle Hi 
est donnde par (3.8). 

Preuve. Nous cherchons une fonctionnelle Hi telle que l'6quation (2.13) soit 
satisfaite sous Q. 

Calcul de EQ(D~F) (F E ~/'loc(Q),gi 6tag6e sur [0,1], i E ~d fixe): 

E Q ( D i g F ) = E Q ( l i m e - I ( F ( X + g i g i ( s ) d s ) - F ( X ) )  ) (cf.l .9) 
\e-~0 

Comme DgF est (partout) bom6e par hypothbse, on peut 6changer la limite en 
(qui existe partout car F C ~/'1or et l'int6gration par rapport fi Q: 
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Soit Qi, e la mesure image de Q par la translation zi,~ sur (~ d&finie par: 

oJ --+ (~j  + ~ij ) 'gi(s)ds) . 
o /jcTs 

Montrons que la mesure Qi,~ est absolument continue par rapport • Q. Sous 
Qi,~ te processus des coordonn~es X/(t) v6rifie que 

(., , [ s } ) o  o (t) - Xo(t) - ea~/fg,(s)ds + fV /h j  (s) - efoi(r)dr ds 
0 jE~d 

a pour loi p0. D'apr6s [Ja, Theorem 12.50] (on peut en effet supposer I infini 
d6nombrable dans les hypoth6ses 12.31 de [Ja]), l'unicit6 de la solution de 

(3.3) et la bomitude des coefficients entrainem que Qi,~<< Q et la densit~ 
exponentielle M i,e vaut 

i ) M i'~ = exp 2 - g V j h j  ( s ) -  e gi(r)dr 
jcN(i) 

+~Vjhj(X(s)) + g3ijgi(s)) dWj(s) 

1 1 s 

On d6duit du r6sultat pr6c6dent que EQ(DigF) = lim Ee - 1)F). Or: 

Lemme 3,10 Q p.s. et dans LZ(Q), 

l ime - l (M ~'*- 1) = ~ f D~(Vjhj(X(s))+ 6ijg~(s) dW/(s). 
~--+o jcN(i) 0 

Preuve. D'apr6s la formule de Taylor-Lagrange 

2 1 s ~Vjhj(X(s)) gOijgi(s)) dWj(s) 

1 1 /  1 s 2 0 

=- ~ V /Vih j (X(s ) -  e(s)f gi(r)dr) g l ( r )d  + 6ijgi(s dWj(s) 
0 \ ~  0 

1 2 i ( 1  (X " r ) (  ~ )2  ) ge gVjVihj (s) - e(S)fogi(r)d (foOi(r)dr) + 3ijgi(s) ds , 
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avec 0 < e(s) < e. On utilise ensuite la m~me formule de Taylor pour t '  
exponentielle e x = 1 + x + (x2/2)e ~ qui donne 

1 (~ (X s ) ( i )  ~-l(Mi'~ - 1) = ~ f VjVihj ( s ) -  ~(s)fgi(r)dr gi(r)dr 
jCN(i) 0 0 

+ ,Sijgi(s)) dWs(s) + ~N ~'~ 

Off N i'e est bom6e dans tous les  L p (car M i'~ est born6e dans tous les  LP). On 
conclut ~t l 'aide du th6or~me de convergence domin6e pour l 'int6grale stochas- 
tique et pour son crochet. [] 

Du Lemme 3.10 on d6duit 

(3.11) 

E O (D~F) = lim E 0 (~-I(Mi' ~ - 1 )F)  = EQ (lim ~-l(Mi '~ - 1 ) F) 

1 1 i 
= EQ (F ~ f (2D~ + bijgi(s)) dWj(s) 

\ yeN(i) 0 

Transformons (3.11 ), 

f -~Dg(Vjhj(X(s)) -~- (}ijgi(s) dWj(s) 
jEN(i) 0 

1 i 
=jE~N(i)(i(2Dg(~jhj(X(s)))-~-(~ij~i(s))dXj(S) 

~-~i(~Dg(~rjhj(Y(s)))~-(~ijgi(s))~jhj(X(s))  dS) 

i(11 1) ) 1 
= ~ D a f~Vjhj(X(s))dXj.(s) + ~ (Vjhj)2(X(s))ds + fgi(s)dXi(s). 

jcN(i) \0 ~ 0 

Rappelons que nous cherchons /l identifier une fonctionnelle Hi pour laquelle 
l'6galit6 (2.13) est v6rifide. Or nous venons de prouver que: 

EQ(D~F) 

= EQ FDgi ~ ( f~Vjh j (X(s ) )dXj ( s )+ -~fo(Vjhj)=(X(s))ds 

+EQ(Figi(s)dXi(s)  ) �9 

Hi devra donc satisfaire sous Q: 
(3.12) 

(i 1 1 1 /l / 2 ) 
jcN(i) 
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L'expression (3.12) n'est pas satisfaisante car elle contient une int6grale 
stochastique n'ayant pas de signification intrinsbque. Mais nous pouvons la 
transformer par la formule d'It6, apr~s avoir remarqu6 le fait suivant: 

Lemme 3.13 Soit hi le potentiel hamiltonien sur IR ~d ddfini en (3.2). 

Vi, j E 2g d ViVjhj = ViVjhi. 

Preuve. 

vivjhj = vi (vj~j + ~vj+j~) 

k 

Donc, dans (3.12), 

�9 1 1  

(3.14) D;jE~N(i) fo ~Vjhj(X(s))dXj(s) 

[] 

(3.16) 

qui, par la formule d'It6 appliqude /~ ghi, vaut: 

( ~  1 f..~l 1 ~ A j h i ( X ( s ) ) d s l  
jcN(i) /I 

L'6galit6 (3.12) devient alors 

D~fli(o)) =D~ hi(co(l)) - hi(o(O)) - f ~ Ajhi(og(s)) 
0 jCN(i) 

Nous continuons ~ transformer le membre de droite de (3.16) afin de faire 
apparaitre le g@6rateur infinit6simal A associ6 au syst6me. 

(3.17) 

11 
= D~ ~ f~Vjhi(X(s))dXA~), 
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1 = D~ (~Ah:(~o(s)) 

-~- jcN(i)2 (~'jhj((D(S))+jhi(oO(S))--~(+jhj)2(('+O(S))l) 

(, 
j+ () /] 

apr6s simplifications dries au Lemme 3.13. En combinant les expressions (3.16) 
et (3.17), nous choisissons pour/4/ la fonctionnelle d6finie par l'6galit6 (3.8), 
ce qui ach6ve la preuve de la Proposition 3.9. [] 

Pour terminer la preuve de la condition ndcessaire du Th6orbme 3.7 il nous 
suffit d'appliquer le Th6orbme 2.11. V6rifions que ses hypothbses sont bien 
satisfaites. 

Tout d'abord les Hi sont les potentiels hamiltoniens sur {i} associ6s fi une 
interaction q5 sur f2 donn6e par les 6galit6s ci-dessous: 

(3.t8) 

1 1 l ( 1  + ) 

0 
1 1 

o~j(co~, coj) = ~0ij(Ccoe, coj)(1)) - 50ejC(o~, coj)(0)) 

- + ~j)~jCCoi, o.~j)(s)) 

1 (vj4)j(coj(s))Vj4+jCCcol, coj)Cs)) 
4 

+ VidPi(coi(s))Vi4ij((coi, coj)(s))) 

,( @ 8 (Vi~)ij)2((Di'(Q])(S)) 

li( q)iflc(Oi, COj, COk) = --~ Vi4ij((Oi, O)j)(s))ViOi~((OOi, COk)(S)) 

+ V~4ik((coi, CO j)(s))Vk4jk((o~j, mk)(s)) 

+ Vj~b~j((co~, coj)(s))VjOj~((c% cok)(s))) ds. 

On remarquera que ce n'est plus une interaction par paires mais par triplets 
i.e. q~A --= 0 si card(A) > 3. Les hypotheses de L2-diff6rentiabilit6 et de mesura- 
bilit6 ainsi que (2.12) sont v6rifi6es. 

Ensuite e ~ n'est autre que la Q (resp. Qg) surmartingale exponentielle 
form6e h partir de ~Jfo" 1VjhidWj et prise au temps 1, donc EQy(e Hi) <= 1, 
ce qui entraine (2.14). Mais on peut appliquer ici le crit6re de Novikov (grace 
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~t la bornitude des coefficients et  au fait que la somme est finie), qui assure 
que e ~ est une martingale. 

Donc, pour tout y E ]Ree,mi(y) = logEQ[expHi/og(O) y] = O. 
De plus Hi est born6 donc d'apr~s (2.17), (2.13 ~) est satisfaite. 

Enfin sous eH~Q,X est une semi-martingale dont la d6composition s 'obt iem a 
partir de celle sous Q en y ajoutant la d6rive (7Vjhi)jE~a. Donc, sous e~V~Q, 
pour j + l .  

t 1 
x j ( t )  = x j (0 )  + + f- vj(h  - h j ) ( X ( s ) ) a s ,  

0 Z 

off Wj est un brownien ind6pendant de Xi et la d6rive est fonction uniquement 
de X/~ d'apr~s le Lemme 3.13. Ainsi sous Si (cf. 2.16), X/~ et Xi(0) sont 
ind@endantes d~s lors que X/~(0) et X/(0) le sont, ce qui est le cas puisque v 
est une ((p,/2)-mesure de Gibbs. [] 

Condition suffisante. 

Soit Q 6 ~ ( f2 )  une (4~ + (p o fie0,P~)-mesure de Gibbs. Montrons d 'abord le 

Lemme 3.19 Pour toute A E Y ,  Q est absolument continue par rapport h 

Preuve. C'est  6vident puisque Q = f Q(/OgAc )QAc(dOgA c ) 

et Q(/f~)AC ) << ( ( ~  ~zlsi) | g)O~A c . 
\ i c A  / 

[3 

En particulier, puisque pour i fix6 dans 77 d, le processus canonique des cor- 
donn6es du i ~me spin Xi est un mouvement  brownien sous ~ J  | Q{i}c, alors il 
existe un unique processus adapt6 fli tel que, sous Q, 
( X i ( t ) - X i ( O ) -  fofl i(s)ds) soit un mouvement  brownien W,.(t) partant de 
0. Puisque Hi est born6 ainsi que sa diff6rentielle, (2.12) est v6rifi6e et fii 
est Q int6grable. Pour identifier le drift fli, nous allons exhiber une condi- 

tion n~cessaire et suffisante pour que (X/(t) - X~.(O) - Jo fli(s) ds) soit une Q- 
martingale, quelque soit i E 2U (noter qu'alors fli sera bien la d6rive chercb6e, 
par unicit6 de la ddcomposition des semi-martingales continues). Cette propri6t~ 
de martingale est 6quivalente ~: 

VF~ E ~##1oc et ~s-mesurable  sur f2, 

E Q ( F s ( X i ( t ) - X i ( s ) - ~ f l i ( r ) d r )  

ou encore 

VO <_s <~ t <_ 1, 

z O ~  

1 t 4 
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D'aprbs le Th6or6me 2.11, puisque Q est gibbsienne, elle v6rifie l'6quation 
d'dquilibre (2.13). On peut donc transformer l'6quation pr6c6dente en: 

t 
F i . 

soit encore 

(3.20) 

i car DrFs = 0 pour r > s par localit~ temporelle de l'op~rateur diff6rentiel D. 
Calculons DiHi ~ partir de sa valeur donn6e en (3.16) (plus simple ici que 
sous la forme (3.8)). 

= D~>tl hi(X(1))- f ~ Ayhi(X(r))- (Vyhj)2(X(r)) dr 
0 j@N(i) 

= ~Vih~(X(1))(t - s) 

- f ~ ViAyhdX(r))- Vi(Vjhy)z(x(r) ( ( r - s ) a ( t - s ) ) d r .  
s jEN( i )  

Puisque sous Q les processus des cordonn6es (Xj)jc~d sont des semi-martin- 
gales browniennes de d~rives (fly), on peut transformer sous Q l'expression 
ci-dessus grSce aux formules d'It6 suivantes: 

f(X(1))(1 - s )  = f ~ fly(r)Vyf(X(r))+ ~ j f ( X( r ) )  ( r - s )dr  
s j e N ( i )  

1 

+ ff(X(r))dr + (M1 - Ms) 
s 

off Mt est une Q-martingale continue, et 

( 1A f (X(1)) ( t  - t )  = f  ~ flj(r)Vyf(X(r))+ 5 j f ( X( r ) )  ( r - t ) d r  
t jCN( i )  

1 

+ ff(X(r))dr + (M1 - Mr). 
t 

D'ofl, en prenant f = 1 ~Vihi et en soustrayant les deux 6galit~s ci-dessus, 

1 ~ (1 ) 
~Vihi(X(1))(t-s)-  f ~ ~AjVihi(X(r))((r-s)A(t-s))  dr 

s jCN(i )  

1 
= f ~ - ~ f l j ( r ) V j V i h i ( X ( r ) ) ( ( r  - s ) / k  ( t  - s))dr 

s jEN( i )  "~ 

t 1 
+ f~V&(X(r))dr + (M~ -Ms).  
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Donc, sous Q, 

D{ , H~(X) ]s, ] 
( 1 ) 

= f 2 -~VjVihi(X(r))  flj(r) + Vjh j (X(r ) )  ((r - s) A ( t .  s))  
s jcN(i) ~ 

t l  
+ f ~ V i h i ( X ( r ) ) d r  + (Mr - M s ) .  

dr 

Puisque M est une martingale sous Q, EQ(Fs(Mt - Ms)) = 0 et (3.20) devient: 

1 1  / 
--EQ ( f s f  ~ ~7j~{7ihi(X(F))(~j(F)Av ~Tjhj(X(r))  ( ( F - - S ) A ( t - - s ) ) d  

\ s jcN(i)z- \ 

Cette 6quation est satisfaite en particulier pour la suite de processus /~j = 
- � 8 9  )), qui, par cons6quent, est la suite de d6rives cherch6e. I1 
nous faut maintenant montrer que les mouvements browniens (Wj)j sont 
ind6pendants. Soit A u n e  partie finie de 2U. D'apr~s les calculs ci-dessus, QA 

est la loi de (Xj (0 )+  Wj. + fo" flJ(r)dr)jEA" Mais d'apr~s le Lemme 3.19 et 
le th6or~me de Girsanov, la loi de XA sous Q est la loi d'un vecteur brownien 
de dimension card A additionn6 d'une d6rive. Par unicit6 de la d6composition 
des semi-martingales, cela prouve que le vecteur (Wj)jeA est brownien et donc 
que ses coordonn6es sont ind6pendantes. 

La derni~re 6tape de la preuve consiste/l identifier la condition initiale v de 
Q comme mesure gibbsienne d'interaction (p. Ceci provient imm6diatement de 
la Proposition 2.5 et des remarques qui la suivent, une fois constat6, comme 
dans la condition n6c6ssaire, que expH/ est une Q martingale. [] 

Corollaire 3.21 Dans te cas fini-dimensionnel on peut compldter ta Remar- 
que 2.20 qui constatait qu'une loi Q E ~(C(0 ,  l )  d) satisfaisant rdquation 
(2.13) est une diffusion brownienne quelle que soit sa condition initiale. Si 
la fonctionnelle H (de (2.13)) est de Ia forme (3.8), on peut appliquer le 
Th~or~me 3.7 et l'on obtient une description explicite de la ddrive de Q. Ceci 
amdliore donc le Th~or~me 5 de [R - Z1], off une caractdrisation des mesures 
de Wiener fini-dimensionnelles avec ddrives dtait donnde, mais au sein d'une 
classe de lois plus petite que celle considdrde ici. 

Le Th6or~me 3.7 montre qu'il y a une bijection entre l 'ensemble des 
(#  + (p o #r de Gibbs sur g2 et l 'ensemble des ((p,#)-6tats de Gibbs 

sur IR ~ .  On en d6duit imm6diatement le r6sultat suivant, quand ces deux en- 
sembles se r6duisent ~ u n  616ment; 

Th6or~me 3.22 Pour les syst~mes gradients stochastiques (3.3), l'absence de 
transition de phases au temps 0 est dquivatente gt l'absence de transition de 
phases ylobale, au niveau des trajectoires. 
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L'objectif du paragraphe suivant sera de supprimer tout ou une partie des 
hypoth6ses (3.1) et (3.5). Pour &endre la preuve du Thdor6me 3.7, on volt 
qu'un certain hombre de problbmes techniques se posent: 
| montrer que la mesure Qi, ~ est absolument continue par rapport ~ Q, 
�9 justifier les calculus du Lemme 3.10, 
| montrer que e H~ est une Q martingale. 
Ce demier point est en fait le point crucial, non seulement pour des raisons 
techniques, mais aussi parce qu'il conditionne la r6versibilit6 du syst6me 
stochastique que nous &udierons au paragraphe 5. 

4 Lois de systemes gradients stochastiques comme mesures Gibbsiennes: 
cas general 

Nous reprenons les notations du paragraphe pr~c6dent, et allons 6tendre le 
Th6or6me 3.7. 

L'interaction q~ est maintenant g6n6rale, satisfaisant 

(4.1) qSi et 4ij de classe @ ,  

qSij sym&rique (~ij(Yi, y j ) =  dpij(yj, yi) Vyi, yj ~ N )  , 

et telle que le hamiltonien 

(4.2) hi(y) = (9i(yi) + H(oij(Yi, yj)  , 
J 

soit d6fini pour tout i E 7Z d et y ~ Ned. Elle n'est donc plus ni bom6e ni ~t 
port6e finie. Nous reprenons le syst6me gradient stochastique 

1 
(3.3) Vi E 2~ a, dXi(t) = dWi(t)  - ~Vih i (X( t ) )  dt, X(O)(~e) v ,  

pour lequel nous supposerons 
(4.3) le systkme (3.3) admet une unique solution en loi Q. et 0 satisfait (2.12). 
La premiere difficult6 est que les hamiltoniens Hi d6finis en (3.8) ne sont pas 
partout d~finis. Rappelons que sous Q 

Hi(co) = ~hi (co(1) ) -  hi(co(O)) - f -~ hi(cos)-4- 2 (~7jhi)2(co(s)) ds 
o j / 

11 1 1 
= ~f~(Vjhi)(co(s))jo ~ dWj(s) - ~ fo(Vjhi)2(co(s)) d s ,  

quantite qui vaut - ~  (Q p.s.) si 

1 

~ f  (Vjhi)2(co(s)) ds = + ~ ,  
jo 

d'apr6s (par exemple) le Lemme 12.45 de [Ja]. 
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Nous supposerons donc 

1 

(4.4) gi E ~d, ~ f (Vjhi )2(co(s) )ds  < +oo, Q p.s. 
j 0  

Par convention on pose alors Hi (i.e. q~i,q~ij, ebijk cf (3.18)) 6gal ~ 0 sur la 
r~union d6nombrable des n6gligeables d6finis par (4.4). 

Le potentiel Hi ainsi ddfini est alors Ggteaux-diff6rentiable (dans les direc- 
tions de l'espace de Cameron-Martin) le long de Q presque toutes les trajec- 
toires. 

Consid6rons ensuite tree ( ~ +  ~0 o pro, P")-mesure de Gibbs Q~ (~  6tant 
donn6e par (3.18)), pour laquelle on suppose que Q'o pro est une (~0,#)- 
mesure de Gibbs v, et qui satisfait (2.12). Les calculs de la seconde partie 
montrent alors que EQ,[eHi/o~(O)] est Q' p.s. constant. Le cas le plus simple 
est bien stir celui off cette constante vaut 1. 

Pour 6tudier Q la loi de (3.3) en termes gibbsiens, la premiere chose /t 
faire est done d'6tudier quand e ~i est une martingale. 

Proposition 4.5 On suppose que pour tout i E 2U le systOme stochastique 

1 
(4.6) Vj E 7Z d, dXj(t) = d W j ( t ) -  ~Vj(hj  - h~)(X(t))dt, X(O)(~)v, 

admet une solution Qi vdrifiant 

1 

(4.7) ~fIV. ih i (X( t ) ) lZdt  < oo Qip.s. 
j o  

alors, si (4.3) est vOrifid e Hi est une Q martingale et Qi = e~i Q. 

Si de plus Qi est l'unique solution de (4.6) et si (4.4) est satisfaite, Q et Qi 
sont kquivalentes. 

Preuve. I1 suffit d'appliquer les Th6or~mes 12.57 et 12.73 de [Ja]. 

On pourrait ainsi directement appliquer la fin de la preuve de la condi- 
tion n6cessaire du Th6orbme 3.7, d6s lors que Q satisfait (2.13~), et que les 
hy-pothbses pr6c6dentes song 6galement satisfaites. 
Mais plfitot que de v6rifier que la Proposition 3.9 est encore valable, on peut 
tout comme dans [De2], eonstater que le systbme (4.6) d~couple les dynamiques 
du spin i et de l'ensemble des autres. En particulier si la condition initiale est 
d6terministe 6gale 1t y, Qi _= pyi @ T i off T i est une probabilit6 sur o~/c. Si Q 
et Qi sont 6quivalentes, on en ddduit imm6diatement que Q est une (q),Py)- 
mesure de Gibbs. On remarque en particulier que e -/ti est int6grable pour 
pyi | 6~c pour Qi (donc Q) presque tout coic, ear il l'est sous Qi. On peut 
ensuite appliquer la Proposition 2.6 pour obtenir 

Th~or~me 4.8 On suppose que (4.3),(4.4) et (4.7) sont satisfaites et que Q~ 
(ddfini par (4.6)) et Q sont dquivalentes pour tout i. Si Ia loi initiale v est 
une (q),#)-mesure de Gibbs, Q est une (cb4-cpopro,P~)-mesure de Gibbs 
pour l'interaetion eb dderite en (3.18). 
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Th6or6me 4.9 Soit Q une (q~ + (p o pro, W)-mesure de Gibbs. Si Q satisfait 

(2.12), EQ(f 1 IDittil dr) < +oc, et 

(4.10) EQ ~ f l v ;V ih i (X ( t ) ) [2  dt < oc 
\ j o  

alors Q est une solution de (3.3). Si de plus e Hi est une Q martingale pour 
tout L Q o pro est une (p ,#)  mesure de Gibbs. Cette derni&e condition est 
satisfaite si pour v presque toute condition initiale y, il existe une unique 
solution 3 (3.3) et gz (4.6) partant de y et vdrifiant (4.4) et (4.7). 

Preuve. I1 suffit de reprendre mot ~t mot la preuve de la condition suffisante 
du Th6orbme 3.7. I1 faut en effet noter que les hypoth6ses Gibbs entrainent 
par d6finition que Hi est Q p.s. fini. L'hypoth6se (4.10) est elle suffisante pour 
assurer que la martingale locale Mt qui apparait en appliquant la formule d'Ito 

Vih i est une vraie martingale. [] 

Exemples 

4.11 Interactions gt portke finie 

Soit v port6e par 5~(Zd). 
Supposons que (3.3) et (4.6) ont une unique solution en loi. Puisque •jh i est  

continu et que les sommes qui apparaissent sont finies, les hypoth6ses (4.4) 
et (4.7) sont toujours v&ifi4es. La solution du syst~me (3.3) est donc une 
(~b, PU)-mesure de Gibbs. 

Tout ceci est v6rifi6 sous les hypoth6ses [C ~] de Shiga et Shimizu 

~) ~ K E >  O, suplqSi(O)l < K  et ~b I' > - K  
i E Z  d 

fi) Vi E 2g d, qS~ est /L croissance au plus polynomiale de degr6fi 

(4.12) T)sup]_@-~bq(0,0) < + e c ,  
iC~  d L uxi 

~2 02 
c~) sup d?ij < ec, q5 v > off > 0 

i,jc~d ~ ~x~ = - q i j ,  qq = , 

cf. ([S-S] Th6or6me 4.2, 6galement [D-R] Th6or6me 3.3) off l'existence et 
l'unicit6 forte pour (3.3) sont d4montr6es, mais qui foumit 6galement existence 
et unicit6 forte pour Qi, puisqu'il suffit alors de remplacer qSi et q~ij par 0. 
Pour la r4ciproque, il nous faut 6tudier 

| le caractbre L2(p ~) de Hi et DiHi, 

(4.13) �9 le fait que EQ (i[D~Hi, dr )  < +ec , 

�9 la condition (4.10). 
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Ceci n6cessite des contr61es sur les d6riv6es troisi~mes des qSi et qSij. 
L'hypothbse la plus simple, m~me si elle n'est pas optimale, est d'imposer un 
contrSle polynomial 
(4.14) pour tout (i , j)  il existe Ci, Cij, f l i e t  fiij tels que 

~) IO;"(x~)l -<_ c~(1 + Ix~l ~,) 

~3 ~)ij(Xi,Xj) < Cij(1 + [Nil/*~j + Ixjl~*J), 

a, b, c 6tant indiff6remmem 6gaux ~ i ou j .  

En effet, d'aprbs la remarque qui suit la Proposition 3.4, Q, Qi et P~ v6rifient 
(3.6) que nous rappelons 

(3.6) sup E(l~(t)12~)e E y ( g d ) .  
0_<t_<l 

Comme les interactions et leurs d6riv6es sont ~ croissance au plus polynomiale, 
(4.13) est v6rifi6. On a donc obtenu 

Th6or~me 4.15 On suppose que l'interaetion est fi portde finie, que v e s t  
une (cp,#)-mesure de Gibbs portOe par 5r et que (4.12) et (4.14) sont 
satisfaites. Alors iI y a identitd entre (~  + ~o o pro,PU)-mesure de Gibbs et 
solution du systOme gradient stochastique (3.3). De plus, Q est l'unique (~  + 
~o o pro, P~)-mesure de Gibbs si et seulement s i v  est runique (q~,#)-mesure 
de Gibbs (tempkrOe). 

4.16 Interactions gt portke infinie 

I1 nous faut raffiner les hypotheses pour prendre en compte le caract6re 
infini des sommes qui apparaissent. On peut reprendre les hypothbses [C ~] de 
Shiga-Shimizu (ou celles de [L-R]) dans le contexte ~t portde infinie 

~) ~K c > 0, sup Ir ~ K et r > - K  
icTZd 

(4.17) ~) sup ~ ~xir o) 
iE~ d j 

~2 
< oc, ~..2@J > -qij  o~a sup ~-]~qij < oc,  c,x~ icTld j 

~2 
7) sup ~b/j < ci_j, off (cn)nced ~ y ( ~ d )  

i, jC2~ d ~ 

en y ajoutant 
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(4.18) pour tout ( i , j )  il existe Ci, Cij et/~i tels que 

c 0 I~bl"(x,)[ < C,(1 + Ix;I 
63 

13) 3xa~xbOxc~j(x~,xj) <= C~j(1 + [xil'< + Ixj[/~i), a, b, c 6rant 

indiff6remment 6gaux ~ i ou j ,  

~) (Gj)jc~d ~ 5~(TZa) �9 

Alors (4.18) entraine la condition de convergence uniforme sur les compacts 
(4.31) de [S-S] pour tousles  y E 5Pl(;gd), et de plus, grace fl (3.6) encore 
valable ici, les conditions (4.3),(4.4),(4.7),(4.10) et (4.13) sont satisfaites. 
On a donc 

Th6or~me 4.19 Les conclusions du ThdorOme 4.15. sont encore vraies pour 
une interaction gt p o r t &  infinie, si on remplace (4.12) et (4.14) par (4.17) et 
(4.18). 

L'exemple de base que nous avons en tSte est, bien stir, celui de l'interaction 
ferromagn6tique, 

(4.20) e) q~i est un polyn6me de degr6 pair, positif fi l'infini, 

13) : J jx xj, sup  lJ :l < o o .  
iC~  d j 

D'apr6s [L-R], il existe une unique solution ~ (3.3) et (4.6). 

Les conditions (4.17) et (4.18) sont satisfaites si [Jij] < ci_j off c~ est /~ 
d&roissance rapide. On peut n6anmoins am61iorer dans ce cas ces conditions, 
en remplagant le couple (5 ~, 5 p') par (LZ(2),L2@)) pour une suite ~ conven- 
able (cf. [L-R]) et montrer que (4.3),(4.4),(4.7),(4.10) et (4.13) sont encore 
satisfaites. 

Ceci peut du reste 8tre fait de fa~on plus g6n6rale, mais nous ne voulons 
par ces exemples qu'illustrer notre propos. 

Enfin le crit6re d'absence de transition de phases que nous obtenons 6tend 
celui de [De3], sans (ou presque) d'hypoth6ses sur la grandeur de l'interaction 
~b (contrairement fl [De3] o~ les interactions doivent 8tre suffisamment pe- 
rites pour assurer que le critSre de Dobrushin est satisfait). En revanche 
ce critSre n'est pas quantitatif, et ne pennet pas de retrouver les propri6t6s 
d'hypercontractivit6 du semi-groupe que donne Deuschel. 

5 Mesures de Gibbs sur les trajectoires et diffusions Browniennes. 
Applications au retournement du temps et reversibilite 

Pour commencer nous donnons une description des mesures de Gibbs sur f2 
associ6es /~ des potentiels H suppos6s seulement r6guliers (et non de la forme 
sp6ciale (3.8)): ce sont des diffusions browniennes dont la d&ive est explicit6e. 
Darts le th6or+me qui suit l'interaction (best  quelconque et non plus donn6e 
par (3.18). 
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Th6or~me 5.1 Soit Q E ~(f2) une (~,P~)-mesure de Gibbs (de potentiel 
hamiltonien notd H ~) satisfaisant aux hypothkses du Thdorkme 2.11 ainsi 
que (2.12) et Eo( f l  [DiHi~l dr) < +c~. Alors Q est solution du systkme 
stochastique suivant: 

(5.2) Vi E ~d, dXi(t) = dWi(t) + fli(t) dt , 

o~t (Wi)i est une famille de mouvements browniens ind4pendants et  (fli)i est 
une suite de d4rives adaptdes qui vdrifient: 

(5.3) Vi E T/d, fii(t) = -EQ(D~Hi~/~) Q-p.s. pour presque tout t .  

Preuve. On suit la d6marche de la preuve de la condition suffisante du 
Th6orbme 3.7. D'aprbs le Lemme 3.19, puisque Q est une Ub, P~)-mesure de 
Gibbs, Q est absolument continue par rapport ~ ~,i | Q{iF, donc X,- - Xi(0) est 
6gal sous Q/~ un mouvement brownien W/ avec d6rive fii adapt6e. On montre 
comme avant que d'une part les (Wi)i sont ind@endants, et que d'autre part 
les d6rives fli sont caract6ris6es comme les solutions adapt6es de l'6quation 
(3.20): 

V0 < s < t < 1, F~ E ~g/'1oo(O) ~-mesurable, 

Eo (F~!(fii(r) + D,Hi~) dr) = 0 .  

Ceci entraine que pour presque tout r -> s e t  tout F~ d'une partie dknombrable 
dense de ~#Floc(O, ~ )  

(5.4) EQ(Fs (fii(r ) + Di IIi~) ) = O . 

On en d6duit qu'il existe un Lebesgue n6gligeable Y ,  tel que pour tout r ~ Y ,  

tout s E Q, tout n E N, toute f d'une partie d6nombrable dense de cg0(lRn2) 
(fonctions continues /t support compact) et tous ( t l t , . . . , t ln , . . . , t~b. . . , t~,)  
rationnels 

(5.5) EQ(ls<r(fli(r) +DirHiq~)f(Col(tll As),...,Ogn(tnn As)))  = 0.  

Grace/t nos hypothbses on peut appliquer le th6orSme de convergence domin6e 
en faisant tendre s vers r, et obtenir finalement 

fli(r) = -EQ(DirHi~/~r) Q-p.s. pour presque tout r .  [] 

Remarques 5.6. 1) Dans [F-W] Theorem 2.4, les auteurs introduisent une con- 
dition "d'entropie locale finie" sous laquelle les probabiliti6s Q de ~ (Q )  sont 
solutions de systbmes diff6rentiels stochastiques. Cette condition est d'une autre 
nature que les n6tres. D'une part, le probl6me de la condition initiale n'apparait 
pas dans [F-W] (le conditionnement par "l'ext6rieur" inclut la totalit6 de X(0)), 
d'autre part la condition d'entropie finie signifie que Hi e + log Z~ est Q- 
int6grable, tandis que nous exigeons de notre potentiel essentiellement de la 
r6gularit6 (diff6rentiabilit6 et int6grabilit6 de la diff6rentielle). 

2) Si dans [F-W] on choisit la condition initiale pseudo-Gibbs, alors Q est 
elle-m6me pseudo-Gibbs et les auteurs explicitent darts leurs formules (2.16) 
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(2.18) la P" modification correspondante sous forme de martingale expo- 
nentielle. I1 faut lg encore noter que leur description diff~re de celle que nous 
avons donnd au paragraphe 4, mais le lecteur pourra v6rifier sans peine que tes 
diff6rentielles des hamiltoniens (3.8) ou de [F-W] coincident d~s lors qu'elles 
existent. On petit du reste remarquer que si on remplace (4.4) par l'hypoth~se 

plus forte EQ[~j f2(Vjhi)2(co(s)) ds] < oc, Q est d'entropie relative finie par 
rapport /~ Qi, e t  que cette hypoth~se est v6rifi~e dans tousles  exemples que 
nous avons cit6s. 

3) Nous pourrions nous int6resser A une r6ciproque de (5.1), A savoir, quand 
la loi de la solution d'un syst~me stochastique infini (non gradient) est-elle une 
mesure de Gibbs ? D'apr6s ce qui pr6c6de, on doit avoir 

~i(s) = -EQ(D~Hi~/~)  Q-p.s. pour presque tout s ,  

pour un certain hamiltonien H/~. Mais la d6marche du Th6orbme 3.7 ou du 
Thdorbme 4.8 n'est pas adaptable: l'expression similaire A. (3.12) ne peut se 
transformer en une expression intrins6que si la d~rive n'est pas de type gradient. 

La Proposition suivante foumit une autre raison pour ne pas aller plus avant 
dans la g6n6ralit6. Les dynamiques int6ressantes du point de vue physique sont 
celles qui sont r6versibles. Mais alors la d6rive fl a une fomae bien particulibre. 

Proposition 5.7 Soit Q c ~ (  (2) une ( ~,P~) mesure de Gibbs satisfaisant aux 
hypothbses du Thdorbme 5.1. Si Q est la loi d'un processus rdversibIe alors la 

condition initiale v est une (0,  dy)-mesure de Gibbs sur IR ~d dont le potentiel 
hamiltonien h ~ satisfait 

,p 
(5.8) Vi E 2U, Vih i (y)  : 2EQ(D~Hg/X(s ) = y), v p.s., pour p.s. tout s .  

De plus, pour tout i E 2U, la ddrive 13i du processus des coordonndes du i ~me 
spin a ses projections sur ~(X(s)) stationnaires, i.e., 

1 ,p 
(5.8') Q p.s. pour presque tout s, EQ(~i(s)/X(s)) = - ~ V i h  i (X(s ) ) .  

Preuve. D'apr~s le Th6or~me 2.11, Q satisfait l'6quation d'6quilibre (2.13). 
En particulier pour des fonctions tests de la forme F(oJ) = f(c~(t)), A-locale 
( f  E ~I(IRIAI) a. support compact) et 9i = l[s,t], on a 

(5.9) EQ(f (X( t ) ) (Xi ( t  ) - X/(s))) = (t - s )EQ(Vi f (X( t ) ) )  

De m6me pour F(co) = f(co(s)) on obtient 

(5.10) 

Par r6versibilit6 de la dynamique, les deux membres de gauche dans (5.9) et 
(5.10) sont oppos6s, donc 

1 E  ((f(X(t))+f(X(s)))D~c.>,iHi~). (5.11) EQ( Vi f (X ) ( t ) ) )  = ~ s  Q 
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Mais Q est stationnaire, donc le membre de gauche de (5.11) ne d6pend pas 
de t et vaut f V i f  dr. Nous raisons maintenant tendre t vers s. D'apr6s [F62] 
proposition 2.5, ~ D  i / /~  converge Q p.s. et dans LI(Q) vers D~H/e pour 

t - - s  l[s,t ] i 
presque tout s. Le membre de droite de (5.11) converge done pour presque 
tout s vers 

(5.i2) EQ(Z f(X(s))D~Hi~) . 

En appliquant tout ce qui pr6cbde et le Th6orbme 5.1, on obtient que pour 
presque tout s 

(5.13) 
EQ(2 f (X(s) )D'~Hi ~) = EQ(2 f (X(s) )EQ(D~,Hi*/X(s) ) ) , 

= f2f(y)EQ(D~II,~/X(s) = y) v(dy) ,  

= f V i f ( y )  v(dy) ,  

= -EQ(2 f (X(s ) )  fl~), 

= - f2 f (Y )Eo( f l i ( s ) /X ( s  ) = y)  v(a'y), V i E 7Zfl . 

En utilisant une fois encore un argument de sdparabilit6, on en d6duit que 
pour presque tout s, EQ(D~Hi~/X(s) = y) = -EQ(~i(s)/X(s) = y)  ne d6pend 
pas de s. Comme ces fonctions sont v p.s. gradients (dans la direction i) de leur 

primitive h~, on peut appliquer la Proposition 2.7 qui identifiev' comme mesure 
de Gibbs, en remarquant que la preuve de cette proposition se g6n6ralise au cas 
Ol~l ~ i h  i existe v presque partout et est dans Ll(v), ce qui entraine le r6sultat 
souhait& [] 

Remarque 5.14 Dans la preuve pr6c6dente il suffit que Q satisfasse l'6quation 
d'6quilibre (2.13), condition plus faible que d'etre Gibbsierme. 

On trouve dans [D-M, pp. 165-182] une 6tude d6taill6e de l'6galite Q p.s. 
pour presque tout temps de deux processus, propri6t6 que ces auteurs nom- 
ment presque-6quivalence (ou presque-modification) et qui conduit fi l'6tude 
des pseudo-trajectoires. Ce cadre est certainement le bon pour l'6tude des dif- 
fusions (infini-dimensionnelles) non markoviennes. 

Dans le cas markovien, la Proposition 5.7 montre qu'une diffusion ne peut 
~tre r6versible que si c'est la loi d'un syst6me gradient stochastique et si la 
mesure initiale est une mesure de Gibbs bien choisie. I1 reste g voir si dans ce 
cas Q est effectivement r6versible. 

L'6tude de la r6versibilit6 du syst6me gradient stochastique (3.3) a d6j/t 
6t6 faite dans [D-R], Th6or6me 4.10, par un passage g la limite /t partir de 
la dimension finie. Notre approche est diff6rente et tr~s simple: nous utilisons 
le hamiltonien H pour y lire directement la structure de la loi du processus 
retourn& 

Th~or~me 5.15 Soit Q la solution supposde unique de (3.3). On suppose que 
(4.6) admet une unique solution Qi, que (4.3), (4.4), (4.7), (4.10) sont v4rifi4es 

et que EQ(fd IDi~Hi] dr) < +oo o~t Hi est le hamiltonien ddfini en (3.8). 
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dlors v e s t  Mversible pour le syst~me (3.3) (i.e. les processus X(1 - t) et 
X(t) ,  t C [0, 1], ont rndme Ioi) si et seulement s i v  est une (0, dy)-mesure de 

Gibbs sur IR ~ .  

Preuve. S i v  est une (q~,dy)-mesure de Gibbs, d'apr6s le Th~or6me 4.8, la 

loi Q solution de (3.3) avec X ( 0 ) ( f ) v  est une (~,PdY)-mesure de Gibbs sur 

C(0, 1)ea associ6e au potentiel r d 'hamiltonien H donn4 par 

~q~(~) = H~(o~) + h~(co(O)) 
1 1 

= ~ hi(co(l)) + ~ hi(oJ(O)) 

- f Ahi(~(s)) + ~ (Vjhj)2(co(~)) 
o j 

ds.  

~r est clairement invariant par retoumement  du temps. La loi_Q du proces- 
sus retourn8 est donc une mesure de Gibbs de hamiltonien H par rapport /t 
la mesure de r&6rence pdy retourn6e. Mais celle-ci est aussi invariante par 
retournement du temps. Doric Q -  est une ($ ,Pdy)-mesure  de Gibbs, comme 
Q. D'aprSs le Th6or6me 4.9, c 'est  la loi solution du m6me syst~me (3.3) avec 
pour loi initiale vl, off Vl est la loi de X(1 )  sous Q. Montrons que v = vl. 
X(1 /2 )  a m~me loi vl/2 sous Q et sous Q - .  Mais Q (resp. Q - )  ~tant markovi- 
enne, vl (resp. v) est la loi au temps 1/2 de la solution de (3.3) issue de vl/2. 
Doric v = vl et l'4galit6 Q = Q -  provient alors de l'unicit6 en loi des solutions 
de (3.3). 

R6ciproquement soit v une mesure r~versible. Pour v presque tout y, Q)' 
est une (q~,Py)-mesure de Gibbs d'apr6s le Th6or~me 4.8. Donc Qy satisfait 
l 'Squation d'6quilibre (2.13) (Th6or8me 2.11), ce qui entraine que Q satisfait 
8galement (2.13). D'apr~s la remarque 5.14, on en conclut que v e s t  Gibbs 
associ6e ~t une interaction donn~e par (5.8). Un calcul que nous avons d~j~ fait 
montre que cette interaction n 'es t  autre que 4~. H 

On peut aUer plus loin en ddcrivant complbtement le retournement du temps 
dans le cas non stationnaire. Pour simplifier la discussion qui suit nous nous 
contenterons de regarder le cas off # est la mesure de Lebesgue. 

(5.16) On note R l 'op&ateur  de retournement co --+ R(o)) off R(oo)(t) = co(1 - t). 
Soit Q une (q~,PdY)-mesure de Gibbs satisfaisant les hypoth6ses du Th6or~me 
5.1, Q -  = Q o R-1 la mesure image de Q par R. 

I1 est immediat  que Q -  est une ((b o R, PdY)-mesure de Gibbs. Donc si H e e R 
est L 2 diff6rentiable, Q -  est solution d 'un syst~me 

(5.17) 

Vi ~ 2~ d, dX~(t) = dWi(t) + f lF( t )d t ,  

avec fiT(t) = -EQ (D~(Hi ~ o R) /~t ) ,  Q-p.s. pour presque tout t .  
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Reprenons alors l '6quation (5.9) 

EQ ( f (X( t ) ) (Xi( t )  - Xi(s)))  = (t - S)EQ ( V i f  (X ( t ) ) )  

(5.9) 

qui donne 

EQ- ( f ( X ( 1  - t))(X/(1 - t) - X/(1 - s) ) ) = (t - S)EQ ( V i f  (X( t )  ) ) 

On peut diviser par  t - s  et faire tendre s vers t, ce qui donne pour presque 
tout t 

(5.18) 
- E Q - ( f ( X ( 1  - t ) ) f lT(1  - t ) )  = Eo(~Ti f (X( t ) ) )  + E Q ( f ( X ( t ) )  fli(t)) , 

soit encore 

(5.19) - E Q ( ~ i f ( X ( t ) ) )  : EQ( f (X( t ) )E~[ ( f l~ (1  - t)) o R + fl i(t)/X(t)]) . 

Donc, pour presque tout t, vt, la Q loi de X( t ) ,  est une (~o(t),dy) mesure 
de Gibbs, pour un cp(t) convenable, par  un argument similaire fi ceux de la 
Proposit ion 5.7, et ses densit6s conditionnelles p~(xi/xic) v6rifient 

(5.20) ~iiP~(Xi/Xie ) =EQ[(]? / - (1  - t ) ) o R + f l i ( t ) / X ( t ) = x ]  Q p.s. 

En dimension finie, on retrouve le r6sultat de dualit6 de Kolmogorov (cf. 
6galement [F62]). En dimension infinie on retrouve ainsi une partie des r6sultats 
de [F-W] (cf. [M-N-S] pour des r6sultats plus g6n~raux dans le cas markovien),  
I1 est 6galement possible d '6tendre ces r6sultats au cas off/~ n 'es t  plus la mesure 
de Lebesgue, la mesure retoum~e ( P ~ ) -  6tant alors un pont brownien. Darts 
ce cas (5.20) est inchang6, mais la description du drift backward dans (5.17) 
doit ~tre modifi6e. 
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