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Summary. We establish a one-to-one correspondence between the laws of
smooth infinite dimensional brownian diffusions and the Gibbs states on
the path space Q2 = C(0, 1)Zd. Applications to phase transition, time reversal
and reversible measures are then discussed. The main tool is a characterization
of Gibbs states via an infinite dimensional version of the Malliavin calculus
integration by parts formula.

Résumé. Nous montrons qu’il y a correspondance biunivoque entre les lois de
diffusions browniennes infini-dimensionnelles et les états de Gibbs sur I’espace

des trajectoires £ = C(0, I)Zd. Ce résultat est ensuite appliqué aux problémes
de transition de phases, du retournement du temps et a I’étude des mesures
réversibles. Le principal outil est une caractérisation des états de Gibbs par
une version infini-dimensionnelle de la formule d’intégration par parties du
calcul de Malliavin.
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1 Introduction

En 1966, Dobrushin pose le probléme d’obtenir une description compléte des

. d P . . T
champs de Gibbs sur R?" associés & une interaction quelconque, & 'aide de
champs gaussiens. :

Il le résoud pour des interactions de type quadratique en 1979-80 (ainsi
que Kiinsch, indépendamment) de la fagon suivante: tout champ gaussien sta-
. . d . - . . v .
tionnaire sur RZ" s’interpréte comme un champ gibbsien associé a une certaine

interaction quadratique, et réciproquement, les champs gibbsiens sur RZ
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associés 4 ces interactions sont des convolutions de champs gaussiens station-
naires avec d’autres champs (cf. [Do]).
Dans ce travail nous reprenons la problématique de Dobrushin mais pour

des champs de Gibbs sur I’espace produit des trajectoires C(0, I)Zd.
Plus précisément, considérons tout d’abord le systéme gradient stochastique

suivant dans lRZd
() VieZlre[0,1], dX(r)=dWin) ~ iVi(X(0)d1, X(0)'Z

< - . . , d
ou & = (A;);cze est un potentiel hamiltonien donné sur RZ", v est une proba-
bilité sur ce méme espace et (W;);czs est une famille de mouvements brown-
iens indépendants. Nous montrons que le systéme (x), défini par la fonction A

, s . . d . .
représentant 1’interaction entre les spins de IRZ" 3 chaque instant ¢ et qui part

au temps 0 d’un état gibbsien quelconque v de hamiltonien 7, crée au cours de
sa vie une interaction globale entre ses trajectoires de telle sorte que sa loi

est un état de Gibbs sur C(0, 1)Z pour une certaine interaction &. Le hamil-
tonien associé a @ s’écrit comme la somme du hamiltonien initial (X (0)) et
de H = (H;);cga donné par

(+*) H(X) = 3hi(X (1)) — 1hi(X(0))

1
*f( A(X (@) + 2 (Vh)(X(l))) dt
Y Jezd
(A est le générateur infinitésimal associé au systéme ()).

C’est Deuschel [Del] qui le premier a reconnu la nature gibbsienne de la
loi du systéme (*). Nous généralisons ici (Théorémes 3.7 et 4.8) ses résultats
en considérant des interactions non bornées (et de gradients non botnés)
a portée infinie, et en présentons des démonstrations tout a fait différentes.
D’autre part, nous démontrons que, réciproquement, tout champ de Gibbs QO

sur C(0, I)Zd dont le hamiltonien A a la forme (), est la loi d’un systéme
gradient stochastique donné par (*) (Théorémes 3.7 et 4.9). Cela signifie
que @ réalise typiquement ’évolution a travers le temps d’une configura-
tion de spins distribués initialement suivant la projection au temps 0 de Q
et placés sous I’action de la dynamique induite par le générateur infinitésimal

A. 11 y a donc correspondance biunivoque entre les états de Gibbs sur R”
et certains états de Gibbs sur C(0, I)Zd. Ce résultat résoud le probléme de

1’unicité des états de Gibbs sur C(0, I)Zd pour certains potentiels (Théoréme
3.22).

Voici une bréve description du contenu de ce travail.

Dans la seconde partie nous étudions de fagon générale les mesures de
Gibbs sur 1’espace des phases et sur 1’espace des trajectoires. Pour ce dernier
une difficulté nouvelle apparait: il faut contréler 1’influence de 1’interaction en-
tre les trajectoires sur la loi initiale. Nous montrons (Proposition 2.5) comment
la propriété de Gibbs se projette au temps 0, puis (Proposition 2.6) comment

elle se recompose (i.e. un mélange gibbsien de mesures de Gibbs sur C(0, I)Zd
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est il gibbsien ?). Nous étendons ensuite (Théoréme 2.11) la caractérisation

variationnelle récente ([R-Z21]) des mesures de Gibbs sur C(0, I)Zd par une
condition d’équilibre (équation (2.13)) qui est ’analogue infini-dimensionnel
de la “formule d’intégration par parties” du calcul des variations stochastiques.
Cette équation d’equilibre, associée aux techniques classiques du calcul stochas-
tique, semble offrir une méthode riche pour 1’analyse des problémes évoqués
dans ce travail.

Les troisiéme et quatriéme parties sont consacrées a la caractérisation des
lois des systemes (*) comme mesures de Gibbs. La troisiéme partie traite
du cas d’interactions bornées a portée finie afin de limiter les difficultés tech-
niques et de présenter la méthode. Dans la quatriéme partie nous étendons les
résultats précédents & de larges classes d’interactions usuelles en Mécanique
Statistique.

Enfin dans la cinquieme partie nous étudions la nature stochastique des

états de Gibbs sur C(0, I)Zd associés a des potentiels H supposés seulement
réguliers (et non de la forme spéciale (+x)): ce sont des diffusions browniennes
infini-dimensionnelles dont la dérive est explicitée en fonction du hamiltonien
(Théoreme 5.1). On peut alors caractériser les états réversibles comme solutions
de (*) pour une loi initiale bien choisie (Proposition 5.7 et Théoréme 5.15).
Rappelons que depuis le travail pionnier de Glauber [G1], les systémes (*) ont
été introduit afin d’étudier leurs mesures réversibles. Nous concluons par une
bréve discussion du probléme général du retournement du temps (cf. [F-W] et
[M-N-S]).

La caractérisation de diffusions en tant que mesures gibbsiennes offre une
nouvelle approche pour 1’¢tude des propriétés limites de tels systémes. Deux
d’entre nous 1’ont dé¢ja utilisée de facon fructueuse pour analyser les grandes
déviations spatiales de systemes gradients stochastiques [R-Z3]. Nous pen-
sons qu’elle permet ¢galement d’étudier les mesures invariantes (et non plus
réversibles) de (). Il est en effet conjecturé depuis longtemps que celles ci
sont les mesures de Gibbs associées a /. Cette conjecture n’a été prouvée que
pour d =1 ou 2 a ce jour (cf. [Fr] ou [H-S}).

Enfin bien que nous travaillions ici sur R, 1’ensemble des résultats présentés
ici se transporte sans difficultés majeures au cas d’une variété riemanienne
compacte ou non.

Notations

Pour alléger la tiche du lecteur, nous avons conservé le plus possible les no-
tations introduites dans [R-Z2].

Les espaces d’états, leurs probabilités et leurs projections

— 79 est Iespace des sites dont 1’élément générique sera noté i.

— X, D’espace d’état, (1’espace des spins de la mécanique statistique), est
mesurable. Ce sera tour a tour R ou 1’espace polonais C(0,1) des fonctions
continues sur [0, 1] a valeurs réelles muni de sa filtration canonique.
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. d . . . . .
— L’espace produit X2 est muni de sa filtration canonique (), ou A décrit
I’ensemble & des parties finies de Z?. #, est engendrée par les projections
spatiales canoniques (/7;)icq4 OU:

ﬁfzi:XZdﬁX,

X —X;.

(1.1)
Plus généralement, nous noterons 4z, la projection canonique spatiale suivante

2 A
(1.2) fry X* - X7,
X —xg = (%i)iea.
Pour £ € X" et € X, nous noterons simplement & la configuration de X2°
qui coincide avec & sur A et avec y sur A°. Par exemple x = xx .

— On notera £ 1’espace produit C(0, 1)Zd. On peut y définir une autre famille
de projections canoniques, a savoir les projections temporelles 44, £ € [0,1],
par:

d

(13) Q= R
w — ().

Pour simplifier, on utilisera la méme notation 42, pour la projection au temps
t de C(0,1) sur R qui & w; associe wi(t), ainsi que %; pour la filtration
correspondante.
— M(X) [resp. #(X)] est I’ensemble des mesures positives [resp. probabilités]
sur X. '
— Si g = (}i);cge st une suite de mesures positives o-finies sur R, on notera
n# la mesure de Wiener sur C(0,1) de condition initiale y; (i.e. satisfaisant
7 o ﬁfzo_l = ;). Quand p; est la mesure de Dirac §,, ou y; € IR, on notera
simplement 7%, On a donc

(1.4) = [ p(dy;).

On note P¥ la mesure suivante sur £2:

(1.5) Pt = Q 7k,
iezd

et, par suite,
P = ® i
iczd
Plus généralement, si Q € Z(Q) et y € RZ,
(1.6) Q7 = Q( /pry = ).

-SiQe (X)), on note Q4 la mesure sur X image de Q par %

(1.7 Q4= Qo puy'.
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Les espaces de fonctionnelles

A dimension finie
Les mesures de référence seront les m#.
Wb2(C(0,1)) est ’ensemble des fonctionnelles F de L2(C(0,1)) qui sont L>-
différentiables au sens suivant (cf. [F61]):

il existe (DF(®)o<:<1,wecq,y dans L2((0, 1) x C(0,1)) tel que pour tout
g € L*(0, 1) on ait I’égalité suivante dans L*(C(0,1))

(1.8) DyF(w) = liII(l) ¢! (F(a) + sjg(t) dt) —F(w))
= 0

= flg(f)DtF(w) dt,
0

la limite étant prise au sens fort. W' >°(C(0,1)) est le sous-ensemble de
W2(C(0,1)) formé des fonctionnelles bornées F pour lesquelles

(DiF (@), € L(C0,1);27(0, 1)) .

Ces espaces sont engendrés par #(C(0,1)), ’ensemble des fonctionnelles
régulicres de la forme F(w) = ¢p(w(t1),...,w(t;)) od ¢ est de classe ¥ &
support compact et 0 = 4 < ... <, < 1.

Pour ces fonctionnelles, la L?-différentielle n’est autre que la Géteaux
différenticlle dans les directions de 1’espace de Cameron-Martin.

B Dimension infinie
Les mesures de référence seront les PH.

Si g; € L*(0, 1), on note pour simplifier o + e [y g:i(t) dt Pélément o’ de
Q tel que ) = w; pour j+i et w) = w; +¢ [; gi(t) dt.
W1-2(Q) est 1’ensemble des fonctionnelles F de L2(Q) pour lesquelles il existe
une suite (DIF(0))ezip< <1 men de (L2((0, 1) x @))2" satisfaisant, pour toute
suite g = (gi);czs de (L2(0, 1))Z". D’égalité suivante dans L2(Q):

(19) DiF () = lim s~ (F <co e [ gio) dt> _ F(w))
= 0

— [a(ODF () dt,
¢

la limite étant prise au sens fort. On remarque que D; ne dépend que de g;.
Pour toute partie finie A de Z¢ et tout g € (L2(0, 1))Zd on pose

(1.10) DyF(w)= Y D\ F(w).
icA

On constate immédiatement que D;F est la limite L? forte de (1.9) en rem-
plagant g; par S;cqg; - Wb (Q) est défini conune plus haut.
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Nous appelons fonctionnelles locales sur Q les fonctionnelles ne dépendant
que d’un nombre fini de coordonnées :

34 € &, telle que, pour tout @ € 2, F(w) = F(w,)

(dans ce cas, F est dite A-locale).

Les espaces locaux correspondants sont notés Wlé’co"(Q) et WIL’CZ(Q).
Ils sont engendrés par #',.(2), ’ensemble des fonctionnelles réguliéres du
type f(@1{ti)...,01(f1n), - -, Wu(tmn)) 00 f est de classe ¥°° a support com-
pactet 0 < fj1 < ... <t = 1L,...,0= < ... <t £ 1.

Dans cet espace L et Gateaux différentielles (dans les directions des espaces
de Cameron—Martin locaux) sont identiques. En particulier si les espaces ainsi
définis dépendent de w; (resp. P*), #0o(£2), lui, n’en dépend pas.

2 Mesures de Gibbs sur RZ’ et sur C(0, 1)%’
2.1 Définitions

Nous rappelons dans ce paragraphe la notion fondamentale de mesure de Gibbs

sur un espace abstrait X Zd, légérement modifiée par rapport a celle de Georgii
[Gel].

Soit 1 = ),cz44: le produit tensoriel infini de mesures positives o-finies
J:, dites de référence sur 1’espace mesuré X.

Définition 2.1 Soit « une probabilité sur X 27,
1) Une (&, A)-modification est une famille (p4)1ce de fonctions mesurables

.. 74 .
positives sur X% vérifiant
i) [pad(ly®0;,) =1, pour oye presque tout xe,
ii) pa=pafpadis, As® s .ps., pourtous A et 4 de & avec 4 C 4
et pour a,c presque touf xe.
2) Une interaction ¥ sur X est une famille (¥4) e de fonctions réelles sur

X7 telles que, pour tout A € &,
i) ¥, est %, -mesurable,

. L . d
i) la série 429 P converge en tout point de X z,

Cette série définit alors une fonction HY appelée potentiel hamiltonien sur A
associé¢ 2 ¥. De plus, si on suppose que

Z{ (vae) = [ exp —H (xaxse)d(ha ® Oy )
est fini pour tout A € & et pour oye presque tout x e, la famille
pax) = (Z) (x4c)) " exp —H}{ (x)
est une (o, A)-modification. Les Z! sont appelés les fonctions de partition.

Définition 2.2 Une probabilité o sur X 77 st appelée une (p, A)-mesure Gibb-
sienne pour la («, A)-modification p si, pour toute partie finie A de 74,

(2.3) a(dxpsfxpe) = pa(x) Aa(dxa), s ps.,
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ot o - /xqc) est une version réguliere de la probabilité conditionnelle de «
sachant Z,.. Lorsque p provient d’un potentiel hamiltonien associé a une in-
teraction ¥, on dira que o est une (¥, A)-mesure de Gibbs.

Remarque 2.4 1) D’aprés [Ge, Theorem 1.33, p. 23] pour qu’une mesure soit
une (p, A)-mesure Gibbsienne, il suffit que 1’égalité (2.3) soit satisfaite pour les
parties A égales aux singletons {i}, i € Z%. Il est important de noter que ceci
n’est vrai que parce que p est une (o, A)-modification.

Si on se donne une famille (p; )leld de fonctions mesurables positives vérifiant
(2.1.1.1) (mais qui n’est pas a priori une modification) et o vérifiant (2.3) pour
A = {i}, on dira que « est (p,A)-pseudo Gibbsienne.

2) La définition 2.1 est justifiée par la remarque suivante: on vérifie facile-
ment par le calcul que toute famille (p4)eg vérifiant (2.3) est une (o, A)-
modification.

A partir de maintenant, nous noterons pour simplifier ¥;, H;, Z;, % etc., au
lieu de lP{z’}: H{,—}, Z{z’}, f{i} T

2.2 Exemples

Particularisons les définitions précédentes aux espaces d’états qui nous intéres-
sent dans ce travail.
i) X = R. L’interaction et le potentiel hamiltonien sont des fonctions sur

RZ" . t= Qcgath sera la mesure de référence. On verra dans la troisi¢me
partie que le choix de la mesure de Lebesgue u; = dy; est particuliérement
intéressant et naturel.

ii) X = C(0,1). L’interaction, le potentiel hamiltonien ou les modifications
sont des fonctionnelles sur I’espace Q, espace produit de trajectoires. La mesure
de référence est une mesure sur €2, choisie parmi les P* (cf. définition (1.5)).

Dans la proposition suivante—dont nous ne donnons pas la preuve car elle
est trés simple—nous vérifions la cohérence de notre définition de mesure de
Gibbs sur C(0,1) avec celle donnée dans [R-Z2], formule (2.3). Cette derniére
ne concernait que les probabilités O sur Q de condition initiale déterministe
(i.e. telles qu’il existe y & RZ” tel que Q7 = Q), restriction que nous n’avons
plus ici.

Proposition 2.5 Soit Q € 2(Q) et v= Qo0 pzy 'e Q(Rld) sa condition ini-

tiale. Si O est une (@, P*)-mesure de Gibbs, associée a linteraction @, alors
i) v est une (p, u)-mesure Gibbsienne pour

pa(rayae) = [(Z(wae))™! [exp—HF () (® > (do)Q4E (dwae)

i€
ii) pour v-presque tout y, Q¥ est une (®,P¥)-mesure de Gibbs.

Remarques 1) Si on suppose Eglexp H?] finie pour tout A, on peut définir

my(y) = log Eglexp HY /w(0) = y].
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Mais (Z%(wc))~! est également Q4 intégrable. On peut donc définir

25 (yae) = Eg [(Z(@4¢)) ™ fwae(Q) = yael.

Il vient alors immédiatement que v est une (p, u)-mesure Gibbsienne pour

pa(y) = 25(yac)exp —mi(y) .
En effet

Eo(f(04(0)g(w4¢(0)) exp HF (@) = [ g(wae(ONZF(w4¢))~"
x [ f@4(0)Py (dws)Qac(dw)

et il suffit de conditionner au temps 0 des deux cOtés.

Il n’est pas clair que p provienne d’un potenticl hamiltonien. Pour I’étude
de ce probléme nous renvoyons a [Ko].

La remarque précédente nous guide pour énoncer une réciproque a (2.5).
En effet pour reconstruire une mesure Gibbsienne a partir de ses désintégrées,
il faut prendre en compte Iinteraction au temps 0 générée par le hamiltonien
sur les trajectoires et donc modifier celui ci. Précisément:

Proposition 2.6 Soient v une (@,u)-mesure de Gibbs, (Q?,y € ]Rld) une
famille mesurable de (®,PY)-mesure de Gibbs et Q = [ 0*¥(dy).

On suppose que pour tout A € &, EQ[epoff] < 00 et on pose
mf(y) = log Eglexp H /o(0) = y] = log Egylexp H}] .
Alors O est une {p,P*)-mesure Gibbsienne pour p donné par
pa(@) = (Zs(@4¢)) " exp —(Hf (@) — mi(ex(0)) + hj((0)))

si et seulement si w4(0) et w4 sont indépendantes pour la mesure S, définie
par dS4 = z%(w 4(0)) exp(HE () — m%((0)) + h5((0))) dQ.
Preuve. 1l est clair que la famille des Q” représente la désintégration au temps

0 de Q.
D’aprés les hypothéses, on peut définir

(Za(rawse)) " = (f exp—(HE — mE)@IP(dwa) ® 6urye)

quantités valant O si I'intégrale est divergente.

Remarquons qu’on ne perd pas de généralité en supposant que les g
sont des probabilités. En effet, on peut toujours multiplier 1 par exp(f:(y:))
d’intégrale 1 et presque partout positive et finie (car p; est o-finite) et modifier
@ en lui retirant la “self-interaction™ f;. S4 est alors une probabilité équivalente

agQ.
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Soit f (resp. G) positive et mesurable sur R (resp. positive et %4 mesurable
sur ). L’hypothése d’indépendance permet d’écrire

Es,[G(wae) f(@a(ON] = [ f(ra)Eoi[(Za(yawac)) ' Glwye)] 25(yac)
x exp hy(yIWdy)
= Eg5,[G(w4e)] Es, [ f(04(0))]
= [f(¥1)Es, [G(ws)]z5(yae) exp G (y)v(dy),
= [f(30)EolG(@40)04(0 ¢ )] 25 (¥ 40) exp WS (¥ IN(dy),

ot 4(wse) = Eglzy(4(0)) exp (H () — mG(@(0)) + A ((0)))/w 4],
Soit F(w4 — w4(0)) une fonction mesurable positive. On a alors

Es,[G(w4) f(04(0)) F(wa — 04(0))]
= [FOEQy(Za(y 404)) " G(wae)
X [F(@4— ya)dPY1z5(y e ) exp kG (y)v(dy)
= [V )EQIZa(y404¢)) ™ Gw )
X [F(w4)dPy]z4(yse) exp hS(y)v(dy)
= (JF(wx)dPY) [ (¥ Eqy(Za(ya0.4¢)) "
x G(wae)z5(yac) exp G (yIW(dy)
= (JF(01)dPY) [ f(y1)EQLG( )0 a(w4e )1 2%(p e Y exp h%(y)v(d y)
= Eg[G(@4e)0a(w4¢) [F(w4 — 04(0)) f(w4(0))dP}] .

On en déduit par un argument de classes monotones que

Eo[K(04)G(@4¢)28(0,4:(0)) exp (H] (0) — m§(x(0)) + h%((0)))]
= Egl04(0s)G(wye) [K(wq)dPY],

puis que O est une (p, P*)-mesure Gibbsienne.
Réciproquement, si O est une telle mesure Gibbsienne, il est immédiat de
vérifier la condition d’indépendance de w e et w4(0). O
Une clé du résultat précédent est bien stir que P est la loi image de P° lorsqu’
on franslate de y la configuration initiale 0.

On remarquera que, dans le cas important ot m® 4 est constante, O est sim-
plement une (@ + ¢ o 4z, P*)-mesure de Gibbs. Cela signifie que I’interaction
sur les trajectoires n’induit pas d’interaction supplémentaire au temps 0.

2.3 Caractérisations variationnelles

Nous mettons en évidence dans la Proposition 2.7 suivante une équation
intégrale trés simple (2.8), de type formule d’intégration par partles infini-

dimensionnelle, caractérisant les (¢,dy)-mesures de Gibbs sur RZ’ , OU ¢ est
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une interaction donnée et dy est le produit infini des mesures de Lebesgue
sur R.

Dans le Théoréme 2.11, cette idée est généralisée au cadre trajectoriel.
Nous exhibons alors une caractérisation des mesures de Gibbs sur  comme
solutions de 1’équation fonctionnelle d’équilibre (2.14), semblable 4 la formule
dite d’intégration par parties du calcul de Malliavin.

Ces caractérisations nous serviront au cours de ["article 4 identifier comme
gibbsiennes les mesures que nous étudierons.

Proposition 2.7 Soient v une mesure de probabilité sur RZ et b le potentiel

R . , , . d .
hamiltonien provenant d’une interaction @ sur‘]RZ et tel que, pour tout i €
Z°, h; est une fonction de classe €' de la i coordonnée. Si pour toute

, d
fonction f de classe €' sur RZ & support compact,

(2.8) IVif(wdy) = [F)IVh(pdy), VieZ’,

ou V; représente I'opérateur gradient par rapport @ la ™ coordonnée, alors
v est une (@,dy)-mesure de Gibbs.

Preuve. Prenons des fonctions tests de la forme f(y;)g(yc) ot f et g sont de
classe %' a support compact. Alors I’équation (2.8) devient

9@ [V fivdyi ye Ndy) = [a(yie) [ F(y)Vih(yINdyi/yee )W dy),
qui se réduit 4 I’équation unidimensionnelle suivante
(2.9) v-ps. [VS(idyi/ye) = [ F)Vib(y)(dyi/yie).
Soit # € R fixé et #; la mesure sur R définie par
Vi(dy;) = exp(hi(yim))(dyi/n) -
En appliquant (2.9) a la fonction test f(y;)exp(h(y:%)), Vi satisfait
IV (i)idy) =0

pour toute fonction f de classe ' a support compact. Donc ¥; est invari-
ante par translation, ce qui implique qu’elle est proportionnelle & la mesure de
Lebesgue dy;, soit encore:

v(dyi/ye) = ziexp — h(y)dy;, Vv-ps.,

ou z; est la constante de renormalisation. O

Remarque 2.10 1) Si dans I’égalité (2.9) on considere v(/y,) comme une
distribution, on obtient immédiatement d’aprés Schwartz [Sch Théoreme II, p.
53] que v(/yic) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebes-
gue; cf. aussi [Bel], qui, sous des hypothéses un peu plus fortes, obtient des
informations sur la régularité de la densité.

2) L’invariance par translation qui caractérise -i une constante pres- la
mesure de Lebesgue joue un réle fondamental. On peut ainsi deviner, derri¢re
I’égalité (2.8), la propriété de quasi-invariance par translation de v. On rejoint
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alors le résultat de Royer [Ro] assurant que les mesures de Gibbs sur RZ sont
exactement les probabilités quasi-invariantes. Pour des extensions aux mesures
sur des espaces de Banach; cf. [Be2].

3) On trouve dans [A-A] une généralisation de (2.8) a la caractérisation de
mesures de Gibbs sur un produit infini de sous-variétés.

4) On obtient trés facilement la réciproque de la Proposition 2.7, certifiant
que toute (¢,dy)-mesure de Gibbs v satisfait ’équation (2.8) dés que chacun
des termes a bien un sens.

Dans la Proposition 2.4 et le Théoreme 2.9 de [R-Z2] une caractérisation
des mesures de Gibbs sur € associées a une interaction bornée et de condition
initiale déterministe était donnée. Or, dans la suite de ce travail, nous voulons
appliquer un tel critére a une classe plus générale d’interactions, dont notam-
ment celles de type ferromagnétique qui ne sont ni bornées ni de gradients
bornés, et & des probabilités sur € de condition initiale aléatoire. Le Théoréme
2.11 suivant améliore donc les résultats de [R-Z2] en en affaiblissant les hy-
pothéses.

Théoreme 2.11 Soit H le potentiel hamiltonien associé a une interaction
@ sur (Q,P*) tel que, pour tout i € Z% et n e C(0, D, Hy( - n) est L-
différentiable et D'H; admet une version mesurable. Soit Q une probabilité
sur Q satisfaisant:

(2.12) vt e[0,1], VieZ% Eg(|lwi(t)]) < 4oo.
Si Q est une (@, P*)-mesure de Gibbs sur , telle que EQ(fé|D£[{i{dr) < +00,

(2.13) VF € W:(Q), VieZ¢, Vg; fonction étagée,

Eg (F J49(5) dw(s)) = Eo(DF) — Eo(FD}H) .

Réciproquement, si Q de condition initiale v, une (@, u)-mesure de Gibbs sur
RZ’ | satisfait Péquation (2.13"),

(2.13%) VE € Wi0e(RQ), Vi€ Z?, Vg; fonction étagée
Eg (erF [2gi(s) dco,-(s)) = Eg(hDIF),
en supposant que
(2.14) EQ(eH") < 400 pour tout i,
alors Q est une (p, P*)-pseudo mesure Gibbsienne pour p donné par
(2.15) pi(w) = (Ziwie)) lexp — (H(w) — mf(@(0)) + hf ((0))) ,

ou m(y) = log Eglexp H;/w(0) = y], si et seulement si w;(0) et wy sont
indépendantes pour la mesure S; définie par

(2.16) dS; = z (w=(0)) exp(Hy(w) — m((0)) + hf (0(0)))dQ .
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En particulier si m; est une constante et sous la condition d indépendance, Q
est une (@ + @ o fry, P*)-mesure de Gibbs sur Q.

Remarque 2.17 Si H; est borné, ou plus généralement si EQ(eHi1D2H,-|) < 00,
(2.13) entraine (2.13') dés que Eo(f,|DiH;|dr) < +oo.

En effet si H; est borné, i € L?(P*), et est dans W'2(Q). On applique
alors (2.13) & G = Fe'li, Sinon il faut utiliser des troncatures ¥(ei) avec
W lisse et passer a la limite, ce qui est possible si EQ(eHilD;Hg[) < 00 par
exemple.

Preuve du Théoréme 2.11 Tout d” abord "hypothése (2.12) permet d’ affirmer
que tous les termes de 1’équation (2.13) sont bien définis.

Premiére assertion. La preuve est similaire a celle de la Proposition 2.4 de
[R-Z2]. Esquissons-la rapidement; en décomposant 1’espérance sous Q dans le
membre de gauche de (2.13), on introduit ’espérance conditionnelle Q(/Fic ).
Par hypothése, puisque  est gibbsienne, cette espérance conditionnelle est
absolument continue par rapport 4 la mesure de Wiener 7#. A cette derniére,
nous appliquons 1’équation de dualité (cf. (1.3) de [R-Z2]):

(2.18) Enis (Fe‘Hf Jois) dwi(S)> = Ei(Dy(Fe 1)),
0

(valable quelle que soit la condition initiale y; de la mesure de Wiener, et pour
F € #1o(2)). H faut ici encore faire attention aux problemes d’ intégrabilité,
et donc en général commencer par tronquer e %, Mais par la propriété de
Gibbs e~ est 7# Q) 0, intégrable pour Q presque tout w; et les passages a
la limite ne posent pas de probléme. Nous obtenons alors directement 1’¢galité
désirée (en utilisant la densité de # o ):

1 : .
Ey (F{g,-(s) da;,—(s)) = Eg(DyF) — Eg(F Dy H;) .

Réciproque. Supposons (2.14) et (2.13") satisfaites. Par un argument de sépara-
bilité ici encore, elle se désintégre (pour v presque tout y) en

Egy (eHiFofl gi(s)dw,-(s>) = Egy (¢"DyF) -

En particulier pour F(w) = K{w;e)exp(< (l)ig,-(s) dwi(s)), si 'on note R'-la
probabilité de densité %ieHi par rapport & 07, ou k; = Egy[ei] (cf. 2.14)

iERi (K(CO;C )exp (é}lgi(s) dw;(s)) )
di 4

1 1
=Epi (K(Cl)ic Ye [gi(s) dwi(s) exp (4‘fﬂugi(s) d(ui(s)>>
0 0
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=iEpu (K (e )D; (exp (i jﬂ Agi(s) dew(s )) ) )
0

= —)»flg,-z(s) ds Epi <K(a)ic) exp (4’}191»(8) dw,-(s)) ) .
0 0

D’ ou, pour tout 4 € R, g¢; fonction étagée et K € # 1,.(C(0, 1){i}c):
1
2212 [ g¥(s) ds

Epi (K(coic)exp (zflig,»(s) dw,-(s))) =e 0 Epi (K(wie)) -
0

Cela implique que, sous R', le processus de la i coordonnée wy( - ) — w;(0)
est, d’une part un processus de Wiener, d’autre part, qu’il est indépendant des
autres coordonnées. Donc pour R'-presque tout e

(2.19) R (o) = 7 (dw;) ® S -

Ceci vaut également pour Q presque tout wye, puisque Q et R' sont équivalentes.
(H; est fini). On applique ensuite la Proposition 2.6 valable tout aussi bien pour
les pseudo-mesures de Gibbs. [

L’énoncé de la réciproque dans 2.11 peut paraitre compliqué. Qutre le fait
qu’on ne peut se passer d’aucune des hypothéses, nous verrons que celles ci
sont en pratique tres souvent verifiées.

Remarque 2.20 En dimension d finie, le probleme que souléve la condition
initiale v se résoud de lui-m@me car les propriétés gibbsienne et d’absolue
continuité globale sont équivalentes:

si O € 2(C(0,1)?) satisfait (2.13) pour i € {1,...,d}, il en est de méme
pour v-presque tout (7, qui est donc gibbsienne par rapport a la mesure de
référence ®:.i:17cyl' ; on a donc I’absolue continuité (globale!): 0¥ <« @?:lnyf ,
v-presque slrement, ce qui entraine que Q = [0”W(dy) est absolument con-
tinue par rapport a 74" = [ ®?:1ny"v(d »), 1.e. O est gibbsienne.

Soulignons de plus que la propriété O < n¢’ permet d’identifier O, par le
théoreme de Girsanov, comme la loi d’'un mouvement brownien avec dérive.
Il est donc naturel d’analyser, en dimension infinie, le lien entre diffusions

. . d . . -
browniennes et mesures de Gibbs sur C(0,1)2". Ceci fait I’objet des troisiéme,
quatrieme et cinquieéme parties.

3 Lois de systémes gradients stochastigues comme mesures Gibbsiennes:
cas borné

L’ objectif de ce paragraphe est d’étudier les liens entre lois de systémes
infinis de diffusions et mesures de Gibbs sur les espaces de trajectoires, dans
le cas le plus simple possible (interactions bornées a portée finie). Ceci permet
de simplifier un certain nombre de problémes techniques indépendants de la
nature du probléme. Au paragraphe suivant nous étendrons ces résultats & des
classes beaucoup plus générales d’interactions.
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Nous nous fixons dans cefte partic une inferaction ¢ par paires sur IRZd,
c’est a dire telle que ¢4 = 0 si le cardinal de A est strictement supérieur 3 2.
Nous notons ¢; pour ¢y et ¢; pour ¢y 5y (donc ¢;; = ¢y). De plus, nous
supposons

(3.1) — ¢; et ¢;; de classe %> bornées et & dérivées bornées uniformément en
ietenij,
— ¢y symétrique (¢;;(yi, v;) = i (¥, i)y, v € R),
— Dinteraction a portée finie, i.e. il existe N(0), voisinage symétrique
fini de 0 dans Z“, tel que, pour tout i € Z¢ et j ¢ N(i) = i + N(0),
¢ij =0.

Remarque. 1) Nous pourrions sans difficultés techniques majeures considérer
une interaction plus générale ou ¢4 = 0 si le cardinal de A est assez grand
(comme dans [De2]). Pour simplifier la présentation de cette partic nous nous
restreignons ici & une interaction par paires.

2) L’hypothése de symétrie de ¢;; est trés naturelle (la particule i agit sur
la particule j comme j sur i). Cela servira a simplifier beaucoup la forme du
hamiltonien H défini au Théoréme 3.7. Signalons que, contrairement & Doss et
Royer [D-R], nous ne supposons pas que ¢;; est invariante par translation (¢’
est-a-dire de la forme ¢);_).

Le potentiel hamiltonien & associé a ¢ est donc donné par

) d
(3.2) VieZ, y e R”, h(y)= ¢:i(y)+ %:( )(bij(yio ¥i),
JENG

en prenant par convention ¢; = 0.

Nous pouvons alors définir un systéme & infinité de particules associé a I’in-
teraction ¢ par le systétme d’équations différentielles stochastiques suivant
sur £

(33)  VieZ’, dx()=dwt)— %Vihi(X(t))dz, x(0) %y,

oll (W;); est une famille de mouvements browniens réels indépendants partant
de Dorigine (donc la loi de (W;); sur € est P%), et X(0) est indépendante de
(W;);. Soit &'(Z%), le dual des suites tempérées sur 74, c’est a dire des suites
telles que, pour tout n € N, Scz4(1 + |i|**)|3:]* < +co. On a alors

Proposition 3.4 ([S-S Theorem 4.1; ou D-R Théoréme 3.3]) Sous I'hypothése
(3.1) et Phypothése (3.5) suivante

(3.5) (fyfﬁv(dy))i € F(Z?), en particulier v est portée par ' (Z%),

il existe sur Q une et une seule solution en loi X(t) au systéme (3.3) & valeurs
dans &' (Z%).

Remarque. Les hypothéses faites permettent d’obtenir des estimations (ab-
sentes dans [S-S]) de la norme L?# des solutions de (3.3): en suivant la
démarche de Follmer et Wakolbinger dans [F-W] Theorem 4.6, on applique
la formule d’Xtd & %, z/(1 + [{|72)|X()*#, puis le lemme de Gronwall, et
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I’on obtient que

(3.6) sup E(|X(OF*) € #'(Z°%).
01

Donc la solution de (3.3) est non seulement p.s. a valeurs dans %/(Z¢), mais
aussi en norme L*#.

Notre but, dans cette partie, est de comparer les deux propriétés suiv-
antes vérifiées par une probabilité¢ O € P#(Q2): étre une mesure de Gibbs et
étre solution du systeme gradient stochastique (3.3); puis d’en déduire les
premiéres conséquences. Le Théoreme 3.7 qui suit présente le résultat fonda-
mental, dont la preuve s’appuie sur 1’équation d’équilibre (2.13). Dans le cadre
de cette partie Deuschel [De2] est le premier (et le seul a notre connaissance) a
avoir mis en évidence le caractére gibbsien de diffusions infini-dimensionelles.
Nous retrouvons {de maniere différente) ce résultat et montrons de plus une
réciproque dont 'intérét sera mis en valeur en particulier dans I’étude des
transitions de phases.

Dans toute la suite de ce paragraphe nous supposons que les hypothéses
(3.1) et (3.5) sont satisfaites.

Théoréme 3.7 Soit Q € P(8) de condition initiale v. Alors O est solution du

systeme (3.3), ou v est une (@, u)-mesure de Gibbs sur IRZd, si et seulement
si Q est une (@ + @ o piny, P*)-mesure de Gibbs sur &, ou le hamiltonien H;
associé a @ est donné par :

(3.8)

1
Hiw)= gh(o(1) = $h(@(0) - | (%Ah,-(w(s>)+ > s

JEN(H S

(v,»hl-f(w(s))) ds,
et A est le générateur infinitésimal associé au systéme (3.3):
1 1
A=>"-A;— -V, V;.
2 T g Y

Preuve. Condition nécessaire Nous passons par I’étape intermédiaire

Proposition 3.9 Soit O € P(Q) la loi de la solution (€ F'(Z?)) du systéme
(3.3). Alors Q satisfait a I'équation d'équilibre (2.13), oul la fonctionnelle H;
est donnée par (3.8).

Preuve. Nous cherchons une fonctionnelle H; telle que 1’équation (2.13) soit
satisfaite sous Q.

Calcul de EQ(D;F) (F € #0e(2), g; etagée sur (0,11, i € Z¢ fixé):

Eg(DLF) = Eg (un(l)s—l (F (X +e f g,—(s)ds> - F(X))) (cf.1.9).
& 0

Comme D,F est (partout) bornée par hypothése, on peut échanger la limite en
¢ (qui existe partout car F' € #'joc) et P'intégration par rapport & O:

Eg(D)F) = HII(!) ¢ Eg (F (X +é f g,(s)ds) - F(X)) ‘
£ 0
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Soit Q"% la mesure image de Q par la translation 7% sur Q définie par:
o — (w,- +20y | gi(S)dS)
0 jEZd

Montrons que la mesure Q"¢ est absolument continue par rapport 2 Q. Sous
0"* ie processus des coordonnées X;(f) vérifie que

(Xj(t) — Xo(t) — séijoftgi(s)ds + %Oftvjhj [X(s) — sofsgi(r) dr} ds)
jezd

a pour loi P°. D’aprés [Ja, Theorem 12.50] (on peut en effet supposer I infini
dénombrable dans les hypothéses 12.31 de [Ja]), 'unicité de la solution de
'(3.3) et la bomitude des coefficients entrainent que Q% < Q et la densité
exponentielle M%¢ vaut

1 s
MY =exp 3. (f (—%thj (X(S) - Eofgi(r)dr>
0

JENG)

+%thj(X(s)) + 85ijgi(s)> dW;(s)
11 1 s
- '“f (——thj (X(S) - sfg,(r)dr)
2% 2 0

2
+%th](X(S))+86Ugl(S)) dS) .

On déduit du résultat précédent que Eg(DiF) = limEg (¢7'(M* — 1)F). O
Lemme 3.10 O p.s. et dans [*(Q),

1
lime = 1) = 5 (JOUTEE) +0505)) dIFs).

JENH 0
Preyve. D’aprés la formule de Taylor—Lagrange

1 s
J (~—;—th1- <X(S) - sfg,-(r)dr> + %thj(X(s)) + 85,-jg,-(s)> adW;(s)
0

0
s 2
jl\( thj (X(S) — 8fgl-(}")d7> + ‘;‘V]h](X(S)) + 85,jg,-(s)> dS)
0
1 s
f( V;Vihi(X(s) — 8(S)fgz(r)dl’) <fgl(r)dr> + 5ijgi(s)) dW;(s)
0 0

1 s s 2
_ % f (1 V,Vih; (X(s) — e(s)ofgi(r)dr> ((bfg,-(r)dr) + 5i]~gi(s)) ds) ,
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avec 0 < &(s) < & On utilise ensuite la méme formule de Taylor pour 1’
exponenticlle e¥ = 1+ x + (x?/2)e®, qui donne

1

M -1 = Y f(%vjv,-hj (X(s)*e(s)bfg,-(r)dr) (()fsg,»(r)dr)

JEN(i) D
+ 5ijgi(5)> dW;(s)+eN>%,

ol N*¢ est bornée dans tous les L? (car M*¢ est bornée dans tous les L?). On
conclut 2 ’aide du théoréme de convergence dominée pour 'intégrale stochas-
tique et pour son crochet. [

Du Lemme 3.10 on déduit
(3.11)
Eg(D)F) =limEg(e™'(M">* ~ 1)F) = Eg(lime™ ' (M** — 1) F)
= Ep (F.Z' fl (%D;(vjhj()((s))+5ijg,-(s)) de(s)> .
JEN() O
Transformons (3.11),
1

> (%Dé(vjhj(X(s)) + (5ijgi(5)> dWy(s)

JEN® 0
l .
=2 (f (%Dé(vjhj(X(s)))+6,-,-g,-(s)> dX;(s)
JENG) \O

1

1 1
+§Of (ED;(thj(X(S))) + 5,~jg,~(s)> thj(X(s))ds>

= > D’ (f Vihi(X(s))dX;(s)+ < f(V ih; )Z(X(s))ds> + fg,(s)dX(s).

]EN(Z) 0

Rappelons que nous cherchons a identifier une fonctionnelle H; pour laquelle
I’égalité (2.13) est vérifiée. Or nous venons de prouver que:

Eo(DyF)

= Ep (FD’ (f V,hi(X(s)) dX;(s) + f(v hj )Z(X(s))ds>)

JENQ)

1
+Eg (F bf gi(S)d)(i(S)> :

H; devra donc satisfaire sous Q:
(3.12)

2
DiH, =D} ¥ (f Vb (X (s))dXi(s) + f( > (X(s))ds) .

JEN(i)
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L’expression (3.12) n’est pas satisfaisante car elle contient une intégrale
stochastique n’ayant pas de signification intrinséque. Mais nous pouvons la
transformer par la formule d’It6, aprés avoir remarqué le fait suivant:

Lemme 3.13 Soir h; le potentiel hamiltonien sur RZ’ défini en (3.2).

Vi,j € Z¢ V;Vhi =V, Vh; .
Preuve.
V.Vh; =V, (Vj¢j + ;vjquk)
= 6;ViV;¢; + %j&,-%%@k + ViV,

=V, (Vj¢i + ;qub,-k) =ViVhi). O

Donc, dans (3.12),

. 1 . 1 1
(14) D) ¥ [aVAXE)AGE)=D; ¥ [3V X)X ),
JEN@E) O JEN@G) O

qui, par la formule d’It6 appliquée a %h,-, vaut:

1
G1s) D (%hi(xm)— SO - 2 ¥ A,-h,-(X(s»ds) .

0 JEN(D)
L’égalité (3.12) devient alors
(3.16)
; 1 1 1 1
DgHi(CO) =D, Ehi(w(l)) - —2—h,~(w(0)) - f > ZAjhi(w(S))

0 JEN()
—%(V,-hj)z(w(s))) ds) .

Nous continuons a transformer le membre de droite de (3.16) afin de faire
apparaitre le générateur infinitésimal A associé au systeme.

(3.17)

o 3, (jamecn yomre)
JEN()
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=0 (34h(0)

JENG)

) Gv,-h,»(w(s>>vjhi(w<s>)~ é(vjhjf(w(s))))

- D} (%Ahi(@(s))+ > -é(%h»%w@)))

JEN(D)

apres simplifications dies au Lemme 3.13. En combinant les expressions (3.16)
et (3.17), nous choisissons pour H; la fonctionnelle définie par 1’égalité (3.8),
ce qui achéve la preuve de la Proposition 3.9. O

Pour terminer la preuve de la condition nécessaire du Théoréme 3.7 il nous
suffit d’appliquer le Théoréme 2.11. Vérifions que ses hypothéses sont bien
satisfaites.

Tout d’abord les H; sont les potentiels hamiltoniens sur {i} associés a une
interaction @ sur £ donnée par les égalités ci-dessous:

(3.18)
1

3(01) = 360101 = 5 = [ (A6 = (T P@is)) ds

;
Py, @7) = 50((en o)1) = 3 93((@1 @)(0))
- (50 2)0stcan o)
- 2 (Ve T@n0pe)
TNV iy ()00
+ 5 (02000
- (Vg (@n)sn) ) ds

1

By 05 0) = f (viqsij((wl-, 0,)())V s (05, 03 )(5))
+ Vidu((wi, ;) () Vid (@, o) (s))
V(@1 0) () sa((o, wk)(s))) ds .

On remarquera que ce n’est plus une interaction par paires mais par triplets
ie. @4 = 0 sicard(A) > 3. Les hypothéses de L2-différentiabilité et de mesura-
bilit¢ ainsi que (2.12) sont vérifiées.

Ensuite e/ n’est autre que la Q (resp. QF) surmartingale exponentielle
formée a partir de ¥; fo‘ %thl-de et prise au temps 1, donc Egy(ef) < 1,
ce qui entraine (2.14). Mais on peut appliquer ici le critére de Novikov (grice
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a la bornitude des coefficients et au fait que la somme est finie), qui assure
que et est une martingale.

Donce, pour tout y € ]de,m,-(y) = log Eg[exp H;/w(0) = y] = 0.
De plus H; est borné donc d’aprés (2.17), (2.13") est satisfaite.

Enfin sous €0, X est une semi-martingale dont la décomposition s’obtient a
partir de celle sous O en y ajoutant la dérive (%ij;)jezd. Donc, sous e (,
pour j1.

Xi(1) = X,(0) + Wit) + f%vj(hi — h)(X(s))ds,
0

ou ; est un brownien indépendant de X; et la dérive est fonction uniquement
de X d’aprés le Lemme 3.13. Ainsi sous S; (cf. 2.16), Xic et X;(0) sont
indépendantes dés lors que X;(0) et X;(0) le sont, ce qui est le cas puisque v
est une (@, u)-mesure de Gibbs. [

Condition suffisante.

Soit O € 2(Q) une (P + @ o fng, P*)-mesure de Gibbs. Montrons d’abord le

Lemme 3.19 Pour toute A € &, Q est absolument continue par rapport a

(® TC”’) ® Qe .

i€A
Preuve. C’est évident puisque O = [ Q(/w4¢)Qse(dw )

et O(Jwye) K (@ n”“) ® O gc - 0
i€

En particulier, puisque pour i fixé dans Z9, le processus canonique des cor-
données du €™M spin X; est un mouvement brownien sous 7" ® Qyjye, alors il
existe un unique processus adapté f; tel que, sous O,

(X (1) — X:(0) — fot Bi(s)ds) soit un mouvement brownien W(t) partant de
0. Puisque H; est borné ainsi que sa différentielle, (2.12) est vérifice et B
est Q intégrable. Pour identifier le drift f;, nous allons exhiber une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que (X;(¥) — X;(0) — fot Pi(s)ds) soit une Q-
martingale, quelque soit i € Z¢ (noter qu’alors f; sera bien la dérive cherchée,
par unicité de la décomposition des semi-martingales continues). Cette propriété
de martingale est équivalente a:

VF, € W o €t Fg-mesurable sur @, VO Ss<r =1,

Eg (Fs(Xi(’) —X;(s) — ftﬁi(r)d’”> =0,
ou encore

1 ‘
Eg (Fsofl]s,t](")dXi(r)> =Eg (stﬁi(r)dr) :
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D’apreés le Théoreme 2.11, puisque Q est gibbsienne, elle vérifie 1’équation
d’équilibre (2.13). On peut donc transformer 1’équation précédente en:

t
Ep <D1] o) ~Eo (F.0i, ) = Eo <Fs fﬁi(r)dr>
soit encore
(3.20) Eg (F ( fﬁi(r)dr +Dj ”H,->> =0

car D/Fs =0 pour r > s par localité¢ temporelle de I’opérateur différentiel D.
Calculons D'H; & partir de sa valeur donnée en (3.16) (plus simple ici que
sous la forme (3.8)).
Dy, H{(X)

1

: 1
=Di, <§hz~(X(1>> > (iAjhi(X(r» - %(vjh»Z(X(r))) dr)

0 jJEN(D)

- %v,-h,»(X(l))(r ~s)

! 1 1

1 2 (Fvameen- ST D)= 9) A0 sy
s jengy \4 8

Puisque sous @ les processus des cordonnées (X;);cz¢ sont des semi-martin-

gales browniennes de dérives (f;), on peut transformer sous Q 1’expression

ci-dessus grace aux formules d’It6 suivantes:

1

JEXONd-s)=[ > (/3j(”)vjf(X(f”))+%A,—f(X(r))) (r —s)dr

§ JEN(D)
1
+ [F(X () dr + (M; — M)

ou M; est une Q-martingale continue, et

1

JXMYE - =[]} (ﬁf(?’)vjf(X(r))+%Ajf(X(r))> (r—n)dr

¢ JENG)
1
+ [fX(r))dr + (M - M) .

D’ou, en prenant f = lvihi et en soustrayant les deux égalités ci-dessus,

Vh(X(l))(t~S)—f > ( AVh(X(f))((r~S)/\(t*S))>

s jEN()
1

=/ 2 ﬁ/(r)V V(X (F)((r = $) At — ) dr

s jEN()2

+ fEVih,-(X(r))dr + (M, — M) .
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Donc, sous Q,

Di  Hi(X)
1
=/ X

s j€N(z)2

Is, 1]

V Vih{X (7)) (,B](r) + =V; h](X(r))> (r —s)A{t—8))dr
+ f EVih,-(X(r))dr + (M, — M) .

Puisque M est une martingale sous O, Eg(Fy(M; — M;)) = 0 et (3.20) devient:

1
—Ep (st > %Vjv,-h,»(X(r))@j(r) + %thj(X(r))>((r —S)A(t - s))dr)

s JEN(i)

Cette équation est satisfaite en particulier pour la suite de processus f; =

——V hi(X(-)), qui, par conséquent, est la suite de dérives cherchée. I
nous faut maintenant montrer que les mouvements browniens (#;); sont
indépendants. Soit A une partie finie de Z9. D’aprés les calculs ci-dessus, 04

est la loi de (X;(0)+ W; —i—fo Bi(¥)dr)jcs. Mais d’apres le Lemme 3.19 et
le théoréme de Glrsanov, la loi de X, sous Q est la loi d’un vecteur brownien
de dimension card A additionné d’une dérive. Par unicité de la décomposition
des semi-martingales, cela prouve que le vecteur (W;);c4 est brownien et donc
que ses coordonnées sont indépendantes.

La derniére étape de la preuve consiste a identifier la condition initiale v de
Q comme mesure gibbsienne d’interaction ¢. Ceci provient immeédiatement de
la Proposition 2.5 et des remarques qui la suivent, une fois constaté, comme
dans la condition nécéssaire, que exp F; est une Q martingale. [

Corollaire 3.21 Dans le cas fini-dimensionnel on peut compléter la Remar-
gue 220 qui constatait gqu'une loi Q€ P(C(0, 1)) satisfaisant I équation
(2.13) est une diffusion brownienne quelle que soit sa condition initiale. Si
la fonctionnelle H (de (2.13)) est de la forme (3.8), on peut appliquer le
Théoréme 3.7 et I'on obtient une description explicite de la dérive de Q. Ceci
améliore donc le Théoréme 5 de [R — Z1], ou une caractérisation des mesures
de Wiener fini-dimensionnelles avec dérives était donnée, mais au sein d’une
classe de lois plus petite que celle considérée ici.

Le Théoréme 3.7 montre qu’il y a une bijection entre I’ensemble des
(P + @ o prg, P*)-états de Gibbs sur Q et ’ensemble des (¢, p)-ctats de Gibbs

d ek T r .
sur RZ", On en déduit immédiatement le résultat suivant, quand ces deux en-
sembles se réduisent a un ¢élément;

Théoréme 3.22 Pour les systémes gradients stochastiques (3.3), I'absence de
transition de phases au temps O est équivalente & I'absence de transition de
phases globale, au niveau des trajecioires.
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L’objectif du paragraphe suivant sera de supprimer tout ou une partie des
hypothéses (3.1) et (3.5). Pour étendre la preuve du Théoréme 3.7, on voit
qu’un certain nombre de problémes techniques se posent:

e montrer que la mesure Q"° est absolument continue par rapport a Q,

e justifier les calculus du Lemme 3.10,

e montrer que e est une O martingale.

Ce dernier point est en fait le point crucial, non seulement pour des raisons
techniques, mais aussi parce qu’il conditionne la réversibilité du systéme
stochastique que nous étudierons au paragraphe 5.

4 Lois de systemes gradients stochastiques comme mesures Gibbsiennes:
cas general

Nous reprenons les notations du paragraphe précédent, et allons étendre le
Théoréme 3.7.

L’interaction ¢ est maintenant générale, satisfaisant
4.1) ¢; et ¢;; de classe 6°,
¢i; symétrique (¢y;(yvi, y7) = di(yj, vi) Vyi vy € R),

et telle que le hamiltonien

(4.2) hi(y) = ¢i(yi) + 2 by (i v))
7

. , . . d . , [
soit défini pour tout i € Z¢ et y € RZ", Elle n’est donc plus ni bornée ni a
portée finie. Nous reprenons le systéme gradient stochastique

(33) VvieZ’, dXi(t)=dW,-(r)—%vih,»(X(t))dt, x0)Zy,

pour lequel nous supposerons

(4.3) le systéme (3.3) admet une unique solution en loi Q. et 0 satisfait (2.12).
La premicre difficulté est que les hamiltoniens H; définis en (3.8) ne sont pas
partout définis. Rappelons que sous Q

1
Hi@) = 2h(@(1) — ~h(@(0)) ~ [ { 2aniowy) ~ S L) | ds .
2 2 s\ 2 -3

1 1 !
= S5V @E) W) — & [T o) ds,
jo 0
quantite qui vaut —oo (Q p.s.) si

1
Zf(v]hl)z(w(s))ds = 400,
J e

d’apres (par exemple) le Lemme 12.45 de [Ja].
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Nous supposerons donc
1
(4.4) VieZ Y [(Vh)(a(s))ds < +oo, O ps.
jo

Par convention on pose alors H; (i.e. @;, @y, @i cf (3.18)) égal 4 0 sur la
réunion dénombrable des négligeables définis par (4.4).

Le potentiel H; ainsi défini est alors Gateaux-différentiable (dans les direc-
tions de I’espace de Cameron-Martin) le long de Q presque toutes les trajec-
toires.

Considérons ensuite une (@ + ¢ o prg, P*)-mesure de Gibbs Q' (@ étant
donnée par (3.18)), pour laquelle on suppose que Q' o pry est une (¢, u)-
mesure de Gibbs v, et qui satisfait (2.12). Les calculs de la seconde partie
montrent alors que EQ/[eHi Jw(0)] est Q' p.s. constant. Le cas le plus simple
est bien slir celui ou cette constante vaut 1.

Pour étudier Q la loi de (3.3) en termes gibbsiens, la premicére chose a
faire est donc d’étudier quand e est une martingale.

Proposition 4.5 On suppose que pour tout i € Z¢ le systéme stochastique
1 £
(46) VieZ!, dXit)=dWyt)- 5 Vilh; = W)X () dr, X(0)y,

admet une solution Q' vérifiant
1 -
4.7) S [IVh(X (@) dt <00 Q'ps.
Jo

alors, si (4.3) est vérifié e est une Q martingale et Q' =€ Q.

Si de plus Q' est l'unique solution de (4.6) et si (4.4) est satisfaite, Q et (F
sont équivalentes.

Preuve. 11 suffit d’appliquer les Théorémes 12.57 et 12.73 de [Ja]. [I

On pourrait ainsi directement appliquer la fin de la preuve de la condi-

tion nécessaire du Théoréme 3.7, dés lors que Q satisfait (2.13"), ¢t que les
hypothéses précédentes song également satisfaites.
Mais pliitot que de vérifier que la Proposition 3.9 est encore valable, on peut
tout comme dans [De2], constater que le systéme (4.6) découple les dynamiques
du spin i et de I’ensemble des autres. En particulier si la condition initiale est
déterministe égale a y, Q' = P¥ @ T' o T’ est une probabilité sur Fe. Si Q
et Q' sont équivalentes, on en déduit immédiatement que Q est une (¢, P”)-
mesure de Gibbs. On remarque en particulier que e~ est intégrable pour
PY © 84, pour Q' (donc Q) presque tout wie, car il I’est sous O'. On peut
ensuite appliquer la Proposition 2.6 pour obtenir

Théoréme 4.8 On suppose que (4.3),(4.4) et (4.7) sont satisfaites et que o
(défini par (4.6)) et Q sont équivalentes pour tout i. Si la loi initiale v est
une (@, u)-mesure de Gibbs, Q est une (P + @ o pro, P*)-mesure de Gibbs
pour Pinteraction ® décrite en (3.18).
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Théoréme 4.9 Soit Q une (P + ¢ o pro, P*)-mesure de Gibbs. Si Q satisfait
(2.12), Eo( [, \DLH,| dr) < +oo, et

(4.10) Eg (Zf IV, VX ()] dr) <
Jjo

alors Q est une solution de (3.3). Si de plus e est une Q martingale pour
tout i, Qo prog est une (@,u) mesure de Gibbs. Cette derniére condition est
satisfaite si pour v presque toute condition initiale y, il existe une unique
solution a (3.3) et a (4.6) partant de y et vérifiant (4.4) et (4.7).

Preuve. 11 suffit de reprendre mot a mot la preuve de la condition suffisante
du Théoréme 3.7. Il faut en effet noter que les hypothéses Gibbs entrainent
par définition que H; est Q p.s. fini. L hypothése (4.10) est elle suffisante pour
assurer que la martingale locale M, qui apparait en appliquant la formule d’Ito
a V;h; est une vraie martingale. [

Exemples

4.11 Interactions a portée finie

Soit v portée par &' (Z%).
Supposons que (3.3) et (4.6) ont une unique solution en loi. Puisque V;A; est
continu et que les sommes qui apparaissent sont finies, les hypothéses (4.4)
et {(4.7) sont toujours vérifiées. La solution du systéme (3.3) est donc une
(P, P*)-mesure de Gibbs.

Tout ceci est vérifié sous les hypothéses [C'] de Shiga et Shimizu

%) 3K €> 0, sup |$j(0)] £ K et ¢ = —K
iezd

B) VieZé, ¢; est a croissance au plus polynomiale de degré

d
(4.12) y) sup |=—¢;(0,0)] < +oo,
€74 Ox;
2 62
é — 0 < s —i‘Z—i-, 5 > ’
) ijlelgd axiﬁxj¢] 0 axizqu = —qjj ou g;; = 0

cf. ([S-S} Théoreme 4.2, également [D-R] Théoréme 3.3) ou l’existence et
I"unicité forte pour (3.3) sont démontrées, mais qui fournit également existence
et unicité forte pour O, puisqu’il suffit alors de remplacer ¢; et ¢ij par O.
Pour la réciproque, il nous faut étudier

e le caractére L2(P*) de H; et DIH; ,

1
(4.13) o le fait que Ep (f iDjI-Mdr) < oo,
0

e la condition (4.10) .
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Ceci nécessite des contrdles sur les dérivées troisiémes des ¢; et ¢;;.
L’hypothese la plus simple, méme si elle n’est pas optimale, est d’imposer un
contrdle polynomial
(4.14) pour tout (i,7) il existe Cj, Gy, f; et s tels que

o) 6" ()l = G(1+ |wl#)

53
0% 4 0x30%,

) ¢tj(xt;xj) Cii(1 + |xi|ﬁil' + |xj|ﬁij)’

a,b,c étant indifferemment égaux a 7 ou j .

En effet, d’aprés la remarque qui suit la Proposition 3.4, O, et P* vérifient
(3.6) que nous rappelons

(3.6) sup E(|X:()**); € #/(Z%) .

0=t

Comme les interactions et leurs dérivées sont a croissance au plus polynomiale,
(4.13) est vérifié. On a donc obtenu

Théoréme 4.15 On suppose que [interaction est d portée finie, que v est
une (@, u)-mesure de Gibbs portée par S (Z°) et que (4.12) et (4.14) sont
satisfaites. Alors il y a identité entre (® -+ @ o pro, P*)-mesure de Gibbs et
solution du systeme gradient stochastique (3.3). De plus, Q est lunique (P +
@ o pro, P*)-mesure de Gibbs si et seulement si v est I'unique (@, u)-mesure
de Gibbs (tempérée).

4.16 Interactions a portée infinie
Il nous faut raffiner les hypothéses pour prendre en compte le caractere

infini des sommes qui apparaissent. On peut reprendre les hypothéses [C'] de
Shiga—Shimizu (ou celles de [L-R]) dans le contexte a portée infinie

o) 3K €> 0, sup |$(0)| < K ot ¢ = —K
iczd

@.17) B supz

¢l](0 0)‘ < o0, a 2¢lj = ql] Oﬁ Sup quf <00 2

iezd j 10X icZ? j
& \ .
y) sup 58—%{’:’]‘ < €i—j, 00 (Cy)yegd € A (L),
i,jezd | 0Xi0Xj

en y ajoutant
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(4.18) pour tout (i, /) il existe C;, C;; et 4; tels que
) 9" £ G(L + [x*)

83

(x5, %)) < Cii(1+ i + [x;[), a, b, ¢ étant
axaaxbax()d)lj( ]) l]( +| ‘ I]! )

B)
indifféremment égaux a i ou j,
Y) (Cy)yeae € ().

Alors (4.18) entraine la condition de convergence uniforme sur les compacts
(4.31) de [S-S] pour tous les y € '(Z), et de plus, grice a (3.6) encore
valable ici, les conditions (4.3),(4.4),(4.7),(4.10) et (4.13) sont satisfaites.
On a donc

Théoréme 4.19 Les conclusions du Théoréme 4.15. sont encore vraies pour
une interaction a portée infinie, si on remplace (4.12) et (4.14) par (4.17) et
(4.18).

L’exemple de base que nous avons en téte est, bien siir, celui de I’interaction
ferromagnétique,

(4.20) o) ¢; est un polynome de degré pair, positif a I'infini ,

BY bu(er,x;) = Jyxix,  ou sup Dyl < oo
iczd J

D’aprés [L-R], il existe une unique solution a (3.3) et (4.6).

Les conditions (4.17) et (4.18) sont satisfaites si |J;| < ¢;—; ol ¢, est &
décroissance rapide. On peut néanmoins améliorer dans ce cas ces conditions,
en remplagant le couple (&, %) par (L*(y),L*(y)) pour une suite y conven-
able (cf. [L-R]) et montrer que (4.3),(4.4),(4.7),(4.10) et (4.13) sont encore
satisfaites.

Ceci peut du reste étre fait de fagon plus générale, mais nous ne voulons
par ces exemples qu’illustrer notre propos.

Enfin le critére d’absence de transition de phases que nous obtenons étend
celui de {De3], sans (ou presque) d’hypotheses sur la grandeur de ’interaction
¢ (contrairement a [De3] ou les interactions doivent étre suffisamment pe-
tites pour assurer que le critétre de Dobrushin est satisfait). Em revanche
ce critere n’est pas quantitatif, et ne permet pas de retrouver les propriétés
d’hypercontractivité du semi-groupe que donne Deuschel.

5 Mesures de Gibbs sur les trajectoires et diffusions Browniennes.
Applications au retournement du temps et reversibilite

Pour commencer nous donnons une description des mesures de Gibbs sur Q
associées a des potentiels H supposés seulement réguliers (et non de la forme
spéciale (3.8)): ce sont des diffusions browniennes dont la dérive est explicitée.
Dans le theoréme qui suit I’interaction & est quelconque et non plus donnée
par (3.18).
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Théoréme 5.1 Soit Q € P(Q) une (P,P*)-mesure de Gibbs (de potentiel
hamiltonien noté H?) satisfaisant aux hypothéses du Théoréme 2.11 ainsi
que (2.12) et EQ(fo1 |DIH?| dr) < +oo. Alors Q est solution du systéme
stochastique suivant:

(52) Vi€ Z% dXi(t) =dW(t)+ p2) dt

ou (W;); est une famille de mouvements browniens indépendants et (f;); est
une suite de dérives adaptées qui vérifient:

(5.3) VieZ% B(t)= —EQ(Dﬁfgdj/%) Q-p.s. pour presque tout ¢ .

Preuve. On suit la démarche de la preuve de la condition suffisante du
Théoréeme 3.7. D’aprés le Lemme 3.19, puisque @ est une (@, P#)-mesure de
Gibbs, O est absolument continue par rapport a n* ® Q;yc, donc X; — X;(0) est
égal sous Q a un mouvement brownien W; avec dérive f3; adaptée. On montre
comme avant que d’une part les (W;); sont indépendants, et que d’autre part
les dérives f; sont caractérisées comme les solutions adaptées de 1’équation
(3.20):
VO < s <t <1, Fy € #Wiee(2) Fs-mesurable,

£ <st<ﬁ,-<r) + DD ar) =0,

Ceci entraine que pour presque tout » = s et fout Fy d une partic dénombrable
dense de # 10.(Q, %)

(54) Eg(Fs(B(r) + DHT)) = 0.

On en déduit qu’il existe un Lebesgue négligeable 47, tel que pour tout 7 & A7,
tout s € Q, tout » € N, toute f d’une partic dénombrable dense de %(]R"Z)

(fonctions continues a support compact) et tous (f1,--.,FHns--vstnls--estun)
rationnels
(5.5) Eg(Ls<r(Bi(r) + DLH?) f1(t11 A 5),..., 00t A $))) = 0.

Grace a nos hypothéses on peut appliquer le théoréme de convergence dominée
en faisant tendre s vers 7, et obtenir finalement

Bi(r) = —Eg(D.H?/F) (Q-p.s. pour presque tout . a

Remarques 5.6. 1) Dans [F-W] Theorem 2.4, les auteurs introduisent une con-
dition “d’entropie locale finie” sous laquelle les probabilitiés O de 2(Q2) sont
solutions de systémes différentiels stochastiques. Cette condition est d’une autre
nature que les notres. D une part, le probléme de la condition initiale n’apparait
pas dans [F-W] (le conditionnement par “I’extérieur” inclut la totalité de X (0)),
d’autre part la condition d’entropie finic signifie que H? +log Z? est O-
intégrable, tandis que nous exigeons de notre potentiel essentiellement de la
régularité (différentiabilité et intégrabilité de la différentielle).

2) Si dans [F-W] on choisit la condition initiale pseudo-Gibbs, alors O est
elle-méme pseudo-Gibbs et les auteurs explicitent dans leurs formules (2.16)
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a (2.18) la P* modification correspondante sous forme de martingale expo-
nentielle. Il faut 1a encore noter que leur description differe de celle que nous
avons donné au paragraphe 4, mais le lecteur pourra vérifier sans peine que les
différentielles des hamiltoniens (3.8) ou de [F-W] coincident dés lors qu’elles
existent. On peut du reste remarquer que si on remplace (4.4) par "hypothese
plus forte Ep[2; fol(th,-)Z(a)(s)) ds] < oo, Q est d’entropie relative finie par
rapport & (', et que cette hypothése est vérifiée dans tous les exemples que
nous avons cités.

3) Nous pourrions nous intéresser a une réciproque de (5.1), a savoir, quand
la loi de la solution d’un systéme stochastique infini (non gradient) est-elle une
mesure de Gibbs ? D’aprés ce qui précede, on doit avoir

Bi(s) = —Eo(D'H? /) (O-p.s. pour presque tout s ,
o\t

pour un certain hamiltonien H?. Mais la démarche du Théoréme 3.7 ou du
Théoréme 4.8 n’est pas adaptable: I’expression similaire a. (3.12) ne peut se
transformer en une expression intrinséque si la dérive n’est pas de type gradient.

La Proposition suivante fournit une autre raison pour ne pas aller plus avant
dans la généralité. Les dynamiques intéressantes du point de vue physique sont
celles qui sont réversibles. Mais alors la dérive  a une forme bien particuliére.

Proposition 5.7 Soit Q € 2(Q) une (D, P*) mesure de Gibbs satisfaisant aux
hypothéses du Théoréme 5.1. Si Q est la loi d’un processus réversible alors la

L , d .
condition initiale v est une (\f,dy)-mesure de Gibbs sur R”" dont le potentiel
hamiltonien BV satisfait

(58) VieZd, V,-h'f(y) = ZEQ(DéHl-@/X(s) =¥), V p.s., pour p.s. tout s .

De plus, pour tout i € Z%, la dérive B; du processus des coordonnées du i
spin a ses projections sur o(X(s)) stationnaires, ie.,

(5.8") O p.s. pour presque tout 5, Eg(B:i(s)/X(s)) = ~%V,~h;./’(X(s)) .

Preuve. Iaprés le Théoréme 2.11, Q satisfait 1’équation d’équilibre (2.13).
En particulier pour des fonctions tests de la forme F(w) = f(w(t)), A-locale
(f € '(RM") a support compact) et g; = 1,3, on a

(59) Eg(f(X(6))(Xi(2) — Xi(s))) = (1 — )Eg(V,: f(X(¢)))
~ Eq (fexenni, 1) .
De méme pour F(w) = f(w(s)) on obtient

(510)  Eg(f(X()X(t) = X)) = ~Eg ( f(X(s)D} HE) .

Yy

Par réversibilité de la dynamique, les deux membres de gauche dans (5.9) et
(5.10) sont opposés, donc

Y™

(1D Eg(Vif (00N = ——Eo (@) + FX D 17
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Mais Q est stationnaire, donc le membre de gauche de (5.11) ne dépend pas

de 1 et vaut [ V;f dv. Nous faisons maintenant tendre ¢ vers s. D’aprés [F62]
proposition 2.5, ﬁD‘i[ﬂ]pr converge Q p.s. et dans L'(Q) vers DIH? pour
presque tout s. Le membre de droite de (5.11) converge donc pour presque
tout s vers

(5.12) Ep(2f(X(sWDLHT) .

En appliquant tout ce qui précéde et le Théoréme 5.1, on obtient que pour
presque tout s

(5.13)
Eg(2f(X(s))DLH?) = Eg(2f(X(s))E(DLH? /X (5))) »

= [2f(V)EDHT [X(s) = y) ¥(dy)

= [Vif(y) Wdy),

= —Ep(2f (X () B7) ,

= —[2f(D)Eo(Bs)/X(s) = y) v(dy), VieZ?.

En utilisant une fois encore un argument de séparabilité, on en déduit que
pour presque tout s, Eg(DIHP/X(s) = y) = ~Eg(Pi(s)/X(s) = y) ne dépend
pas de s. Comme ces fonctions sont v p.s. gradients (dans la direction i) de leur
primitive h:? , on peut appliquer la Proposition 2.7 qui identifie v comme mesure
de Gibbs, en remarquant que la preuve de cette proposition se généralise au cas
ot V;h; existe v presque partout et est dans L'(v), ce qui entraine le résultat
souhaite. [

Remargue 5.14 Dans la preuve précédente il suffit que O satisfasse I’équation
d’équilibre (2.13), condition plus faible que d’étre Gibbsienne.

On trouve dans [D-M, pp. 165-182] une étude détailliée de 1’égalite Q p.s.
pour presque tout temps de deux processus, propriét¢ que ces auteurs nom-
ment presque-équivalence (ou presque-modification) et qui conduit & I'étude
des pseudo-trajectoires. Ce cadre est certainement le bon pour I’étude des dif-
fusions (infini-dimensionnelles) non markoviennes.

Dans le cas markovien, la Proposition 5.7 montre qu’une diffusion ne peut
gtre réversible que si c’est la loi d’un systéme gradient stochastique et si la
mesure initiale est une mesure de Gibbs bien choisie. Il reste a voir si dans ce
cas Q est effectivement réversible.

L’étude de la réversibilité du systéme gradient stochastique (3.3) a déja
été faite dans [D-R], Théoréme 4.10, par un passage a la limite & partir de
la dimension finie. Notre approche est différente et trés simple: nous utilisons
le hamiltonien A pour y lire directement la structure de la loi du processus
retourné.

Théoréme 5.15 Soit Q la solution supposée unique de (3.3). On suppose que
(4.6) admet une unique solution Q', que (4.3),(4.4),(4.7),(4.10) sont vérifiées

et que EQ(fO1 \DLH;|dr) < +oo ot H; est le hamiltonien défini en (3.8).
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Alors v est réversible pour le systéme (3.3) (ie. les processus X(1 —¢) et
X(@), t €[0,1], ont méme loi) si et seulement si v est une (P, dy)-mesure de

Gibbs sur RZ.

Preuve. Si v est une (¢,dy)-mesure de Gibbs, d’aprés le Théoréme 4.8, la

loi Q solution de (3.3) avec X (O)(i)v est une (P, P )-mesure de Gibbs sur
C(0,1)% associée au potentiel & d’hamiltonien £ donné par

(@) = Hi(@) + hi(@(0)
1
= 5 (@) + 3 k(@)

1
-/ (;Ahi<w<s>> > §<vjhj>2<w<s>>> ds.
0 J

H est clairement invariant par retournement du femps. La loi Q7 du proces-
sus retourné est donc une mesure de Gibbs de hamiltonien H par rapport
la mesure de référence P?V retournée. Mais celle-ci est aussi invariante par
retournement du temps. Donc Q~ est une (P, P%)-mesure de Gibbs, comme
Q. D’apres le Théoréme 4.9, c’est la loi solution du méme systéme (3.3) avec
pour loi initiale vi, ou v; est la lot de X(1) sous Q. Montrons que v = vj.
X(1/2) a méme loi vy, sous O et sous Q™. Mais Q (resp. Q) étant markovi-
enne, vi (resp. v) est la loi au temps 1/2 de la solution de (3.3) issue de vij,.
Donc v = vy et I’égalité g = O~ provient alors de ['unicité en loi des solutions
de (3.3).

Réciproquement soit v une mesure réversible. Pour v presque tout y, Q7
est une (P, P”)-mesure de Gibbs d’aprés le Théoréme 4.8. Donc 7 satisfait
I’équation d’¢quilibre (2.13) (Théoréme 2.11), ce qui entraine que Q satisfait
également (2.13). D’aprés la remarque 5.14, on en conclut que v est Gibbs
associée a une interaction donnée par (5.8). Un calcul que nous avons déja fait
montre que cette interaction n’est autre que ¢. 0

On peut aller plus loin en décrivant completement le retournement du temps
dans le cas non stationnaire. Pour simplifier la discussion qui suit nous nous
contenterons de regarder le cas ol u est la mesure de Lebesgue.

(5.16) On note R I"opérateur de retournement o — R(w) ot R(w)(t) = w(1 —1).
Soit Q une (&, P?)-mesure de Gibbs satisfaisant les hypothéses du Théoréme
5.1, 0" = QoR™ la mesure image de O par R.

Il est immediat que Q™ est une (& o R, P?Y)-mesure de Gibbs. Donc si H? o R
est L? différentiable, O~ est solution d’un systéme

(5.17)
Vi€ Z%, dXi(t) = dWi(t) + (1) dt ,

avec B (t) = —Eg(D{(H? o R)/F), O-p.s. pour presque tout 7 .
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Reprenons alors 1’équation (5.9)
Eg(f(X@NXi(1) — Xils))) = (¢ = $)Eg(Vif (X(1)))
(5.9) —Eg (f X)) Dy, H; ) :
qui donne
Ep-(f(X(1 = 0))(X(1 — 1) = X(1 = 5))) = (£ = 9)Eg(Vif(X(2)))
~Ep (f&x@) i, A .

On peut diviser par ¢ — s et faire tendre s vers ¢, ce qui donne pour presque
tout £

(5.18) | ,
—Ep-(f(X(L =) (1 = 1)) = Eg(Vi f(X(1))) + Eo (S (X(2)) Bi(2)) ,

soit encore
(5.19) —Eo(Vif(X(t))) = Eg(f(X(1)EQ[(B; (1 — 1)) o R+ B(1)/X(D)]) .

Donc, pour presque tout #,v;, la O loi de X(t), est une (@(t),dy) mesure
de Gibbs, pour un @(¢) convenable, par un argument similaire a ceux de la
Proposition 5.7, et ses densités conditionnelles pi(x;/x;) vérifient

a .
(5:20) 3 Pili/xie) = Eg[(B; (1 — 1)) o R+ B()/X() =x] QO ps.

En dimension finie, on retrouve le résultat de dualité de Kolmogorov (cf.
également [F52]). En dimension infinie on retrouve ainsi une partie des résultats
de [F-W] (cf. [M-N-S] pour des résultats plus généraux dans le cas markovien).
Tl est également possible d’étendre ces résultats au cas ol 1 n’est plus la mesure
de Lebesgue, la mesure retournée (P*)~ étant alors un pont brownien. Dans
ce cas (5.20) est inchangé, mais la description du drift backward dans (5.17)
doit étre modifiée.
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