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1 Einleitung

Die Stochastische Integration befasst sich mit der Integration von Prozessen, die nicht
im Sinne von Lebesgue und Stieltjes integrierbar sind, dies sind stochastische Prozesse
mit unendlicher Variation. Entwickelt wurde diese Theorie in den 1940er Jahren von
dem japanischen Mathematiker It6 Kiyoshi, welcher die Wahrscheinlichkeitstheorie mit
diesem Durchbruch revolutionierte. Im Jahre 2000 erschien allerdings der versiegelte
Brief ,,Sur 1 "équation de Kolmogoroff* vom bereits 1940 verstorbenen Wolfgang Déblin,
der einige Resultate iiber Stochastische Integration von Ito vorwegnahm, daher wird
diese Theorie auch Ito-Doblin-Kalkiil genannt. Nun stellt sich die Frage, inwieweit sich
diese Theorien auch in diskreter Zeit iibertragen lassen und inwiefern sich die Ergeb-
nisse von der stetigen Version unterscheiden. Diesen Problemstellungen wird in der
vorliegenden Arbeit nachgegangen.

Die wesentliche Grundlage fiir die Untersuchung bildet der Beitrag von Privault [12],
welcher Funktionale von diskreten Normalmartingalen auf Basis des Malliavin Kalkiils
betrachtet und die Basisoperatoren der stochastischen Analysis (Gradient und Diver-
genz) fiir Bernoulliprozesse in diskreter Zeit einfithrt. Wang et al. [18] prisentieren
dazu einen alternativen Ansatz, im Gegensatz zu Privault arbeiten sie auf einem kom-
plizierteren Raum ¢%(T") (T ist die endliche Potenzmenge von N), allerdings erhalten
viele Ergebnisse durch kombinatorische Eigenschaften von ¢2(T") eine sehr einfache und
umgéngliche Form. Es werden auch Gradient- und Divergenzoperator vorgestellt, wobei
besonders letzterer unter diskreter Fouriertransformation sehr zugénglich zu handha-
ben ist. Interessante Beitrige liefert auch Leitz-Martini [10], der seine Untersuchungen
auf einer diskreten Version des Intervalls [0, 1] durchfiihrt und diese mit einem Maf
versieht. Er entwickelt eine Beziehung zwischen diskreter Brownscher Bewegung und
diskretem weiflen Rauschen, wobei die Theorie des Wickprodukts und der Walshzerle-
gung eine zentrale Rolle spielen.

Die vorliegende Arbeit ist in 6 Kapitel untergliedert, dabei wird zunéchst eine Familie
von diskreten Normalmartingalen betrachtet, auf Grundlage derer wir im Anschluss
das diskrete stochastische Integral fiir vorhersehbare, quadratintegrierbare Prozesse
konstruieren. Unser Augenmerk wird darauffolgend auf einer diskreten Version der
Ito-Isometrie liegen, anschlieffend fithren wir das multiple diskrete stochastische In-
tegral fiir symmetrische Funktionen auf N™ ein und untersuchen diese auf Isometrie-
und Martingaleigenschaften. In Kapitel 3 spezifizieren wir die Anforderungen an die
Klasse der Normalmartingale, die Erfiillung einer Strukturgleichung bringt sie in Ver-
bindung mit Bernoulliprozessen. Darauf folgend fithren wir Chaos- und vorhersehbare
Représentation von Zufallsvariablen ein und zeigen, dass diese Darstellungen unter den
Bedingungen aus Kapitel 3 existieren.

Im darauffolgenden Abschnitt bestimmen wir diese Darstellung dann explizit, dieses
zentrale Ergebnis ist auch bekannt als Clark-Ocone Formula. Um dieses Resultat zu
erreichen fithren wir einen Gradient Operator D ein, der eine Art diskrete Malliavin
Ableitung ist und als endlicher Differenzoperator fiir stochastische Integrale fungiert.
Der Divergenzoperator ¢ wird im darauffolgenden Abschnitt als adjungierte von D ein-



gefiihrt, er stellt eine Erweiterung des diskreten stochastischen Integrals aus Kapitel 2
dar und mit ihm ist es nun moglich, nicht vorhersehbare Prozesse zu integrieren. Der
Divergenzoperator, auch Skorohodintegral genannt, wird mit dem stochastischen Inte-
gral verglichen und Unterschiede in Darstellung und Isometrie erarbeitet. Im letzten
Kapitel wird eine diskrete Version von Itos Lemma vorgestellt, welche im Anschluss
zusammen mit der Clark-Ocone Formula im Cox-Ross-Rubinstein-Modell angewandt
wird. Wir konstruieren eine Hedgingstrategie fiir einen beliebigen Claim und wenden
diese auf eine européische Put-Option an.

2 Stochastische Integration

2.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden wir nach ein paar grundlegenden Einfithrungen, den Be-
griff des diskreten stochastischen Integrals in Abschnitt 2.2, sowie den des multiplen
diskreten stochastischen Integrals in Abschnitt 2.3, vorstellen und analysieren. Unser
Augenmerk wird dabei jeweils auf einer diskreten Version der It6 Isometrie, sowie der
Martingaleigenschaft des stochastischen Integrals liegen.

Sei (Y, )nen eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Zustandsraum (€2, F, P) und sei
(Fpn)n>—1 die Filtration, die von (Y},)nen erzeugt wird, also

‘F—l = {®7Q}7

und

Fn=0Yy,..,Y,),n>0.

Wir wollen nun das diskrete Normalmartingal einfithren, dafiir wird noch einmal an
den Begriff der Messbarkeit erinnert. Eine Zufallsvariable X ist JF,-messbar, wenn sie
als eine Funktion

X = fu(Yo, ..., Yy)
von Yy, ..., Y, geschrieben werden kann, wobei f, : R"*! — R.

Definition 2.1. Ein quadratintegriebarer Prozess (M, )nen auf (Q, F, P) welcher F,-
messbar ist, heifit diskretes Normalmartingal, wenn er

i) E[My|F-1] = 0 und E[M,,|F,—1] = M, fiir n > 1, sowie
ii) E[M3|F_1] = 1 und E[M?2|F, 1] = M2 | + 1 fir n > 1

n

erfullt.



Beispiel 2.2. Sei (X,,),en € {—1,1} eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter
Zufallsvariablen mit X, ~ B%, M, = > X; und F,, = (M, ..., M,,). Dann erhalten
=0

7

wir
1 1
E[Mo|F~1] = E[Xo|F_1] = E[Xo] = 5 = 5 =0
und
E[My|Fooa] = E[Moo1 + X Foi]
= Mp—1 + E[Xn’]:n—l]
= n—1 -+ E[Xn]
= n—1,
sowie
2 2 2 1 ]_
E[MOI'F*I] = E[X0|.F71] = E[XO] = 5 + 5 =1
und

E[Mﬂfnfl] = E[(Mnfl + Xn)2‘fn71]
= Mg—l + 2Mn—1E[Xn|~Fn—l] + E[X721|]:n—l]
= M? | +2M,E[X,] + E[X]]
= M? | +1,

somit ist M,, ein diskretes Normalmartingal.

Im folgenden Abschnitt werden wir das diskrete stochastische Integral einfithren, wobei
diskrete Normalmartingale die Rolle des Integranden iibernehmen werden.

2.2 Das diskrete stochastische Integral

Wir wollen nun das diskrete Stochastische Integral einfiithren, welches analog zum ste-
tigen stochastischen Integral definiert ist. Sei dazu (uy)gen ein adaptierter Prozess

und (M,,)nen ein diskretes Normalmartingal, dann ist das Stochastische Integral von u
beziiglich M als

o0

/udM = iuk(Mk — M)

0 k=0



definiert (vgl. [14]).

Zur Anschauung interpretieren wir M, als den Preis einer Ware zur Zeit n und u,, als
die Anzahl an Wareneinheiten in unserem Besitz. Andert sich nun zwischen n — 1 und
n der Wert unserer Ware, so dndert sich auch der Wert unseres Warenkorbes, und zwar

um u, (M, — M,_1) Einheiten. Die Bilanz zwischen 0 und n ldsst sich also dementspre-

chend als Y wu, (M) — My_1) darstellen.
k=0

Diese Definition des stochastischen Integrals wird nun noch ein wenig modifiziert, dazu
konstruieren wir mithilfe eines diskreten Normalmartingals (M,,),en wie folgt einen
weiteren stochastischen Prozess (X,,)nen:

XOZMO and Xn:Mn_Mnfla 77,2 1.

Fiir die beiden ersten bedingten Momente erhalten wir

E[Xn|Fn—1] - E[Mn - Mn—1|Fn—1] = Mn - Mn—l =0

und

E[szz’]:nfl] = E[(Mn - Mn71>2|}—n71]
= E[Mm"rn—l] - 2Mn—1E[Mn|Jrn—1] + E[Mr%—1|"rn—1]
=M?  +1—2M, + M,
=1.
Per Konstruktion ist der Prozess (X, ..., X, )n>0 also ein diskretes Normalmartin-

gal und (X,,),en kann als Storungsgrofle angesehen werden. Im folgenden stellen wir
folgende Annahmen an unseren Ausgangsprozess (Y;,)nen:

Annahme 2.3. Wir machen die Annahme, dass der Prozess (Y, )nen:
i) bedingt zentriert ist:

E[Y,|F.-1] =0, n >0, (2.1)
it) und die bedingte quadratische Abweichung erfillt:
E[Y?|Fo1]=1, n>0. (2.2)

Mithilfe von (Y},),en ergibt sich nun eine weitere Definition des stochastischen In-
tegrals, welche wir von nun an nutzen werden.

Definition 2.4. Sei (uy)ren eine gleichméfig beschriankte Folge von Zufallsvariablen
mit endlichem Triger in N, das heifit es existiert ein N > 0, sodass u, = 0 fiir alle
k > N. Dann ist das stochastische Integral J(u) von (uy)gen definiert als

k=0



Man erkennt schnell, dass der stochastische Integraloperator linear ist, durch nach-
rechnen kommen wir auf

J(a-u+b-v) :Z(a-uk+b-vk)Yk:aZukYk—l—vakYk =a-J(u)+b-J(v),
k=0 k=0 k=0

wobei a,b € R und (uy,)nen, (Un)nen gleichméfBig beschriankte Folgen von Zufallsvaria-
blen mit endlichem Trager in N.

Im Folgenden wollen wir den Begriff des diskreten stochastischen Integrals erweitern
und einige Eigenschaften beweisen, die im Verlauf dieser Arbeit von duflerster Wichtig-
keit sind. Folgender Satz kann als diskrete Version der It6 Isometrie angesehen werden,
dazu sei daran erinnert, dass eine Folge (uy,)nen von Zufallsvariablen JF,-vorhersehbar
ist, wenn w,, J,,_1-mef3bar ist fiir alle n € N.

Satz 2.5. Seien (Up)nen, (Vn)nen € L2(2 x N) quadratintegrierbarere, vorhersehbare
Prozesse. Dann erweitert sich der stochastische Integraloperator J iber die (bedingte)
Isometrieformel zu

E[J(l[noo )J(l[n OO)U)‘.F” 1} = E[(l[noo Uu, 1[noo >22(N)|fn—1]’ n € N. (2.3)

Beweis: Wir werden die Behauptung erst fiir beschrankte, vorhersehbare Prozessse,
mit endlichem Tréger in N, zeigen und danach die Aussage auf quadratintegrierbare
Prozesse in L*(Q2 x N) erweitern.

Seien also (uy)nen und (v,)nen beschriankte, vorhersehbare Prozesse mit endlichem
Triger in N, dann gilt .Y, ist fiir 0 < k < | F_i;-mefibar, sowie ugYjv; ist Fp_1-
meBbar fir 0 <[ < k. Aus den Eigenschaften der bedingten Erwartung und Aufgrund
unserer Annahmen an (Yj)gen folgt damit

E [J (L0 ) I (Lo )| Fomt] =E | D wYe ) szzIJ-"n1]
=E|> ukmmfn_l]

Lk,l=n

=E Zukvk}/k + Z up Y1 Y, + Z UkYkUlY|~Fn 1

n<k<l n<l<k

= ZE [ Y2 | Froal| Fua] + D E[E[urYioYi|Fiy ][ Fooi]

n<k<l

+ Z E[E[us Yiv,Yi| Fror]| Fri]

n<l<k



= E[ugok E[YZ|Foca] |Faci] + > E[wnYivs EV|Fioq] | Fi]
— S—

+ ) ElunYio E[Yi| Faci] [Faci]
n<l<k T/

I
m
=
-
4
=
N
L

=E [(1[n700)u, 1[n,oo)v>£2(N)’fn71] ,

was die Aussage (2.3) fiir beschriankte, vorhersehbare Prozesse mit endlichem Tréger
in N zeigt. Mittels eines Cauchyfolgen-Arguments kann man nun die Erweiterung zu
L2(22xN) zeigen. Sei dazu (u"),en eine beschriinkte, vorhersehbare Folge mit endlichem
Triger, die gegen u € L*(Q2 x N) konvergiert, sie kénnte z.B. von der Form

(G (UZ)keN = (uk1{0§k<n}1{\uk|§n})k€Nu n €N,

sein. Wir wollen nun zeigen, dass die Folge (J(u")),en eine Cauchyfolge ist, in diesem
Fall konvergiert sie auch in L?(Q).

Da u™ gegen u in L*(© x N) konvergiert, ist (u™),en auch eine Cauchyfolge, d.h. es
existiert ein N € N, sodass

[u™ — u"|[L2xn) <€

fiir alle m,n > N. Somit folgt unter Anwendung von (2.3) fiir beschrénkte, vorherseh-
bare Prozesse mit endlichem Trager

17 (™) = J(u®) || 2@) = lu™ = @[ 2(xn) <€

fur alle m,n > N. Daraus folgt, dass (J(u"))nen eine Cauchyfolge ist und somit in
L?(2) konvergiert. Somit kénnen wir

J(u) == lim J(u*)
k—o0
definieren. Analog gelten diese Uberlegungen auch fiir (v,),en und somit ist (2.3) fiir
(tn)neN, (Vn)nen in L2(Q x N) gezeigt, da der Limes offensichtlich nicht von den Folgen
(u})ken bzw. (V})ren abhéngt. O



Fiir n = 0 erhalten wir dementsprechend die unbedingte Version

E[J(u)J(v)] = E[(u, v)en],

fiir alle quadratintegrierbaren, vorhersehbaren Prozesse (uy)ren und (vg)gen-

Dies ist das gleiche Ergebnis, welches bereits im stetigen Modell gilt. Eine Anwendung
der It6 Isometrie findet sich unter Anderem in der Berechnung der Varianzen fiir sto-
chastische Integrale. Betrachte das stochastische Integral J(u) als Zufallsvariable, dann
berechnet sich das zweite Moment mittels der Ito Isometrie zu

E[J(v)?] =E [(u,u)n)] = E [Z ui] = Z: E [uz] .

Beispiel 2.6. Sei u, = 1 n(k)Yi—1 € Fir—1, wir wollen nun die Varianz des stochas-
tischen Integrals J(u) berechnen. Unter Anwendung der It6 Isometrie (2.3) und der
Annahme (2.1) ergibt sich diese als

Var(J(u)) = E[J(u)?] — E[J(v)]?

E[(u u 22(N [Zl Yk:—IYk

k=0

g E[(1j1,n(k)Yio1) kz E[Yi_1 E[Yi| Fri]]
>

=0

Die Aussagen der folgenden zwei Sétze sind ebenfalls auf den stetigen Fall zuriickzufiihren.

Satz 2.7. Sei (up)ren € L*(Q2 x N ein vorhersehbarer, quadratintegrierbarer Prozess.
Dann gilt

E[J(u)\}"k] = (ulok]) k € N.

Beweis: Durch einfaches Nachrechnen erhilt man

1=0

E[J(u)|F] =E [Z w;Yi| Fi




:ZE[WYAHH > E[uYi| Fi]

i=k+1
— Zuzy + Z Efu;Y;| Fio1] | Fi)
i=k+1
= ZulY + Z E[Y;|Fia] | Fil
imht1 T

= Z u;Y;
i=0

= J(Ul[o’k]),

und hat damit den Satz bewiesen.
O]

Aus Satz 2.7 konnen wir somit schlussfolgern, dass das diskrete stochastische Inte-
gral J(u) eine zentrierte Zufallsvariable ist. Wir erhalten ndmlich:

E[J(u)] = E[J (w)[F1] = E[E[J(w)| Fo] [ 1] = B[ (uloy)| F1]
= EluoYy|F-1]
= U E[}/E)lf—l]
=0
= 0.
Weiterhin schlussfolgern wir aus Satz 2.7, dass (J(uljox]))ren ein Martingal ist.

Satz 2.8. In Bezug auf (F,,)n>—1 ist das unbestimmite stochastische Integral (J(uljox))ren
ein diskretes Martingal.

Beweis: Die Martingaleigenschaft ldsst sich unter Anwendung von Satz 2.7 nachvoll-
ziehen. Wir erhalten

E[J (ulio 1)) Fi] = E[E[J (u)| Fria] | Fi]
= E[J(w)|F]
= J(ulpw),
somit ist (J(uljo))ken ein diskretes Martingal. O

Im spéteren Beispiel 3.1 werden wir uns mit so einem Martingal beschéftigen und
verschiedene Realisationen simulieren. Im folgenden Abschnitt wollen wir den Begriff
des multiplen diskreten stochastischen Integrals einfithren, unsere Annahme (2.1) und
(2.2) an (Y% )ken bleibt dabei wie auch im Weiteren Verlauf der Arbeit erhalten.

10



2.3 Das multiple diskrete stochastische Integral

Wir wollen nun das multiple diskrete stochastische Integral einfiihren, zunéchst werden
wir dies nur fiir symmetrische Funktionen definieren, am Ende des Abschnittes wird
der Begriff des Integrals allerdings auch auf nicht symmetrische Funktionen erweitert.

Definition 2.9. Sei (*(N)°" C ¢*(N") der Raum der Funktionen aus ¢*(N"), die sym-
metrisch in n Variablen sind. Eine Funktion f, € £2(N)°" erfiillt also

fn(kg(l), e kg(n)) = fn<k1, ...,kn), kl, ey k, €N
fiir alle Permutationen o von {1, ...,n}.

Wir wollen nun das multiple diskrete stochastische Integral einfiihren, welches wir
als J,,(f,) notieren. Dazu identifizieren wir ¢*(N)°* als R, also gilt Jo(fo) = fo mit
fo € R. Fiir f; € *(N) setzen wir

Ti(f) = J(h) =) k)Y,
k=0
was aus Definition 2.4 fiir einfache diskrete stochastische Integrale iibernommen wurde.
Die folgende Definition fithrt nun den Begriff des multiplen stochastischen Integrals ein.

Definition 2.10. Fiir f, € (*(N)°" ist das multiple diskrete stochastische Integral
Jn(fn) rekursiv definiert:

To(fn) =1 ) Yedna(ful, k)L poqnr (), n > 1,

k=0

dabei ist f,(*, k)1[k—1jn-1 () definiert als

(i1, oy tn—1) = fali1, s in—1, k)L p—17(i1) - - Lo p—1] (n—1)-

Im folgenden Satz wird nun eine weitere, dquivalente Darstellung des multiplen
stochastischen Integrals gegeben, dafiir definieren wir

Dp=A{(ky, . kn) €Nk £ Ky 1 < i < j <n}.

Satz 2.11. Fiir das multiple diskrete stochastische Integral J,(f,) von f, € (*(N)°"
qgilt

Jn(fn) = Z fn(lhazn)YuY;n (2'4)



Beweis: Aufgrund der Symmetrie von f,, € £2(N)°" lisst sich (2.4) umschreiben zu

In(fn) = n! Z Julit, o in)Yey - Yy, (2.5)

0<iy <+ <in

Unter Anwendung von (2.5) wollen wir nun mittels Induktion iiber n den Satz bewei-
sen.
Induktionsanfang : n =1

Fiir den Fall n = 1 erhalten wir

Ji(f1) =1 Yado(fi (v, k)L pegpo (%))

k=0

=> Yifi(k)
=Y fili)Yi,,

11E€EA

womit der Fall n = 1 bewiesen wére. Kommen wir nun zum
Induktionsschluss :n—n+1
Unter Benutzung der Induktionsvoraussetzung und (2.5) ergibt sich

Jni1(fos1) = (n+1 ZYk (fat1 (% k) Lo —11n (%))

= <n+ 1)ZYI€ Z fn+1<ila"'77;n7k)1[0,k—1}"(7;17"'ain)}/il }/;n
(il ..... in)GAn

= (n + 1)' Z anJrl 7/17 .. Zn7 )1[0,k—1]"(i17 7271)}/;1 te }/anka

0<i1 < <tp, k=0

beachtet man nun, dass 1y ,_1j» = 0 fiir £ <n — 1 <4, bekommt man

Jns1(for1) = (n+1)! Z an—l—l (i ey s k) Ljo g1y (i1 ooy 8) Yiy -+ - Y3, Vi

0<i1 <--<in k=0

= (n+1)! Z Z S (iv, o in, B)Yi, - Y3, Y5

0<t1 <<t k=in+1

=+ Y fapa(in i B Y Y

0<iyr < <in<k

= Z fn(,é:l?"'?in“rl)}/;l...}/;n-&-l?

(1150 sin+1)EDR 41

12



somit ist (1.4) bewiesen.
[l

Bemerkung 2.12. Leitz-Martini hat in [10] die Walsh Zerlegung von Zufallsvaria-
blen auf A = {0, +, ..., X1} (diskrete Version des Intervalls [0,1]) eingefiihrt, diese ist

N
vergleichbar mit > J,(f,), den stochastischen Integralen aus Satz 2.9.

n=0

Analog zu Satz 2.5 wird nun eine diskrete Version der Isometrie fiir multiple diskrete
stochastische Integrale vorgestellt.

Satz 2.13. Das multiple diskrete stochastische Integral J,,(f,) von f, € (*(N)°" erfillt
folgende Isometrieformel:

1 1> Gm ) ¢2 (N I _ :
E[J.(fn)J, (gm)]:{g< A frs Gm) 2 (Nm) f;nif m

Beweis: Zunéchst werden wir zeigen, dass fir 0 < iy < -+ <, und 0 < j; < -+ < J,
E[}/;l T }/;7LY}1 U Y]n] = 1{i1:j1 ~~~~~ in:jn}’ (26>

Dafiir nehme an, dass es ein i; # j; gibt, ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei
(17, 7;) nun das grofite dieser Paare und es gilt 4, < j;. Dann ergibt sich

B[V, Vi ¥y Yol = BV YiYi, Y B, VRIF ]
= E[Y;1 T Y;le;d T }/}l—lE[}/}l E[YﬁHE[' e E[Y;i’f:hrl] e ']|El+1*1} |'F:7'l*1H
——

[

{1

= E[Y;1 T Y;le;d T }/}l—l E[Y}z“’rjﬁl]]
————

=0
gilt allerdings ¢; = j1, ..., %, = Jn, SO erhélt man

E[}/'L )/741}/‘71 ..Y]n]

B[y - Y]
= E[E[YE[ - - E[Y] |Fj,—1] - -+ ]| Fju-]]
N———

=1

1.

Sei nun m # n, dann gibt es offensichtlich ein i, # j; fir (iy,...,4,) € 24, und
(J1s ey Jm) € LA, somit folgt

13



ELY;, Y, Yy 5, ] = 0.

Also erhalten wir letzendlich unter Anwendung von (2.5) und (2.6)

E[u(fu) Jun(gm)] = 2mlE | S" fulity i)Y Ve, > gt i)Y - Y

0<7,1< -<in O§j1<"‘<]'m
0<i1 <+ <ip 0< g1 <+ <jrm ;6
= O’
und
E[Jn(fn) Jn(gn)] = (n)” > Falin, coes 0n) Gty oos i) ENV - Y3, Y5 - Y5, ]

0<i1 <+ <in 0<j1 < <jn —1y ey .
11=J1s--tn=Jn

=n)* > faliv,erin)gn(in, yin)

0<in <+ <in

— ) Z Tty ooy in)Gn(it, .oy in)

=n! <1Anfn7 gn>62(N")7

womit die Isometrieformel bewiesen ware.

]

Zum Schluf} dieses Abschnittes mochten wir zeigen, dass es sich bei (J,( fnl[O,k]n)neN
um ein Martingal handelt. Wir erhalten also das gleiche Ergebnis wie bei dem einfachen
stochastischen Integral (vgl. Satz 2.7). Um dies zu zeigen beweise zuerst folgenden Satz.

Satz 2.14. Fiir allen > 1 und f, € (*(N)°™ erhalten wir

E[Jn<fn)|~’rk] = Jn(fnl[o,k]n), k € N.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber n. Dabei gilt der Fall n = 1
nach Satz 2.8, also erhalten wir im
Induktionsschritt :n—n+1

E[ st (for) |l = E[(n+1) Y Yidu(fara (%, ) L1y (%)) il

1=0
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=(n+1) ZYE (fagr(* 2)1[0@ 1]”( %)) Fi]

+(n+1) Z E[YiJn(frt1 (%, 1) Lj0,i—1gn (%)) | F]
i=k+1

.
= (n+ 1)) Yidu(fura (5, 8) Lo i1 (4) Lp agesr (%,4))

i=0
Z E[Jn(frra(x, 1) L0 (%)) E[Yi| Fia] [ Fi]
i=k+1 cF =0

=(n+1) Z Yidu(faa1(%,9) Lo g (%, ) Lo,i—1)n (%))

= Jn1(fat1djo gnt1).
Il

Daraus kénnen wir schlussfolgern, dass es sich auch bei dem multiplen diskreten
stochastischen Integral wegen

E[Jn(fn)] = E[E[Jn(fn)|Fol] = E[Jn(fn)Li00p] = 0, n = 1, (2.7)

um eine zentrierte Zufallsvariable handelt. Die Martingaleigenschaft folgt ebenso aus
Satz 2.14.

Satz 2.15. In Bezug auf (F,)n>—1 ist das unbestimmte multiple stochastische Integral
(Jn(fadomr))ken ein diskretes Martingal.

Beweis: Durch einfaches Nachrechnen und unter Benutzung von Satz 2.14 kann man
die Martingaleigenschaft

E[Jn(falionsie) | Fi] = E[E[Jn(fo) | Frsa] | Fi]
= E[Jn(fn) | F]
= Ju(fnlpop)

zeigen. Somit ist (J,(fnlpmn))ken €ein diskretes stochastisches Martingal beziiglich
(-Fn)neN~ ]

Eine Analyse eines solchen Prozesses wird in Beispiel 3.2 vorgestellt und verschiede-
ne Trajektorien simuliert. Bisher haben wir das multiple diskrete stochastische Integral
Jo(fn) nur fiir symmetrische Funktionen f,, € £2(N)°" definiert, allerdngs kann man es
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auch fiir alle Funktionen f, € *(N") angeben. Fiir nicht symmetrische Funktionen

fn € 2(N™) ist die Symmetrisierung f,, zu

. . 1 . . . . n
Julity eoyin) = ] Z flioiys o fogy)s 15 in € N, (2.8)

' Uezn

und das multiple diskrete stochastische Integral als

Ta(fn) = Ju(fu)

definiert. Im folgenden Kapitel werden wir den Begriff des stochastischen Integrals fiir
unsere Bediirfnisse noch etwas konkretisieren, indem wir uns etwas genauer mit dem
Prozess (Y, )nen beschiftigen, welcher als Integrator fiir unser diskretes Integral dient.
Dabei wird (Y},)n,en mit einem Bernoulliprozess in Verbindung gebracht, welcher den
Prozess vollkommen bestimmt.

3 Die Rolle des Bernoulliprozesses

3.1 Diskrete Strukturgleichung

In diesem Kapitel gehen wir noch ein wenig genauer auf unseren Integratorprozess
(Yi)ken ein, welcher bis bisher nur Annahme (2.1) und (2.2) erfiillen musste. An die-
sem Punkt kniipfen wir an und werden weitere Bedingungen an (Yj)ren stellen, um
ein konkreteres Objekt zu erhalten. Dabei wird ein Bernoulliprozess (X,,),en €ine ent-
scheidende Rolle spielen und mit (Y},),en in Beziehung gebracht. Aufbauend darauf
stellen wir danach ein paar Beispiele und Simulationen vor, die auf diesem prézisierten
Prozess (Yj)ren basieren.

Von nun an nehmen wir an, dass, gegeben F,_1, Y,, genau 2 Werte annehmen kann.
Demzufolge muss Y,, die quadratische Gleichung

Y2 = (bn(yba '--7Yn—1) + Spn(yba "-7Yn—1)Yna n e Na

n

fiir (®,,)nen und (@p)nen Frn-vorhersehbar, erfiillen. Wegen Bedingung (2.1) und (2.2)
muss P@,, identisch 1 sein, also erhalten wir

Y?=1+¢,Y, ncN, (3.1)

welche wir die diskrete Strukturgleichung nennen. Die Losung von (3.1) ist gegeben
durch
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2

und somit existiert ein F,,-adaptierter Bernoulliprozess (X, ),en von Bernoulli-verteilten
Zufallsvariablen mit Werten in {—1,1}, sodass wir

@ ©\?2
Y, =< +X, (-) 1
5+ 5) +

erhalten. Seien nun

Pn = P(Xn = 1|Fn—1) und g, = P(Xn = _1|fn_1), n € N, (3.2)

dann erhalten wir fiir den bedingten Erwartungswert

o=emird=n (5 /(5 ) eu (507 )

und somit

b FVINGE) e vARE 1
—_—

%
3
N | —

e/ = =2 (en— i+ L)

n 4+n
@)/ 90: p

0
©2 o A+ 02
qn+4+90 ¢ 4
Qn — DPn Q_n_Qn_pn

Dn Do \/GnPn

Nach einsetzen von ¢,, erhalten wir letzendlich fiir Y,,:

= On =
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©n ©n
vy, =% x 1 ( )
>t + (5

pn <Qn - pn)2 Pn (Qn - pn)2
=1rx,- 14+ ——" | +Lx,—— 14—
=1} (2\/ 4pnan ) =1 (2\/ann 4pnqn

-1 qn — Pn + (Qn +pn)2 + 1 qn — Pn — (Qn +pn>2
o=ty 2v/Prln =1 2y/Prln

2pn
zl{anl} 2\/— + {Xn:—l} 2\/ﬁ ’

demzufolge gilt

Y, = 1{Xn=1}1 /;—n — 1{Xn=—1}1 / %, n € N. (34)

Fiir unsere Folge (Y}, ),en haben wir also eine sehr konkrete Darstellung gefunden,
die allein durch einen Bernoulliprozess (X,,),en und die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten
pn und ¢, bestimmt ist.

Im folgenden Beispiel wird nun unter Verwendung von (3.4) ein stochastisches Integral
unter verschiedenen Wahrscheinlichkeiten p,, simuliert.

Beispiel 3.1. Sei (X,,)nen ein Bernoulliprozess zu {—1, 1}-verteilten Zufallsvariablen

wie in (3.2), Y, = Lix, =1y /2 — Lix,=—1}4/ 2% und (un)nen definiert als

ug = 100, w, = up—1 + 1{Yn_120} - 1{Yn_1<0}7 n > 1.

Man konnte hierbei Y,, als die Preisschwankung einer Aktie ansehen und u,, als die
Anzahl an Aktien, die man hélt, wobei man zum Zeitpunkt 0 mit 100 Aktien startet
und jeweils eine zum Zeitpunkt n verkauft, wenn der Aktienkurs in der Periode n — 1
gefallen ist, bzw. im Fall Y,,_; > 0 eine hinzuzukauft. Offensichtlich ist (u,)nen €in
vorhersehbarer Prozess. Wir wollen nun das stochastische Integral J(uljy y_1j) in zwei
Féllen simulieren, im ersten Fall gelte

. 1—(1=p,1)? fallsY, » <0und Y, ; <0,

. Pn={P: falls V.o >0und Y,,_; >0, n € {2,..., N — 1},

Po=p1=2

N

sonst,

und im zweiten
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N —n
N+1’

Dn = ne{0,..,N—1}.

In Abbildung 1 und 2 wird der Prozess J(uljy) fir k£ € {0,...,249} dargestellt.
Abbildung 1 liegt dabei dem ersten Fall, Abbildung 2 dem zweiten Fall zugrunde. Es
wird auch deutlich, welch wichtige Rolle die Wahl von (p,,)nen spielt, die beiden Simu-
lationen unterscheiden sich auf den ersten Blick sehr stark.

In Abbildung 1 halten sich im gesamten Intervall die Anzahl von Spriingen nach oben
und unten in etwa die Waage, auch die Sprunghohe variiert wenig, da sie von p, be-
stimmt wird. Allerdings erkennt man, dass nach einigen Spriingen in die gleiche Rich-
tung die Sprunghche grofler wird, welches der Konstruktion der p,, zu verdanken ist.
Man erkennt dagegen auf Abbildung 2, dass die Sprungrichtung und die Sprunghohe
sehr stark variieren iiber das Intervall. In den ersten 50 Zeitschritten ist p,, sehr grof,
und damit finden sehr oft Spriinge von geringer Hohe nach oben statt, allerdings ha-
ben die seltenen Spriinge nach unten auch eine sehr hohe Gewichtung. Dies ist in den
letzten 50 Zeitschritten allerdings genau umgekehrt, da p,, dort sehr klein ist. Zwischen
diesen Extremen verhélt sich der Prozess in etwa so wie in Abbildung 1.

In beiden Abbildungen léasst sich auch ein Martingaltypisches Verhalten des Prozes-
ses J(ulp ) erkennen, das es sich bei J(ulpy) um ein Martingal handelt, haben wir
bereits in Satz 2.8 gezeigt.

4000 —

2000

1000

-1000

2000

_—" | | | | |
o

Abbildung 1: Folge J(ulp ) fiir k € {0, ...,249} fiir Fall 1.
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Abbildung 2: Folge J(uljy) fir k € {0, ...,249} fiir Fall 2.

In Abbildung 3 und 4 ist jeweils ein Histogramm fiir J(uljp249)) zu je 100000 Si-
mulationen dargestellt. Diese Groflen entsprechen 100000 Werten von Prozessen wie in
Abbildung 1 bzw. 2, zur Zeit 249. Es lisst sich deutlich erkennen, dass J (u1[07249]) eine
zentrierte Zufallsvariable ist, zudem ist sie auch symmetrisch, was bei stochastischen
Integralen nicht unbedingt gelten muss, wie wir es spéter in Beispiel 3.2 noch sehen
werden.
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Abbildung 3: Histogramm fiir J(uljg 24g)) fiir Fall 1 fiir 100000 Simulationen.
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Abbildung 4: Histogramm fiir J(uljg 24g)) fiir Fall 2 fiir 100000 Simulationen.

21



Durch die Darstellung von Y,, durch einen Bernoulliprozess (X,,)n,en erhalten wir
also eine sehr genaue Vorstellung von dem Verhalten unseres Integranden Y,,. Sei nun

X, +1
2

Z, = €{0,1}, n €N, (3.5)

dann konnen wir (3.4) auch umschreiben zu

dn Pn
{Xn=1}4/ n { 134/ n

- Lix=13gn — Lix,=—13pn

= , neN. (3.6)

Wir bekommen also eine weitere Darstellung von Y,, mittels eines weiteren Bernoul-
liprozesses, welcher aus {0, 1}-verteilten ZufallsgroBen besteht. Fiir unsere o-Algebra
gilt letzendlich

Fp=0Yo,..,Y) = 0(Xo, .., Xp) = 0(Zo, ., Zo), n €N,

dies lésst sich leicht an (3.4) und (3.6) erkennen.

Wir wollen uns nun damit beschéftigen, wie ein Bernoulliprozess (Z,)nen wie in (3.5)
konstruiert werden kann. Dafiir withlen wir Q = {0,1}N und betrachten Z, als die
kanonische Projektion auf Q. Dazu stellen wir uns die Zufallsvariablen {Z, : n > 1}
als die Koeffizienten der dyadischen Expansion der Zufallszahl

Z(w)=>_ inﬂ Zn(w) € 10,1]

vor. Betrachtet man diese Darstellung etwas genauer, so lédsst sich schnell erkennen,
dass (Z,)nen zwar eindeutig Z charakterisiert, es umgekehrt aber nicht der Fall ist. So
kann z.B. die Zahl % dargestellt werden als

1 . . 1
3= 0.1000 - - - , beziehungsweise als 3= 0.0111---,

wobei im ersten Beispiel Zy = 1 und Z; = 0 fiir ¢ # 0 und im zweiten genau umgekehrt,
da
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1 1 =1 Iex1 1 1
;QHI-l:ﬁalsauCh;THJ:ZZE:Z-Q:;

Um dieses Problem der nicht eindeutigen Darstellung zu beheben, einigen wir uns
darauf, dass die Koeffizienten Z; so bestimmt sind, dass

| C(mt1) e
ozz—EjnHan(+1>furauemzo. (3.7)
n=0

Im oben genannten Beispiel fiir die Darstellung von % wiirden die Koeffizienten
dementsprechend auf die erste Weise bestimmt werden. Hat man nun also den Wert
einer Zufallsvariable Z(w) € [0, 1] gegeben, so konnen wir die Zufallsvariablen Z,,, also

unseren Bernoulliprozess (Z,)nen, auf folgende Weise eindeutig bestimmen:

0 fals0<Z <1
Zy=4. V=05 (3.8)
1 falls 5 < 7 <1,
n—1
0 fallsOSZ—E#Zi<2n%,
Zn = Zlzon—l (39)
1 falls s < Z = Y 5597 < 5.
i=0
Grafisch kann man sich das folgendermaflen vorstellen:
[ ZO - O [ Z(] - 1 ),
0 1

NI S~ N ~—

[ Z0:O,Z1:O )[ ZOIO,lel
i

[ Z():l,Zl:O )[ Zozl,lel ),
0 % 1

und so weiter.

Diese ganzen Betrachtungen ermoglichen es uns nun, aus einer einzigen, auf [0, 1]-
verteilten Zufallsvariable einen kompletten Bernoulliprozess zu konstruieren. Doch nun
stellt sich natiirlich die Frage, welche Verteilung die Zufallsvariable Z besitzen muss,
um einen Bernoulliprozess (Z,)nen zu generieren, bei dem Z; ~ B, fiir alle i € N.
Sei dafiir Z € [0, 1] eine Zufallsvariable, die durch den Bernoulliprozess (Z,),en, mit
Z; ~ By fiir alle © € N, mittels dyadischer Expansion generiert wurde, dann ergibt sich

aus (3.7)

3
3
_l’_

) = Pp(2_n =< 9k+1 on )

Pp(gSZS m2—ri:1
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wobei [ig', ..., 75" ]2 die Bindrdarstellung der Zahl m ist und " € {0, 1} fiir alle j €

n—1

{0,...,n —1}. Sei nun ¢ € [0, 1], dann definieren wir

3
—

1 1
2k+1Xk(t> und R, (t) = L, (t) + o

0

Ln(t> =

i

wobei X (t) die Folge von Bernoulliverteilten Zufallsvariablen ist, die ¢ dyadisch gene-
riert. Folglicherweise gilt fiir 0 <a <b<'1

P,(a < Z <b)= lim Py(Ly(a) < Z < Ru(b))

N o0
, 2"La(a) = 1 2" L, (b) + 1
= lim Py (=5 <) o Zi < =)

2™ L, (b) n—1

1 k
=t > P %= g0)

k=2nLn(a) =0

27 L (b) n—1
R n—1—iry _ [:k -k
—nlggo Z PP(ZQ Zi = [igs -y in_1]2)
k=2"Ly(a) 1=0
Tee gy
DU AN
k=2"Ly(a)

Dieser Ausdruck ist im Allgemeinen so gut wie unmdoglich zu berechnen, im Spezialfall
p=q= % ist dies allerdings mdoglich. Wir erhalten

27 L, (b) n=1 p n—1 N

1 Z i, 1 n— Z %

Pila<Z<h=lm > (PG &
k=27L(a)



2™ Ly, (b)

—im > G

k=2"Ly(a)
L P
SlmGr 2 1
k=2"Ly(a)
: 1 n n n
= 1 (02" L,0) ~ 2'Ly(@) + 1)
. 1
= nlgIC}O L,(b) — Ly(a) + on
=b—a,

also das Lebesguemaf auf [0, 1]. Demzufolge generiert eine Zufallsvariable Z ~ U )
mittels (3.8) und (3.9) einen kompletten Bernoulliprozess (Z,)nen zu p = ¢ = 3. Prak-
tisch betrachtet gibt es allerdings doch einige Probleme mit der Konstruktion des Ber-
noulliprozesses, da jedes Simulationsprogramm eine endliche Rechengenauigkeit hat.
Mit Hilfe von Matlab kann man z.B. bis zu 50 Realisierungen des Bernoulliprozesses
iiber diese Konstruktion erzeugen.
Im folgenden Beispiel wird das multiple stochastische Integral einer Funktion f &
(%(N)°™ mittels dieser Konstruktion berechnet.

Beispiel 3.2. Sei Y), = 17,1} — 1{z,—0}, wobei (Z,),en generiert worden ist mittels
(3.7) und (3.8) einer Zufallsvariable Z ~ Ujg 1], und

ri) =31 ijen.
Wir wollen das stochastische Integral Jo(foljo ny—1)) simulieren, aufgrund der Kon-
struktion des Bernoulliprozesses gilt p = ¢ = % Abbildung 5 zeigt einen Verlauf
von 25 Prozessen J(folj) fir k& € {0,...,49}, auffallend ist, dass sich im Verlauf
des Prozesses die Sprunghche deutlich erhéht, ausschlaggebend dafiir ist die Funktion
f € 2(N)°", welche monoton wachsend ist. Desweiteren erkennt man, dass sich ein
Grofiteil der Prozesse knapp im negativen Bereich befindet, wohingegen wenige sehr
hohe Werte annehmen. Es lésst sich also vermuten, dass die Zufallsvariable J5( f21[.49))
sich anders verhilt als diejenigen aus Beispiel 3.1.
Diese Vermutung wird bestétigt, wenn man Abbilgung 6 betrachtet. Hier wurden die
Werte von 100000 ZufallsgroBen Jo( faljo49) in einem Histogramm abgetragen. Zu er-
kennen ist, dass sich der Trend, der sich schon in Abbildung 5 angedeutet hat, bei-
behélt, die grofite Anzahl an Realisierungen befindet sich knapp im negativen Bereich,
wahrenddessen man wenige Ausreifler hat, die extrem grole Werte annehmen. In Ab-
schnitt 2.3 haben wir gezeigt, dass es sich bei J,(f,) um eine zentrierte Zufallvariable
handelt, allerdings muss diese nicht symmetrisch sein, so wie es in Beispiel 3.1 noch
der Fall war.
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Abbildung 5: Folge Jo(faljo ) fiir k € {0, ...
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Abbildung 6: Wert von Jy(f21(0,49)) nach 100000 Realisierungen.
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Betrachten wir als Verdeutlichung dazu die Zufallsvariable .J(1jg92), dann ergibt sich

B(lpap) =20 Y VY, = 2oV + YoYs + V1V5] € {-2,6}, (3.10)
0<iy <ia<2 6{1’3}

mit

P(J2(1[0,2]2) =6) = P(YoY; + oY + V1Y, = 3)
=P((Yo,Y1,Y2) = (1,1,1)) + P((Yo, Y1, Y2) = (=1,-1,-1))
!
8 8
= 1, und
4
3
P(J2(1[0,2]2) = —2) == 1 - P<J2(1[0’2}2> == 6) — Z__L

Wir erhalten also eine nicht symmetrische Zufallsvariable mit Erwartungswert 0.

Wir haben nun einige Eigenschaften und Charakteristiken von stochastischen In-
tegralen kennen gelernt und moéchten uns nun fragen, wie wir diese Erkenntnisse auf
beliebige Zufallsvariablen F € L?*(2) erweitern kénnen. Dies wird Thema des néchsten
Kapitels sein, wir werden zeigen, dass jede beliebige Zufallsvariable F' € L?(Q) durch
stochastische Integrale représentiert werden kann, dies unterstreicht noch einmal die
Wichtigkeit unserer vorangegangenen Ergebnisse, die im Laufe der Arbeit immer wieder
anwendbar sind.

4 Repriasentationseigenschaft

4.1 PRP und CRP

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Darstellung von Zufallsvariablen F' € L(2)
mittels diskreten stochastischen Integralen beschéftigen. Wir werden zeigen, dass dies
fiir jedes F' € L(€2) moglich ist, dabei werden wir zwischen vorhersehbarer- und Cha-
osreprasentation unterscheiden, welche wir mit PRP (englisch: , predictable represen-
tation property“) bzw. CRP (englisch: ,,chaos representation property“) bezeichnen.
Wir werden sehen, dass die Ergebnisse die wir erzielen werden, sich analog im steti-
gen Fall wiederfinden lassen. Dort hat ein Martingal Z (vgl. [14, Proposition 2.6.2))
die vorhersehbare Reprisentationseigenschaft (PRP), wenn fiir jedes Martingal M ein
vorhersehbarer, Z-integrierbarer Prozess H existiert, sodass
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t
M, = M, + / H.dZ, fiir alle t > 0,
0

Eine strikt stérkere Eigenschaft ist die der Chaosrepréasentation (CRP). Sei Z ein Nor-
malmartingal (im stetigen heiBt das (Z;);>0 und (Z? — t);>o sind Martingale) und

Ln,(fn) - / f(tl, ceey tn)dZtl ttt dZtn

{0<t1 < <tn }

die multiplen stochastischen Integrale beziiglich Z. Man sagt Z hat die CRP, falls diese
Integrale zusammen mit den konstanten Funktionen dicht in L?(Q, F,P) liegen, wobei
F von Z generiert ist (siche [2]).

Es ist leicht zu sehen, dass die CRP die PRP impliziert, da jedes chaos-zerlegbare

t
M e L*(Q) als My = My + [ HydZ, dargestellt werden kann. Wenn z.B. M = L,(f,),
0

so wahle einfach

Ht — / f(tl, ceey tnfl, t)dZtl LR dZtn—l'

{0<t1 < <tp_1<t}

Wir wollen uns nun wieder unserem diskreten Fall widmen und zeigen, dass (Y}, )nen
sowohl die PRP als auch die CRP besitzt. Es sei von nun an angenommen, dass unsere
Folge (pk)ren deterministisch ist, daraus folgt fiir unseren Bernoulliprozess (X,,)nen

P(X“ = €y, 7sz = Eik) = I\D(Xl = Gik|Xz'1 = €y eeny Xz'k71 = Eik712

~
=pi,, da (pk)ken deterministisch

P(X“ = € “"Xik—l = 6%-1)

~
k—1

=11 pi; per Induktion
=1

k
=[] »i. fiir alle é; # i, k € N, e;, € {0,1},
=1

und daher die Unabhéngigkeit der Folge (X,,)nen. Diese Annahme gelte von nun an
allgemein in dieser Arbeit. Wie in Kapitel 3 wird X,, als kanonische Projektion X, :
Q — {-1,1} auf Q = {—1, 1}" konstruiert, wobei unser Mafi P auf Zylindernmengen
durch
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gegeben ist. Die Folge (Y,,)nen ist nun eine Familie von unabhéngigen Zufallsvariablen
(da (X, )nen unabhéngig), die gegeben ist durch (vgl. Kapitel 3)

2

y, =% L x, 1+(ﬁ> ,neN.
2 2

Da die Folge (pr)ren deterministisch ist, folgt aus (3.3), dass dies auch fiir (¢,)nen

gilt. Wir mochten nun zeigen, dass (Yx)ken die CRP besitzt, dafiir sind noch einige

Vorbetrachtungen nétig. Sei r > 1, dadurch dass F,, dyadisch ist (also aus 2" Atomen
besteht), hat L (2, F,,) die Dimension 2"+ und die Basis

Ziel ist es nun eine Orthonormalbasis von L" (€2, F,, zu finden, dazu betrachte (vgl.
Kapitel 2.3 Symmetrisierung)

ToLiedooy) = > Lok i1, o 0a)Ye, - Y5,
(i1,yin)EADR
1
= nl Z Hl{{kl ,,,,, kn}={i1,..., in}}Y;-l---Yin
0<is < <in
=Y, Y,

und die Menge

{Yk1 .- Yk = Jn(l{(kl ’’’’’ kn)}) - 0 S k‘l < e K k’l < n,l € {O, s 1}} . (41)

n

n+1
Da diese Menge nach (2.6) orthogonal ist und eine Méchtigkeit von Y (}) = 2"
k=0

besitzt, ist durch (4.1) eine Orthonomalbasis von L"(§2, F,,).
Im Folgenden werden wir die Darstellbarkeit von F' € L*(Q) beziiglich stochastischer
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Integrale zeigen, zunéchst betrachten wir Zufallsvariablen, die J,-messbar sind. Sei
dafiir Hy = R und H,, der Teilraum von L*(2), der definiert ist als

Ho = {Ju(fn) : fo € LA(N)" ). (4.2)

Wir nennen H,, Chaos der Ordnung n. Weiterhin sei

LY, F) ={f € LXQ): feF.} (4.3)

der Raum der F,-messbaren Funktionen. Folgender Satz ermoglicht uns eine erste
Darstellung von F;,-messbaren Funktionen beziiglich stochastischen Integralen aus H,,.

Satz 4.1. Fir allen € N gilt

LY F) CHo® - D Hppa (4.4)

Beweis. Betrachten wir den Raum H;,NLY(Q, F,,), dieser besteht aus allen k-dimensionalen
Integralen, die F,-messbar sind. Zunédchst werden wir untersuchen, welche Elemen-

te in diesem Raum enthalten sind. Betrachten wir also ein Element F' = Ji(fy) €
He N LO(Q, F,). Fiir dieses gilt nach Satz 2.14

F = Ju(fx)
=E[ Ji(fe) |Fal
——

JFrn—messbar

= Ju(felpmp),

demzufolge kénnen wir eine Orthonormalbasis von H;NL%(Q, F,,) angeben (siche (4.1)),
welche durch

{Y;Y; :Jk(i{(zl ..... zk)})O§Z1<<2k§n}

gegeben ist. Man sieht leicht, dass dim(H, N L°(Q, F,)) = ("Zl) fir 1 <k <mn-+1und

das Hy N LY(Q, F,) = {0} fiir N > n+ 1, da in diesem Fall Jy(fn1p,~) = 0. Also
bekommen wir

n+1
1
dim((Ho @ -+ ® i) N LOQ,F)) = ) <n7€— > _ gt
k=0

und somit gilt
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LAQF) = (Ho® -+ @ Hopa) NLY(Q, ),

womit der Satz bewiesen wéire.

]

Mithilfe diesen Satzes haben wir jetzt die Frage beantwortet, wie wir eine Zufalls-
variable F' € LY(2, F,,) mittels stochastischer Integrale darstellen kénnen. Nach Satz
4.1 gibt es eine eindeutige Darstellung

n+1

F=> " Ju(filjoms),

k=0
woraus folgt
n+1

E[F] = E[Z Ji(frdponpr)]

n+1

= E[Jo(fol[om]o)] + Z E[Jk(fkl[Qn]k)]
=Jo(foljg,,j0) h=1 =0, siehe (2.7)
= Jo(folomp),
und daher erhalten wir letzendlich
n+1
F=E[F]+ > E[Ji(felpup)] (4.5)
k=1

fiir alle F' € L°(Q, F,,). Nachdem wir nun die Darstellung fiir alle ,,-messbaren Funk-
tionen gezeigt haben, méchten wir nun dieses Ergebnis auf alle F' € L*()) erweitern,
dazu betrachten wir folgende Definition.

Definition 4.2. Der lineare Raum S der von den multiplen diskreten Integralen auf-
gespannt wird sei definiert als

S = Vect{[j?—[n} = {Zn:,]k(fk): fe € C(N* k=0,...n, n€ N}.

n=0 k=0

Sei nun
o
.
n=0
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die Vervollstindigung von S in L?*(€2). Ziel des nichsten Satzes ist es nun zu zeigen,
dass (Yi)ren die Chaosreprésentationseigenschaft (CPR) besitzt, was also heifit, dass

@D H, mit L?(Q) iibereinstimmt.
n=0

Satz 4.3. Es gilt

L*(Q) = é H,. (4.6)

Beweis. Da @7, H, die Vervollstindigung von S in L?*(§) ist, reicht es zu zeigen,
dass S dicht in L?(2) liegt. Zu zeigen ist also, dass fiir jedes F' € L*() eine Folge
(Fn)nen € S gibt mit lim F,, = F.

n—oo

Sei also F' € L?*(Q) eine beschriinkte Zufallsvariable. Dann ist die Zufallsvariable
E[F|F,] Fn,-messbar und daraus folgt nach Satz 4.1

E[F|F.] €S.

Nun besagt der Martingalkonvergenzsatz (vgl. [8] Satz 11.4), das die Folge (E[F|F,])nen
fast sicher gegen F konvergiert, somit ist jede beschréinkte Zufallsvariable aus L?(2)
der Grenzwert einer Folge aus S.
Falls F' € L*(Q) nicht beschrinkt ist, so ist F der Grenzwert in L?(2) der beschrinkten
Folge (1)p1<nF)nen, und somit liegt S dicht in L*(Q2), woraus (4.6) folgt.

[

Satz 4.3 beweist die Chaosreprisentationseigenschaft (CRP) fir (Yy)ren, diese ist
enorm wichtig, da wir nun in der Lage sind, beliebige F' € L?(Q2) mittels stochastischer
Integrale darzustellen. Sei also F' € L?(f2), dann gibt es eine eindeutige Darstellung

(vel. (4.5))

"
[M]#

Jn(fﬂ)

3
I
o

)+ Y Tulfa)
)

= (fo
= E[F] + i Jo(f), fn € 2(N)", n €N. (4.7)

n=1

Diese ganzen Uberlegungen werden uns im Verlauf dieser Arbeit noch von grofiem
Nutzen sein, wir werden diese Erkenntnis nun anwenden, um zu zeigen, dass (Yi)ken
auch die vorhersehbare Reprisentationseigenschaft (PRP) besitzt, was wir nun zeigen
mochten.
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Definition 4.4. (Y,,),en besitzt die vorhersehbare Représentationseigenschaft (PRP),
wenn fiir alle F' € L*(Q) ein vorhersehbarer, quadratintegrierbarer Prozess (ug)ren €
L?*(Q2 x N) existiert, so dass gilt:

k=0
Aus (4.7) konnen wir nun schlussfolgern, dass (Y)ren die vorhersehbare Représentationseigenschaft
besitzt.
Satz 4.5. (Yy)ren besitzt die vorhersehbare Reprdsentationseigenschaft (PRP).
Beweis. Sei F'= J,(f,), aus Definition 2.10 bekommen wir

o0

hz}j 1(f (6, ) Ljg et (%)) Y

+Zan (S (* ) 0k—1]"*1<*)2Yk7

.’U,k

wobei u, € Fj_1 nach Satz 2.14, also erhalten wir letzendlich

Sei nun F' € L?(Q) beliebig, nach (4.7) erhalten wir eine eindeutige Darstellung von F
Al

FI4+> Ju(f),

also gilt (4.8) Aufgrund von Linearitét. Somit haben wir gezeigt, dass (Yi)ren die
vorhersehbare Représentationseigenschaft hat. O]

Diese Eigenschaft ist fiir uns von groflem Interesse und wird uns noch von grofiem
Nutzen sein. Mochte man nun diese Ergebnisse benutzen und anwenden, so stellt man
fest, dass Satz 4.3 und 4.5 zwar die Existenz einer Darstellung von F' € L*(Q)) beweisen,
allerdings keine Aussage dariiber treffen, wie diese Darstellung explizit aussieht. Wir
sind aber sehr wohl daran interessiert, wie eine solche Darstellung aussehen konnte.
Diesem Thema widmen wir uns im néchsten Kapitel, wir fithren den Gradient Operator
ein, um mit dessen Hilfe eine explizite Darstellung fiir die vorhersehbare Reprasentation
von F' € L*(Q) zu finden.
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5 Der Gradient Operator und die Clark-Ocone For-
mula

5.1 Der Gradient Operator

Aufbauend auf den Ergebnissen von Kapitel 4 wollen wir in diesem Kapitel eine ex-
plizite Darstellung (PRP) von Zufallsvariablen F' € L?(2) konstruieren. Dazu fiihren
wir in Abschnitt 5.1 die diskrete Malliavin-Ableitung ein, welchen wir als Gradient
Operator bezeichnen. Diesen Operator kann man als Konzept der Ableitung beziiglich
Pfaden auf L?(Q) ansehen, es handelt sich aber nicht um einen Ableitungsoperator im
eigentlichen Sinne.

Mithilfe diesen Operators kénnen wir in Abschnitt 5.2 die Clark-Ocone Formula for-
mulieren und beweisen. Diese gibt uns eine explizite Darstellung der vorhersehbaren
Reprisentation fiir Zufallsvariablen F' € L?(Q2), deren Existenz wir in Satz 4.5 bewiesen
haben. Der Gradient Operator sei wie folgt definiert.

Definition 5.1. Der lineare Gradient Operator

D:S — L*(Q xN)

sel definiert als

DiJn(fn) = ndna(fu (%, F)1a, (%, K)), (5.1)
wobei k € N, f, € £2(N)°" und n € N.

Der Operator D;, verringert also den Grad des multiplen stochastischen Integrals, was
sofort an eine Art , Ableitung® denken ldsst. Da unsere Pfade aber nicht ableitbar
im eigentlichen Sinne sind, werden wir spéter noch auf eine genauere Interpretation
eingehen. Zunéchst ist Dy, stetig auf dem Chaos H,, da (vgl. [20] Satz I1.1.2)

1D (fa)llL2) = 271 Jn-1 (fu G, k)L, (5, )12 0
= n*E[Ju-1(fa(%, k)1a, (x, k)]
=n*(n = D1, fa(x, k) 1a, (5, &), fu(x, k) La, (5, ) 2 nen1)
= nnl(La, (4, k) (5, K), (5, K)) e o)
= nnlf|1a, (¢, k) fu (5, B) |2 ne o)
< nnll| fu (5, K)oy, fo € C(N)™, k€N

Der folgende Satz entwickelt nun fiir Dy das Konzept eines endlichen Differenzope-
rators, dabei untersuchen wir D, im Hinsicht auf verschiedene Pfade auf ). Sei
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w = (wo,wl, ) € {—1, 1}N,

dann definieren wir

k
wi = (Wo, Wi, -y Wk—1, 1, Why1, --.)

und

k
Ww_ = (wo,wl, ey We—1, —1,wk+1, )

Mithilfe dieser Definitionen erhalten wir nun eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation
von D,

Satz 5.2. Fiir alle F € § gilt fiir den Gradientoperator

DyF(w) = Pegr(F(Wh) — F(Wh)), k€N, (5.2)

Beweis. Zunéchst zeigen wir (5.2) fiir F,,-messbare ' € S. Aufgrund von Linearitét
und Satz 4.1 reicht es F' € § zu betrachten, die die Form

F=Y Y,

hat, dies ist nach (3.6) gleichzusetzen mit

" e — P+ X
O | TR (5.3)
i=1 2\/ pqukz

Nach Satz 4.1 folgt somit fiir (kq, ..., k,) € A\,

77777

[SPAY™S

1
=n(n—1)! Z ﬁl{(kl ..... k) =(i1sin—1,0)} Yir " Yin_y

= Z Lotk =it sesin_ 1,0} Yar -+ Yin

0<iy < <ip—1



= Z 1{k1}(k) Z 1{{k17--~7k1717ki+1 ,,,,, kn}={i1,..., in—l}}Yh o }/;n—l

0<ip < <in-—1

=> Lk H Vi,
=1 ;
= Loy (B) T [ Yao- (5.4)

Ist nun k ¢ {ki, ..., k, }, so folgt sofort aus (5.3) F(wk) = F(w*) = F(w), dementspre-
chend ist auch DkF( ) =0, was aus (5.4) ersichtlich ist, somit erhalten wir

VIrar(F(WF) — F(wF)) = 0 = Dy F(w).
Haben wir den Fall k& € {ky, ..., k,}, so gilt nach (5.3)

[k qr; —pk + Wy,
w )
+ H Pk qk;

k;ék

und

F(w* k _ /pkHPk dk; +Wk’
\/pkiQki

" ;ék
also folgt aus (5.4)
k k &% T Gk — Pri + W +wk Pk T Phi — Qi + Wk,
VPG (F (W) — F(W2)) = /Prgk —
(Flog) = Fl2) Pk 11 2\/Pr., 2\/Pri,
k; £k K 751@

Qr; — Pk, T W,

2, /Dr.

I

Il
—_

(pr + ax)
=1

T

&

*
e

I
—.
=

T
Sl
*e

k(

I
o S
=
=

o
=
£
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und damit der Satz fiir alle F,,-messbaren F' € §. Aufgrund von

ElJn(fudiopn)?] = nlAa, fudio s fodios e e
< n!<1Anfn> fn)éQ(N”)
< oo

und des Martingalkonvergenzsatzes ist J,,(f,,) der L?-Grenzwert der Folge (J;,(fnlpoxn))ken =
(E[J0(f)|Fk]) ken- Durch (4.7) und die Stetigkeit des Operators Dy folgt letzendlich
fir F €S

n—oo
n—oo N——
€Fn
~ lin FRGEIFIF W) — ELFIF)E)
= Ve (F (W) = F(wh)),
und damit (5.2) fiir alle F € S. O

Die Berechnung solcher Gradienten ist in folgendem Beispiel dargestellt.

Beispiel 5.3. Sei I C N und F = [] Y. Der Gradient von F ergibt sich nun fiir k € 1

kel
zu

DypF(w) = /prar(F(Wh) = F(w!))
= VDPrAk (H Yn(wﬁ) - HYn(Wk)>

nel nel

(5 (1)

n#k
= | | Yo (qr + pr)
——
nel -1
n#k
= I I Y,. (5.5)
nel
n#k

Fiir k ¢ I erhalten wir
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DyF(w) = \/kak(FWi) — F(ut))
= VPr4k (H Yo(wh) — HYn(Wﬁ)>

nel nel

(. J/

~
=0, da unabhéngig von Xy

= 0. (5.6)

Zuséatzlich gilt fir alle k € Nund FF € S

Dy(DyF)(w) = Dy(y/prae(F(wh) — F(w")))
= \/kak(\/kak SF(Wﬁ) - F(w’i))(wfi) - \/kak(F(Wi) - F(Wﬁ))(wﬁ))

~/

~
=0, da unabhéngig von Xy

=0, (5.7)

somit ist die zweite Anwendung des Gradient Operators beziiglich des gleichen k € N
fiir alle F' € S gleich Null.

Folgendes Ergebnis ist eine direkte Folgerung aus Satz 5.2, welche den Begriff der
Messbarkeit einer Zufallsvariable mit dem Gradient Operator verkniipft.

Satz 5.4. Sei ' : Q — R eine Zufallsvariable, dann gilt

F st F,,-messbar <— D, F = 0 Yk > n.

Beweis. ,=* Sei Dy F' = 0 fiir alle k > n. Daraus ergibt sich nach (5.2) sofort

F(wh) = F(w") fiir alle k& > n.

Daher gilt F' = f(Xy, ..., X,), und somit ergibt sich F' ist JF,-messbar.
,<=“Sei F' € F,, also geniigt es die Aussage fiir

F:Ykl...Yk“ 0<k<---<k<n
zu betrachten. Sei nun & > n. Dadurch, dass k ¢ {ki,...,k} und somit aus (5.4)

F(wk) = F(w") folgt, gilt

DiF = /prgi(F(w}) — F(w!)) =0

fir alle k > n.
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Wir werden nun den Gradient Operator Dy, fiir alle ' € L?*(2) erweitern, dabei
erfiillt Dy, Bedingung (5.2). Es gilt nun

D: LX) — L*(Q x N),

wobei fiir Funktionale F' € Bild(D) gilt E[||DF||§2(N,L)] < oo. Ist nun F = Y J,(fn),
n=0

so lasst sich diese Bedingung umschreiben zu

E[|DF [ ) = EIDF, DF)

=E f:DkFDkF

=E ZZDk (fu) D J. (fn>]

L k=0 n=0
0o o

El(ndu-1(fulx, k)1a, (%, k)]

M

k=0

- nzzEK w1 (Fal, B) 1, (%, K)))]

8

= Z Z n—DU1a, -, (4) fa(x k)L, (5, k), fu(x, k)1, (5, k) ez nnn)

8||

= Z nn! Z<1A"(*’ k)fn(*’ k)v fn(*’ k)>€2(N"71)

n=0 k=0
oo

— Z nn!{ fn, fn>Z2(N")
n=0

= nnl[| fullZ2m < 0. (5.8)
n=0

Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir in folgendem Satz die Produktregel fiir
den Operator D vor.

Satz 5.5. Sei F,G € L*(Q0), dann gilt

Dy(FG) = FD,G + GD,F —

D.FD.G, k€N, (5.9)
DPrqrk

dies ist die sogenannte Produktregel fiir unseren Operator D.
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Beweis. Durch einfaches Nachrechnen erhalten wir nach Satz 5.2 mit F¥ = F(wk)

Dy(FG)

VPR (FEGY — FFGF)
VPRGH(FFGE — FFGE fjﬁG’i - FfG’;
=0

+ FEGY — FEGE + PEGE — FEGY)

=0 =0
= Lix,— 1)o@k (FEGE — FG + FYG — FFG
+ FGY — FG* + FG - FQG)
+ Lix—13V/rG (FG — F*GE + FG* — FG*
+ F*G — FFG + FFG* — FFGF)
= L=V (F(GE = G) + G(F = F) + (Ff = F)(G} - G))
+ Ly vorae (F(G — GE) + G(F — F*) — (F — F*)(G - G"))

= 1{Xk:_1} (FDkG + GDLF +

1
D.FD.G
v/ Prdk g g )

DkFDkG>

Prdk

X

= FD,G+ GDyF — DF DG

Prqr

womit Satz 5.5 bewiesen ware. O

Bemerkung 5.6. Nach (3.6) gilt Y, = %\/% und nach einsetzen von ¢, = %
(siehe (3.3)) erhalten wir

X 1 X
Y, = ——~ Sy & ——E =2V} — o, (5.10)

+
2/Prx 2 7k Dk

Somit ldsst sich die Produktregel (5.9) auch umschreiben zu

Wie man sieht unterscheidet sich die Produktregel des Gradient Operators von der

iblichen Produktregel einer Ableitung. Hinzu kommt der Term \/%DkF DG, welcher

allerdings verschwindet, wenn entweder F' oder G von X unabhéngig sind.

In folgendem Beispiel sehen wir eine Anwendung der Produktregel.
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Beispiel 5.7. Es sei k € N und F = Y}, wir wollen nun 2 Wege vorstellen, mit denen
man D F berechnen kann. Zum einen folgt unter Anwendung der Strukturgleichung
(3.1)

DyF(w) = Di(1+ ¢ Ys) = @ DiYi = o, (5.11)

wobei (5.5) benutzt wurde. Zum andern erhélt man unter Verwendung der Produktregel
(5.9) fiir G = H =Y}, aber ebenfalls

DyF = Dy(GH)
— GDyH + HDG — (2Y; — o) DyGDLH
= Yi DYy + Ve DiYy — (2Yr — x) Di Y Dy Yy
Y 14 Y 1= (2V— ) -1-1
= Pk-

Die Uberlegungen und Bemiihungen aus Kapitel 4, Zufallsvariablen F' € L*(Q) mit-
tels stochastischer Integrale zu repréasentieren, kénnen nun entscheidend weiter gefiihrt
werden. Im vorigen Kapitel haben wir die Existenz einer solchen Repréasentation ge-
zeigt, aber die Frage, wie diese Darstellung aussehen konnte, blieb bis hierhin unge-
klart. Diese Frage wollen wir nun im néchsten Abschnitt beantworten, indem wir die
Darstellung fiir alle F' € L*(2) explizit angeben.

5.2 Die Clark-Ocone Formula

In diesem Abschnitt geben wir eine explizite Darstellung der PRP an (vgl. 4.8), zunéchst
entwickeln wir dies auf S, bevor wir es fiir alle Zufallsvariablen F' € L?*(2) zeigen. Am
Ende dieses Abschnittes stellen wir noch eine Anwendung dieser Darstellung fiir L?-
Martingale vor.

Satz 5.8. Sei F' € S, dann erhalten wir die explizite Darstellung

F = E[F] + i E[DiF|Fr1]Yi (5.12)

k=0

_E[F + 3 ViDEF|R)

Dieses Ergebnis nennen wir die Clark-Ocone formula.

Beweis. Aufgrund von Linearitét reicht es zu zeigen, dass (5.10) fir F' = J,(f,) gilt.
Nach Satz 5.4 gilt (5.12) offensichtlich fiir F' = Jy(fy), sei also nun n > 1, dann folgt
aus Satz 2.11
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F= Jn(fn) = nz Jn—l(fn(*a k)l[o,k—l]”—l(*))yk

k=0

=n), D, s R)lpsge (Y Y Y
k=0

= (il ~~~~~ in—l)eAn—l

=n) 2 el Rl Rk (1)Ys Y, Y
k=0

(il ~~~~~ in—l)EAn—l

=n Z Jn—l(fn(*7 k)lAn(*a k)l[o,k—l]”*l(*))yk

k=0

= 1Y E[Jua(fals, k)L, (%, k)| Fia)Yi

k=0
00

=Y E[DpJp(fo)|Fr1]Ys,

k=0

was (5.12) zeigt. Die zweite Gleichung gilt Aufgrund von

E[DyF|Fi_1] = E[\/Draqi(F (W) — F(w))|Fp1]
Elv/Drar (F (W) — F(wF)) | F]

N J/
-~

unabhingig von Xj
= E[DyF|F]
= DyE[F|Fy],

somit ist die Clark-Ocone formula gezeigt. O

Beispiel 5.9. Sei I' = J5(1[932), Mithilfe der Clark-Ocone formula (5.12) werden wir
nun die vorhersehbare Reprisentationsdarstellung von F auswerten. Fiir diese gilt nach
(5.1)

F =E[F]+ ) E[DyF|Fii]Yi
k=0

= E[J2(Lj0,22)] + Z E[DrJ2(Li0,212) | Fr—1] Yk

=0

E[2J(1[0,2]2(*7 k>1A2(*7 k’))u:k—l]yk

I
NE

=
Il

0
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= 2E[Y; + Yo|F_1]Yy + 2E[ Yy +Ya|Fo]Y: + 2E[Y, + Yy | F1]Ya

eFo cF1
= 2[YoY) + YoYs + Y1Y5] + 2E[Y) + Ya| F_4] Yo + 2 E[Y3|F]
=0 =0

= 2[YoY1 + YoY2 + Y1Ya),

dies stimmt mit F' = J5(1j92) iiberein, was wir bereits in (3.10) berechnet haben.

Wir wollen nun versuchen, die Clark-Ocone formula fiir alle F' € L*(Q) zu zeigen.
Der Operator D ist zwar unbeschréankt, allerdings konnen wir einen beschrankten Ope-
rator definieren, mit dessen Hilfe wir (5.12) auf F' € L?(2) erweitern. Dabei bilden wir
jede Zufallsvariable F' € L*(Q) auf den eindeutigen Prozess aus der vorhersehbaren
Représentation (vgl. (5.12)) ab.

Satz 5.10. Der Operator

L*(Q) — L*(2 x N)
F = (E[DypF|Fi-1])ken

1st beschrdankt mit Norm 1.

Beweis. Wir werden den Satz zunéchst fiir F' € S zeigen, und ihn danach auf F' €
L3(Q2) erweitern. Sei F' € S, nach der Isometrieformel (2.3) und der Clark-Ocone
formula (5.12) erhalten wir

ELD.FIFi]|Bany = ENEIDFIF 1] EID.FIF ] equ)
— E[J(E[D.FIF_])?

=E | E[DuF|Fia]Yi Y E[DF|Fiy]Y;
k=0 =0

= E[(F" — E[F])’]

wobei im Fall F' = J;(f;) Gleichheit gilt. Somit hat der Operator auf S nach [20, Satz
I1.1.4] die Norm 1. Da S dicht in L*(Q) ist, ldsst sich diese Aussage nach [20, Satz
I1.1.5] auf L*(Q) erweitern, womit der Satz bewiesen wurde. O

43



Mit den Ergebnissen aus Satz 5.10 konnen wir nun die Clark-Ocone formula auf ganz
L?(2) formulieren und beweisen.

Satz 5.11. Die Clark-Ocone formula aus Satz 5.8 lisst sich auf alle F € L*(Q) erwei-
tern. Sei also F' € L*(Q), dann erhalten wir die vorhersehbare Reprisentation von F
2u

F =E[F] + i E[DyF|Fi-1]Ys (5.13)

_ElF + Y ViDEFIA

k=0

Beweis: Der Beweis des Satzes ist eine Folgerung aus Satz 5.8. Nach (5.12) wissen wir,
dass F' € S die Darstellung

F =E[F] + i E[DyF| Fr_1] Y-

k=0

hat. Da nun F' — E[D.F|F._1] nach Satz 5.10 beschrankt ist, tibertréigt sich die Clark-
Ocone formula auf F' € L*(Q)). Da Dy F unabhiingig von X}, k € N, ist, gilt die zweite
Gleichheit analog wie in Satz 5.8, da die Unabhéngigkeit sofort

E[DyF|Fi—1]| = DyE[F|F]

impliziert, was bereits in Satz 5.8 gezeigt wurde.
O

Bemerkung 5.12. Die diskrete Version der Clark-Ocone formula aus Satz 5.11 ist
gleichzusetzen mit der stetigen. Nach [14] gilt im stetigen Fall

0
wobei F' € L*(Q2) und M; ein Normalmartingal ist, d.h. (M? —t),cg+ ist ein Martingal.

Wir werden nun eine erste Anwendung der Clark-Ocone formula prisentieren, dabei
widmen wir uns einer Poincaré Ungleichung. Die Ungleichung ermdoglicht es, Schranken
fiir eine Funktion aus Schranken der Ableitungen dieser Funktion herzuleiten. Fiir die
Varianz von F' gilt nach der Clark-Ocone formula (5.13) und der Jensenschen Unglei-
chung
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Var(F) = E[(F ~ EF))"

=E (i E[DkFU:k—ﬂYk)

k=0

=E E[DyF|Fr1)?Y}?
Lk=0

+E | Y E[DiF|Fioa]ViE[D F|Fio )Yy
k,1=0
| k#L

=E E[DyF|Fi_1)?Y}
LEk=0

+E | > E[DF|Fi 1]Yk [DiF|Fi ] EYI|Fia]
k=0 R =0
| k< -1

+E | EDF|F- 1YE[DkF]]?k 1] E[Vi| Fi o]

k,l=0
i<k

E./—'k 1 =0

—E | Y E[DyF|F ] E[Y? |]-"k 1]
k=0 he

€Fk_1 —1

—E i E[DyF| Fie1] ] (5.14)

<E ZE [(DyF)?|F- 1]]

und somit gilt

= HDFH%%QxN)-

var(F) <E [i(DkF)2
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Wir wollen nun weitere Anwendungen der Clark-Ocone formula untersuchen. Ist F' €
Fu, so gilt nach Satz 5.4 D, F = 0 fiir alle £ > n, somit vereinfacht sich (5.13) zu

F =E[F] + i E[DyF|Fi1]Vs. (5.15)
k=0

Solch eine vorhersehbare Darstellung werden wir nun fiir diskrete Martingale entwi-
ckeln, dazu wird folgender Satz von Bedeutung sein.

Satz 5.13. Sei F' € L*(Q)). Dann gelten folgende Gleichungen

F =E[F|F,] + i E[DiF| Fi—1] Yz, (5.16)
E[F?] = E[(E[F|F.])*] + E i (E[DkF!Fkl])zl , n€N. (5.17)

Beweis. Die Giiltigkeit der Aussage beweisen wir durch einfaches Nachrechnen. Sei
F € L*(Q), aus der Clark-Ocone formula folgt unmittelbar

F =E[F]+ Y E[DyF|Fii]Yi
k=0

& E[F|F,) = E |E[F] + i E[DpF|Fi_1]Ye|
= E[E[FIF] + > _EEDLF| Fis] Vi |7]

€Fr_1 €Fy

=E[F]+ ) E[DyF|FaVi+ Y E[E[DyF|Fii] E[Vi|Fr 1] [ ]

o\
k=0 k=n+1

eFr_1 =0

=E[F]+ ) E[DyF|Fii]Yi,
k=0

somit folgt durch wiederholtes anwenden der Clark-Ocone formula (5.13)

E[F|F,] = F =Y E[DyF|Fu]Ye + Y E[DiF|Fia]Yi

k=0 k=0
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und somit

E[F|F.] + Z [Dy.F|Fi1]Y;

k=n+1

Die zweite Gleichung folgt unmittelbar aus der ersten und (5.14) :

E[F?] =E (E[F|fn] + i E[DkF|]:k—1]Yk>

k=n-+1

E[F|F.) ) E[DiF|Fia]Ys
k=n-+1

= E[(E[F|F.))"] + 2E

( > E[DkF|fk_1m>

k=n-+1

— B[P + 2 [EIFIF] S EIDPIF A EN A
—— N > >

E€EFk-1 k=n+1 67?1:71 =0
o0
+E| > E[DiF|Fiaa]’
k=n+1

= E[(E[F|F.])"] +E

> (E[DkF\]:kl])zl :

k=n-+1
O
Die Darstellung fiir F,-mefibare Zufallsvariablen aus Gleichung (5.15) ldsst sich

demzufolge noch etwas erweitern. Wenden wir (5.16) an, so erhalten wir unter Benut-
zung von Satz 5.4

F = E[F|F,_1 +ZE DiE | FialY
k=n —g fur k>n

= E[F|Fo_1] + E[DoF|Fp1]Y,. (5.18)

Nun kénnen wir letzendlich die vorhersehbare Darstellung fiir diskrete Martingale vor-
stellen, indem wir die Gleichungen aus Satz 5.13 benutzen.

Satz 5.14. Sei (M,)nen eine F,-Martingal in L?(Q). Dann besitzt (M,)nen die vor-
hersehbare Reprisentationseigenschaft (PRP), d.h. es existiert ein (ug)ren € Fr—1 (vgl.
Def. 4.4), sodass
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M, =M_ 1+ wY,neN. (5.19)

k=0

Beweis. Sei k > 1, da M}, € Fj, folgt unter Benutzung von (5.18) und der Martingalei-
genschaft

M = E[My|Fy_1] + E[DyMy| Fi1]Yi
= Mj—1 + E[D M| Fi—1]Ys
S M, — M = E[DkMk|fk_1]Yk

Wahlen wir nun

U = E[DkMk|]:k_1],

so erhalten wir mithilfe der Teleskopsumme

My =M_+Y My~ M,
k=0

= M_i+ ) E[DpMy|Fi_1] Vi

k=0

= Mfl + Z uk}/k)

k=0
und damit die vorhersehbare Représentation fiir M, aus (5.19). ]

Im laufe dieser Arbeit haben wir bis jetzt das diskrete It6 Integral eingefiihrt und
iiber Chaoszerlegung gezeigt, dass die Vervollstdndigung der von den stochastischen
Integralen aufgespannten Raum S dicht in L?(Q) liegt. Dies hat es uns unter anderem
ermoglicht, die vorhersehbare Représentation (Clark-Ocone formula) mithilfe des Gra-
dientoperators D fiir Zufallsvariablen F' € L?(2) zu formulieren.

Allerdings ist das stochastische Integral J(u) nur fiir vorhersehbare Prozesse (uy,)nen €
L?N,e(Q) definiert, was die Frage aufwirft, wie wir allgemeinere Prozessen handhaben
kénnen und wie wir fiir diese ebenfalls einen allgemeineren Integrationsbegriff einfithren
konnen. Dies wird Bestandteil des ndchsten Kapitels sein, wir werden den Begriff des
[t Integrals erweitern und fiir allgemeinere Prozesse (uy)ren € L?(£2 x N) einen Inte-

grationsbegriff entwickeln.
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6 Der Divergenzoperator

6.1 Das Skorohodintegral

Dieses Kapitel beschéftigt sich damit, einen Integrationsbegriff fiir allgemeine Prozesse
(ur)ren € L*(©2 x N) zu finden. Dieser Integrationsbegriff soll eine Erweiterung des
diskreten stochastischen Integrals sein, das heifit, dass Prozesse, die mit unserem bis-
herigen Integrationsbegriff (vgl. 2.3) kompatibel sind, unter beiden Integralbegriffen
iibereinstimmen.

Zunéchst wird ein weiterer Operator § als Adjunktion des Gradientoperators D auf
einem Teilraum von L?(2 x N) eingefiihrt, welcher das neue Integral reprisentiert. Die
Eigenschaften und Wirkungsweise dieses Operators werden im Anschluss untersucht,
es wird eine Produktregel formuliert und eine Isometrie bewiesen. Letzendlich werden
wir § auf ganz L?(Q2 x N) erweitern und die Unterschiede des neuen Integralberiffs mit
J(u) vergleichen. Es sei U C L*(Q x N) definiert als

U= {Z Jk(fk—i—l(*; )), fra1 € EQ(N)Ok ®€2(N), k,n € N} .
k=0

Wir definieren nun den Operator 9, der sich anschlielend als geeigneter Integralbe-
griff herausstellen wird.

Definition 6.1. Der Divergenz Operator § : U — L?(f2) sei die lineare Abbildung, die
gegeben ist durch

0(u) = 6(Ja(far1 (%)) = Jnr(fas1)s Jarr € (N @ (N), (6.1)

wobei (ug)ren die Form

uk = Jn(far1(s,k)), k€N

hat und f,,; die Symmetrisierung von f,,1 ist (vgl. (2.8)).

Im Gegensatz zu D erhoht 0 den Grad des multiplen stochastischen Integrals, dar-
aus lasst sich vermuten, dass der Operator  als eine Art Integral fungiert. In der Tat
stimmt ¢ auch mit dem vom ukrainischen Mathematiker Anatoli Skorohod definierten
Skorohodintegral iiberein (vgl. [16]). Zwischen D und ¢ gibt es also einen engen ge-
genseitigen Zusammenhang, wir werden in folgendem Satz zeigen, dass sich dies in der
Adjunktion von beiden Operatoren ausdriicken l&sst.

Satz 6.2. Der Operator § ist adjungiert zu D, d.h. (siehe [20])

<DF, U>L2(QXN) = <F,5(u)>L2(Q), FesS uel. (6.2)
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Beweis. Aufgrund von Linearitét reicht es F' = J,(f,) und ug = J(gmi1 (%, k)) zu be-
trachten, wobei f,, € £2(N)°" und g,,+1 € £*(N)°" ® ¢*(N). Durch Nachrechnen erhalten
wir mit Hilfe von Satz 2.13

<DF, U>L2(Q><N) = E[<DF7 u>€2(N)]
= E[(D.Ju(fn) T (Gma1 (%, ) ez
= nEKJnfl(fn(*? ')1An(*v ))7 Jm(ngrl(*a '))>f2(N)]

=n Z E[Jn,1(fn(*, k)lAn(*; k))Jm(ngrl(*: k))]

k=0

=n(n— 1y 1-m Z(fn(*7 k) 1a, (6 k)L, Gmia (55 F)) e un)

k=0
:1An (*,k‘)

=1 pn=m+1y(1a, fo, gm+1>£2(N")
= E[Ju(fn) Jm+1(gm+1)]

= E[Jn(fn)Jm—s—l(ngrl)]

= E[Fd(u)]

= (F,0(u)) 120,

und somit die Adjunktion von § und D. O
Beispiel 6.3. Es sei F' =YYy, fo(i,j) = (i—J)*10,22(4, 7) und wy, = J(fa(*, k)), wobei

sich letzteres umschreiben lasst zu

up = J(fa(, k) =Y (0 — k)*Lop(n, k)Y, = Lo (k) [F*Yo + (k — 1)*Y; + (k — 2)°Ya).

n=0

Fiir den Divergenzoperator gilt

=2 ) (- i)’YiY,
0<i1<i2<2

= 21[YpY; + 4Y,Ys + V1 Ya),

und fiir den Gradientoperator erhalten wir
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DOF( ) \/pOQO FWO

wW”)))
v/Poqo( \/ Y1 \/@Yl))
qo
= qoY1 —1—p0Y1

:Y17

analog gilt D1 F(w) =Yy und Dy F(w) = 0 fiir alle £ > 1. Nun ergibt sich nach (2.6)

E[<DF, u>g2(N)] =E

k=0

E[Yin + %ul]

=EY1(Y1 +4Y2) + Yo (Yo + Ya)]
E[Y7?] + 4E[Y1Y5] + E[Y] + E[Y; Ya)
e N N N —

=1 =0 =1 =0

gleiches erhalten wir fiir

E[Fd(u)] = E[YpY12/(YoY1 + 4YY2 + Y1Y5)]
— 2E[VYP + SEVEYTY:] + 2E[Y, VRV
N / - ~~ >y ~~ g

somit gilt in diesem Fall E[F'§(u)] = E[(DF, u)epn))-

Wir wollen nun einige Eigenschaften und Funktionsweisen des Integrals §(u) mit
dem des stochastischen Integrals J(u) vergleichen. Zunéchst lasst es sich leicht nach-
vollziehen, dass es sich bei §(u) genau wie bei J(u) um eine zentrierte Zufallsvariable
handelt. Um dies zu zeigen benutze die Adjunktion zwischen D und ¢ aus Satz 6.2. Fiir
F =1 erhalten wir

E[5(u)] = E[1- 3(u)] = E[(DL, u} )] = 0.

Interessant fiir uns sind nun 2 folgende Fragen. Zum einen interessiert uns, fiir welche
(ur)ken € L*(Q) das Integral d(u) definiert ist, und welche Abbildungsvorschrift es
erfiillt. Zum anderen stellt sich die Frage, ob es eine gewisse Isometrie wie J(u) (vgl.
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(2.3)) erfiillt, und ob die Integrale §(u) und J(u) in bestimmten Féllen {ibereinstimmen.
Insbesondere die letzte Frage ist sehr von Bedeutung. Da wir nach einer Erweiterung des
stochastischen Integrals J(u) gesucht haben, sollte diese Erweiterung in den fiir J(u)
definierten Prozessen (ug)ren € Lj,.(€ x N) mit 0(u) iibereinstimmen, da ansonsten
der Sinn der Erweiterung fragwiirdig wére.

In Satz 4.3 haben wir gezeigt, dass S dicht in L?(€) liegt, daraus ergibt sich sofort, dass
H dicht in L?(2 x N) liegt. Somit ist es uns méglich den Operator § fiir alle u € L*(Q)
zu erweitern, also erhalten wir einen Operator

§: L*(2 x N) = L*(9Q),

wobei fiir u € Bild(d) gilt E[6(u)?] < co. Ist nun ux = > Ju(far1(x,k)), so lisst sich
k=0

diese Bedingung nach der Isometrieformel (Satz 2.13) umschreiben zu

E[6(u)’) =E | |6 (Z (e (%, -))))

—E Z(d(Jk<fk+1(*a))))

k=0

~ 2
=E|(> Jk+1(fk+1)>
k=0

+E D Jealfer) ua(far)

k,n=0
k#n

=E > Jier(fin)’
L k=0

[\

-~

=0

=Y (k+ DN frrala,,,, fk+1>z2(N<k+1>) < 00.
k=0

In folgendem Satz werden wir vorstellen, welche Abbildungsvorschrift ¢ fiir u €
L*(Q2 x N) erfiillt.

Satz 6.4. Sei (uy)nen € L2(Q2 x N), dann kann der Operator § zu u erweitert werden
mittels

S(u) = upYe — > DYy, (6.3)
k=0 k=0
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was gleichzusetzen ist mit

d(u) = Z upYy — Z Dyuy, — 6(pDu), (6.4)

vorausgesetzt die Folgen konvergieren in L*(2).

Beweis. Da H dicht ist in L*(2) reicht es die Aussagen fiir u € H zu zeigen. Sei also
for1 € 2(N)°" @ (2(N) und ug, = J,(fri1(x, k)), zuniichst betrachte

[e%e)
Z fn+1<ila-'-7in+1) :Z Z fn+1(i1>-'-77f-n7k’)
(7;1 ----- Z'7L+1)€An+1 k=0 (il 77777 7f'n)EAn
[e%¢)

D> faalkin i B)1a, (Ko, i)

k=0 (i2,...,in)ELR—1

—= > S faealineinaa B K)o, (i ey )

k=0 (il ----- infl)eﬁnfl

:Z Z fn+1(i17---7in7k)

—TLZ Z an+1(’i1,...,Z'nfl,k,k)lAn(le,...,’l’nfl,k),
k=0 (i1,....in—1)EAR_1

(6.5)

wobei f,11 die Symmetrisierung von f,4; ist. Fiir 6 (u) ergibt sich daraus und aus (6.1)
sofort

0(u) = 0(Jn(fnir(*, k)

= Jn+1<fn+1>

Z Fo1(iny oo ing)Yey - Yi
(i1 sin41) €Dt
:Z Z fn—&-l(ih...,in,k)yil...y;n Y

(. J/
-~

=Jn(frnt1(x.k))=ug

> on > Foi1 (i, oo in1, by K)LA, (i1 oy i1, k)Ysy - Ve, Y32

k=0 (i1,...in—1)EDn_1

-~

:anfl(fn+1 (*,k,k)lAn (*,k)):DkJn(fn+1(*,k)):Dk'u,k
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= ZukYk — Z DkukYkQ,
k=0

k=0

womit die erste Gleichung bewiesen wére. Die zweite folgt wiederum aus der ersten,
beachte dafiir, dass nach der Strukturgleichung (3.1) Y,, = 14, Y,, gilt, nach einsetzen
erhalten wir somit

5(u) = Z UkYk — Z DkukY,f
k=0 k=0

=D uYi— Y Diur = > DY (6.6)
k=0 k=0 k=0

Letzendlich gilt fiir 6(¢Du) unter Benutzung von (6.6)

k=0 k=0
- Z o1 Di (1 Dyu) Yr,
k=0

da aber nach (5.7)

Dy (prDrur) = wrDi(Dyuy) =0,

gilt §(pDu) = Y vrDyuiYy und somit folgt die zweite Gleichung aus (6.6). O
k=0

Bemerkung 6.5. Satz 6.4 zeigt also, dass sich §(u) und J(u) im Allgemeinen unter-

scheiden, man kann auch leicht ein Beispiel angeben, fiir dass das Skorohod Integral

definiert ist, das stochastische Integral allerdings nicht. Nehme z.B. (ug)ren = (Yi)ren,

dann gilt nach der Jensenschen Ungleichung

E[J(w)’] > E[J(u)]*

00 2

R
k=0

oo

=E

E[V{]
=1

k=0

= 00,
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und somit J(u) ¢ L*(Q). Allerdings gilt fiir den Divergenzoperator nach Satz 6.4

[ oo o 2
(3w -3 powrt)
L k=0 k=0
[ oo oo 2
L k=0 0

k=

womit §(u) € L*(Q).

Liegt der symmetrische Fall vor, d.h. p, = g, fiir alle & € N, so gilt ¢, = q\/’“% =0

und somit vereinfacht sich §(u) zu

k=0 k=0

Ebenso wie fiir den Gradientoperator D kann man eine Produktregel fiir den Diver-
genzoperator § entwickeln, allerdings unterscheidet sie sich, genau wie beim Gradient-
operator, von der {iblichen Produktregel. Genauer gesagt erhalten wir fiir den Operator
0 nun die folgende Divergenzformel.

Satz 6.6. Es seiu € L*(Q x N) und F € L*(Q0), dann gilt die Produktregel

§(Fu) = Fo(u) — (u, DF) ey — 6(@(-)u(-)D.F) + 2 _ Dyup Dy FYy,

k=0
vorausgesetzt die Folgen konvergieren in L*(2).
Beweis. Fiir F € L*(Q) und u € L*(2 x N) gilt nach (6.4)
0(Fu) = FupYy — Y  Dp(Fug) — 0((-)D.(Fu(-))). (6.7)
k=0 k=0

Es sei nun noch einmal daran erinnert, dass sich die Produktregel fiir den Gradient-
operator laut (5.10) umschreiben lédsst zu
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Wendet man die Produktregel fiir den Gradientoperator an, erhélt man also fiir den
zweiten Term von (6.7)

Z Dy (Fuy) = Z FDyuy, + Z up Dy F' — Z(zyk — 1) Dy F Dyuy,

:<U’DF>42(N)

=F > Dyu+ (u, DF)pny — Y (2Y5 — i) DiF Dy,

k=0 k=0

wohingegen fiir den dritten Term

0(p(-)D.(Fu(-))) = 6(p(-)u(-) D.F) + 0(p(-) FD.u(-)) = 6((2Y. — ¢(-))(-) D-F D.u(-))

gilt und sich (1) nach (6.3) und (5.7) umformen lésst zu

d(p()FD.u( Z FopDyugYy — Z Dy.(orF Dyuy,)Y;?

k=0 k=0

= Fo(pDu) — Y o Dy F Dy Y.
k=0

Ebenso folgt fiir (2)

3((2Y. = @()¢()D.FDu(-)) = Y (2Y — @x) oD F DgurYe — Y Di((2Ye — @1) i DiF Dy, ) Y

k=0

WE

i
o

(2Y% — or) e D F Dyuy Yy, — 2 Z o DiF Dy Y2
k=0

I
NE

il
o

Letzendlich erhalten wir somit fiir (6.7)

u) = Z FuyYy, — Z Di(Fug) = 0(0(-) D.(Fu(-)))

= qukYk - FZDkuk — (u, DF)eny + > (2Ye — @) DiF Dy
k=0 k=0 k=0
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— 8(p(-)u(-)D.F) = F&(¢Du) + Y ox DiF Dyuy Yy

+ )2V — o)k DiF DYy — 2) e D F Dy Yy,
k=0 k=0

— Fo(u) — (u, DF) gy — (i2(Ju() D.F)

+ > DpFDyuy (25 — o) + @Y5 + (2Y5 — @) @i Vi — 204 Y1)

=2Y—prtek(1+erYe)—9pp Y =2Y%

k=0

somit ist die Produktregel fiir § bewiesen. m

Wir kommen nun zur zweiten Frage, festzustellen ist also, ob §(u) mit dem stochas-
tischen Integral fiir bestimmte u € L*(Q2 x N) iibereinstimmt. Zunichst werden wir
eine Isometrieformel fiir § entwickeln, die wir anschlieBend mit der Isometrieformel fiir
J(u) vergleichen.

Satz 6.7. Fiir u € L*(2 x N) haben wir folgende Isometrieformel

E[0(w)’] = Ell[ul[)] + E

k,1=0 k=0

Beweis. Bevor wir Satz 6.7 beweisen, werden wir ein paar Verbindungen zwischen ¢
und D herstellen. Es gilt

§(Dyu) = ZDkunY ZD (Dyu,)Y,

= Z DkunYn - Z Dk(Dnun)Y2
n=0 n=0

und somit erhalten wir unter Benutzung der Produktregel fiir D

Dy(5(w)) = Dy, (Z u,Y, — Dnuny,f)

n=0

n=0

n=0
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=D _YaDytn+ ) un DY = 3 (2Ye = 1) Dun DiYy

n=0 n=0 n=0

11y (n) 1iky(n)

— ) YDe(Doun) = > Dyun DY, + ) (2Yh — @) Di(Dputn)  DyY,!
~—— ——— ——

n=0 n=0 :gonl{k}(n) n=0 =0 fiir n=k :apnl{k}(n)
n=0 n=0
:6(Bku)

Sei nun u € L*(2 x N) und F € L*(Q), um Satz 6.7 zu beweisen benutzen wir die
Adjunktion von ¢ und D, d.h.

E[DF, u)en)] = E[F(u)].

Unter Benutzung von (6.9) erhalten wir

E[d(u)?] = E[(Dd(u), ) e

-~

= =Dy (3())

0

[ oo
_ 2
=E E uy,
L&=0

k=0 k=0

o0 oo

= E[l|ulf2n] + D ELDxu, Dui)ep] — 2y E[Yiug Dy
k=0 k=0
= E[l|ullf2gn] +E [ D DkulDlUk:] — 2> E[Viup Dy,
k,l=0 k=0

somit ist die Isometrieformel fiir § bewiesen. O]

Bemerkung 6.8. Die [sometrieformel fiir  aus Satz 6.7 wird auch Skorohodisometrie-
formel genannt und unterscheidet sich iiberraschenderweise von ihrer stetigen Version
(vgl. [14]). Fiir u € L*(Q x Ry) lautet die Skorohodisometrie in der stetigen Variante
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in der Gleichung (6.8) haben wir also ein Term extra. Der Grund dafiir lasst sich in der
[t6-Isometrie fiir multiple stochastische Integrale finden, wihrend die stetige Version
(siehe [13]) angegeben werden kann als

E[In(fn)lm (gm)] = nll{n:m} <fna gm>L2(R’}r)>

gilt nach Satz 2.13 in der diskreten Version

Durch das zusétzliche auftreten von 1., in der diskreten Ito-Isometrie, welche indi-
rekt im Term E[§(u)?] von (6.8) auftritt, verkleinert sich der Wert der linken Seite
gegeniiber der stetigen Variante. Diesem Umstand wird daher durch den Abzug von

»2 Y E[YyurDrugl“ auf der rechten Seite von (6.8) entgegengewirkt.
k=0

Beispiel 6.9. Wir wollen nun ein Beispiel zu Satz 6.7 geben, in welchem die ausglei-
chende Rolle des letzten Terms aus (6.8) erkennbar ist. Es sei up, = 1j91()(Yo + Y1) €
L?(2 x N), dann erhalten wir nach (6.3)

5(u) = Loay(k) (Yo + Y1)Ye — Y Di(Lpo (k) (Yo + Y1) Y
k=0 k=0
:%2+)/1)/()+K)}/1+Y12—%2—Y12

Also erhalten wir fiir die linke Seite von (6.8)

E[5(u)?] = 4E[Y7Y7] =4,
——

=1

fiir die Terme der rechten Seite gilt

EflJullf2n)] = E [Z Ui]
k=0
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und da D()U() = D()Ul = Dl’LLO = D1u1 =1 fOlgt

00 1
E [Z DkulDluk] =E [Z DkulDluk]

k=0 k,1=0
1
- Z 1
k,1=0
=4

Allein mit den Termen der stetigen Version wiirden wir auf eine Ungleichheit kom-
men, allerdings korrigiert dies der letzte Term, wir erhalten letzendlich

4 =E[0(u)’] = E[l|ul[zzn)] + E

k,l=0 k=0

k=0

1
=823 E[Yi(Yp + Y1) Di(Yo + Y1)
k=0
= 8 — 2(E[Y}] + E[YoY1] + E[V1Yo] + E[YV3)
=1 =0 =0 =1
= 4.

Wir wollen nun herausfinden, unter welchen Bedingungen das Skorohod Integral
d(u) mit dem stochastischen Integral J(u) iibereinstimmt, d.h. §(u) = J(u) und die
Skorohodisometrie stimmt mit der Ito-Isometrie iiberein. Unter Betrachtung von (6.3)
erkennt man schnell, dass Dyu, = 0 fiir alle £ € N eine hinreichende Bedingung ist,
sodass d(u) = J(u) gilt. Bei der Skorohodisometrie ist dies nicht so einfach ersichtlich,
folgender Satz liefert uns aber eine Antwort auf diese Frage.

Satz 6.10. Sei (ug)ren € L*(Q2xN), wenn Dyuy, = 0 fiir alle k € N erfiillt ist, so stimmt
das Skorohodintegral 6(u) mit dem diskreten stochastischen Integral J(u) tberein, d.h.
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d(u) = Z UL Yy
k=0

vorausgesetzt die Folgen konvergieren in L*(Q). Ist nun zusditzlich (ug)ren € L2, (€ X
N), so erhalten wir die Isometrie

E[6(w)’] = Ell[ullz2q)].

also stimmen in diesem Fall §(u) und J(u) auf dem Raum der vorhersehbaren, quadra-
tintegrierbaren Prozesse iiberein.

Beweis. Die erste Aussage ist klar und folgt direkt nach Anwendung der Bedingung.
Sei (ug)ren € L?(Q x N) und es gelte Dyuy = 0 fiir alle k& € N, dann erhalten wir die
Aussage direkt durch

k=0 k=0 _—g k=0

Sei nun (ug)ren € L2, (2 x N), dann gilt u, € F,_; und somit nach Satz 5.4 Dyu, =0
fiir alle k > n — 1, insbesondere also auch D, u, = 0. Somit folgt fiir die Skorohodiso-

metrie

E[5(u)2] = E[HUH?Z(N)] +E Z Dlukaul -2 Z E[qukauk]
Lk,l=0 k=0

= E[HUH??(N)] +E Z(Dkuk)z +E Z Dyuy, Dy
e S~~~ ——

0 -0 k,l=0 =0
- k>1

o) e}
+ E Z Dluk Dkul —2 Z E[quk Dkuk

k=0 k=0 -0

k<l
= E[lJullZ));

was gleichzusetzen ist mit der It6-Isometrie aus Satz 2.5. O

Wir haben nun also gezeigt, dass das Skorohodintegral §(u) eine echte Erweiterung
des diskreten stochastischen Integrals ist. Somit haben wir einen viel allgemeineren
Integrationsbegriff in der Hand, mit dem man eine Vielzahl an Prozessen integrieren
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kann, die nicht mehr notwendigerweise vorhersehbar sein miissen.

Im Laufe dieser Arbeit wurde somit eine umfangreiche Theorie des stochastischen
Kalkiils in diskreter Zeit entwickelt. Die stochastische Integration in n-Dimensionen
wurde eingefiihrt, die vorhersehbare Repréasentation von Zufallsvariablen mit Hilfe der
Clark-Ocone Formula entwickelt und die Integration von nicht vorhersehbaren Prozes-
sen ermoglicht.

Im letzten Kapitel stellen wir nun einige Anwendungen dieser Theorie vor, wir for-
mulieren eine diskrete Version von [t6’s Lemma und werden das Optionshedgen im
diskreten Black-Scholes Modell vorstellen.

7 Optionshedging im Cox-Ross-Rubinstein-Modell

7.1 Austausch der Variablen

Dieses Kapitel ist Anwendungen bisheriger Ergebnisse gewidmet, im ersten Abschnitt
werden wir eine diskrete Version von It6’s Lemma (vgl. [15]) vorstellen, welche auch
als Austausch der Variablen bekannt ist. Unter anderem ist dies fiir die vorhersehbare
Représentation von Zufallsvariablen sehr hilfreich, dabei werden wir auch einen engen
Zusammenhang mit der Clark-Ocone Formula und der Martingalreprésentation (5.19)
feststellen. Desweiteren ist sie aber auch fiir das hedgen von Optionen von Bedeutung,
welches wir im zweiten Abschnitt dieses Kapitels behandeln. Folgender Satz formuliert
die Aussage der diskreten Version.

Satz 7.1. Sei (M,)nen € L2(Q) ein Martingal und f : R x N +— R. Dann lisst sich f
darstellen zu

F(Myn) = F(M_y, 1) + > Dyf (My, k)Y + 3 E[f (Mg )| Fict] = f(My, b — 1)
k=0 k=0
(7.1)

Beweis. Nach Satz 5.19 gibt es einen vorhersehbaren Prozess (uy)ren, sodass

Mn = M_1 + ZukYk
k=0
= M, =M, +u,Y,, neN.

Also erhalten wir
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f(My, k) = f(My—1,k — 1) = f(My—y +upYs, k) — f(Mp_1,k — 1)

= 1lix,=1 (f(Mkl + uk\/;i:z, k) — f(My_1, k — 1))
+ l{Xk:—l} (f(Mkl - Uk\/]qg::, k) — f(My_1,k — 1)) ,

(7.2)
da aber nach (3.4)

dk Pk
Y. =1y _ W = iy, W/ =
k {Xp=1} Dk {Xp=-1} &

Pk Pk
— lix,-1) = \/%Yk + q—kl{xszl}a

lasst sich (7.2) umformen zu

FOM k) — F(Mr kb —1) = [P (f(Mk_l i uk\/;:i B) = F(Moy, ke — 1)) v

qk

+ Zﬁl{xk:—l} (f(Mkl + ug %, k) — f(My_1,k — 1))
qk Pk

+ 1x=—1} (f(Mk—l - Uk\/]q)::, k) — f(My—1,k — 1))

= kZ:O \/Z:: <f(Mk1 + Uk\/z:]’:, k) — f(My—1,k — 1)) Y
1

+ il{xk:—l}E[f(Mka k) = f(My—1,k = 1)[Fea]. (7.3)
Analog gilt fiir (7.2) mit 1y, =1y = Elx,oy — /2Y

FM ) = F(My, 1) = [ 2 (f(Mk_l - uk\/% B)— (M ke 1)) v,
+ L B () = (s, k= DI Fea]. (7.)

Letzendlich gilt fiir den Gradienten

Dof(My k) = v/ <f(Mk1 i u\/g: K)— (M — uﬁ k)) ,

qk
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womit sich nach einsetzen von (7.3) und (7.4) die Aussage des Satzes ergibt. Wir
erhalten

f(My,n) — f(M_y,—1) = Zf (M, k) — f(My_1, k — 1)

= Zpk f(Mi, k) = (M1, k = 1)) + qu(f (M, k) = f (M1, k —

= Z —V/DPrqk < (My—1 — Uk\/Z k) — f(My_1,k — 1)> Y
k=0

+ L=y E[f (M, k) — f(Mi—1, k — 1)| Fre—i]

+ V/Prdrk ( (M- 1+Uk\/z k) —f(Mk_l,k:—l)) Yi

+ 1{Xk=—1}E[f(Mk7 k) - f(Mkfla k— 1)|Fk71]
= Z vV Pkdk ( Mk 1+ uk\/z ]{7) f(Mk 1 — Uk pk k’)) Yk
k=0

gk
+ EBlf (Mg, k) — f(Mg—1,k — 1)|Fp1]

= Dif(Mp, k)Y + E[f (M, k) = f(My—1, k= 1)| Fia].

k=0
[
Beispiel 7.2. Es sei M,, = > Y; und f(M,,n) = nh,, dann gilt
=0
ZDkf My, )Yy = ZDk (kZY) Yi = kY,
k=0
_,_/
=k
D E[f(Mi, k)| Fioa] = Y E kM| Fpa] = > kM5 und
k=0 k=0 k=0
Moy, =1) = f(Myy =k —=1) = =Y f(My_y,k—1) = =Y (k= 1) M.
k=0 k=1 k=1

Damit ergibt sich die Zerlegung von f(M,,n) zu

f(M,,n) = ZkYkJerMkl—Z —1)M;_,

k=1

= Z M, — kY.

k=1
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Satz 7.1 gibt also eine Zerlegung von Funktionen von Martingalen an, mit der wir

die direkte Berechnung von f(M,,n) umgehen kénnen, welches sich oft als hilfreich
erweist. Eine Anwendung dazu findet sich im n#chsten Abschnitt, bei dem es um das
hedgen von Optionen geht.
Im Laufe dieser Arbeit haben wir bereits weitere Darstellungenvon Zufallsvariablen,
wie die Martingalreprésentation (5.19) und die Clark-Ocone Formula (5.13), gesehen,
diese wollen wir nun mit den Ergebnissen aus Satz 7.1 vergleichen. Es sei (M,,),en in
E?(Q) und f: R x N — R, dann gilt nach Satz 7.1

F(My,n) = f(M_y,=1) + > Dif (M, k) Y+ Y E[f(My, k)| Fact] = f(My—y, k — 1)

k=0 €Fp 1 k=0

= f(M_1,=1) + > E[Dpf (My, k)| Faca]Yi + D E[f (My, k)| Frr] = f(My—1, k= 1),

k=0 k=0

so stellt man fest, dass diese Darstellung der Martingalreprasentation (5.19) sehr dhnlich
ist. Den Term E[f(My, k)| Fr-1] — f(Mg—1,k — 1) konnte man als ,,Fehlerterm® inter-
pretieren, der dafiir steht, wie ,weit“ f(M,,n) davon entfernt ist, ein Martingal zu
sein. Ist dieser Term Null, so handelt es sich bei (f(M,,n)),en logischerweise um ein
Martingal und (7.1) ldsst sich als

n

f(My,n) = f(M_1,=1) + > E[Dyf (M, k)| Fia]Yi
k=0

schreiben. Somit stellt man fest, dass in diesem Fall Satz 7.1 mit der Martingalre-
prasentation (5.19) iibereinstimmt. In dem Fall, dass (f(M,,n))nen ein Martingal ist,
gilt weiterhin nach (5.19) fir k£ <n

F(My,n) = f(My, k) + D wY;

i=k+1

fiir einen vorhersehbaren Prozess (uy)gen. Somit gilt

E[Dif(My,n)|Fr_1] = E [Dk (f(Mk,k?) + Z uiYi) | Fr—1

i=k+1

= E[Dyf (My, k)| Fia] + > E[Dyu; E[Yi[ Fi 1] [Fra]
i=k+1 EF’L—IT

= E[Dkf(Mk’ k)|fk—1]>
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und somit lésst sich (7.1) umschreiben zu

n

F(Mym) = F(My,~1) + S EDef (M) | Fi],

k=0

was gleichzusetzen ist mit der Clark-Ocone Formula (5.13). Somit stimmen im Fall, dass
(f(M,,n))nen €in Martingal ist, die diskrete Version von It6’s Lemma aus Satz 7.1,
die Clark-Ocone Formula und die Martingalreprésentation alle {iberein. Der Abschluss
dieser Arbeit wird Anwendungen gewidmet sein, die auf diesen zentralen Ergebnissen
aufgebaut sind, dabei beschéftigen wir uns mit dem hedgen von Optionen, welche ein
zentrales Thema in der Finanzmathematik darstellen.

7.2 Hedging im CRR Modell

In diesem Abschnitt werden wir eine Anwendung unserer Ergebnisse dieser Arbeit vor-
stellen, Ziel ist es eine Hedgingstrategie fiir einen beliebigen Claim zu bestimmen. Da-
bei versteht man unter einem Hedge eine Investitionsstrategie, die ein Finanzgeschéft
gegen Risiken absichert. Als Modell wihlen wir das Cox-Ross-Rubinstein-Modell (dis-
krete Version des Black-Scholes Modells), welches 1979 von John C. Cox, Stephen Ross
und Mark Rubinstein entwickelt wurde. Zunéchst werden wir das Modell vorstellen und
den Begriff des Hedgens mathematisch formulieren, woraufhin wir darauf hinarbeiten
eine solche Strategie explizit anzugeben. Zu guter Letzt wenden wir eine solche Hed-
gingstrategie auf eine européische Put-Option an.

Es sei (Ag)x eine risikolose Anlage mit Anfangswert A_;, welche definiert ist zu

n

A=A [ +m), neN,
k=0

wobei (rg)ren eine deterministische Folge von Zahlen ist mit r, > —1, welche als der
Zins auf unsere Anlage angesehen werden kann. Weiterhin betrachten wir eine Aktie
(Sn)nen mit Anfangswert S_;, welche durch

14,8, fallsX, =1,
Sn:{( +byp)Sp—1 falls (75)

(1+a,)S,—1 fallsX,, =—1, n €N,

gegeben ist. Dabei sind (a;, )nen und (b, )nen deterministische Folgen von Zahlen, sodass

—1 <ak<rk<bk, k € N. (76)

Somit erhalten wir einen hoheren Profit als bei einer risikolosen Geldanlage, falls
X, = 1, und einen geringeren im Fall X, = —1. Tréfe diese Bedingung nicht zu,

66



so wire entweder die Aktie (ay < by < 11), bzw. die Geldanlage (1, < a < bg) unat-
traktiv.

Bevor wir uns nun weitergehend mit dem CRR Modell beschéftigen, geben wir zunéchst
einige Definitionen, die uns das Hedgen von Finanzgeschéiften mathematisch verdeut-
lichen.

Definition 7.3. Ein Claim C ist eine Zufallsgréfie {2 — R, die wir als Auszahlung zum
Zeitpunkt N € N betrachten.

Definition 7.4. Eine Portfoliostrategie ist ein Paar von vorhersehbaren Prozessen
(M)ken und (Cx)ren, wobei ny fiir die Anzahl an Einheiten steht, welche wir in der
Periode (k, k+1] in die Aktie Sy investieren, und ¢, analog die Einheiten der Geldanlage
Ay, représentiert.

Der Wert des Portfolios (1, (x)o<k<n zur Zeit k > —1 ist durch

Vie = CGer1 Ak + Mk41Sk, k> —1,

gegeben, und der des diskontierten ist definiert zu

k
Vi=Ve[J(t4+r)™", k> -1 (7.7)

1=0

Definition 7.5. Ein Portfolio (7, (x)ren heiBt selbstfinanzierend, wenn

Ap(Crg1 — Ck) + Sn(Mkr1 — ) =0, k> 0.

Bei einem selbstfinanzierenden Portfolio werden also nie Geldanteile hinzugefiigt oder
weggenommen, sondern lediglich die Anteile der Aktie und der Anlage untereinander
getauscht. Ist das Portfolio (n, (x)o<k<n selbstfinanzierend, so impliziert dies zudem

Vi = GeAk + 1Sk, k> 0.

Sei nun C ein Claim, d.h. C ist eine Fy-mefbare Zufallsvariable auf 2. Unsere
Ambition liegt jetzt darin eine Hedgingstrategie (nx,Cx)o<k<n fiir C zu bestimmen,
demzufolge soll

C =Vn=C(AN +nnSN

gelten. Zunéchst stellt sich die Frage, ob eine solche Strategie iiberhaupt existiert, und
wenn ja, ob das fiir jeden beliebigen Claim gilt.
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Definition 7.6. Ein Claim C heifit erreichbar, falls eine Hedgingstrategie fiir C exis-
tiert, d.h. diese Strategie (1, Cx)o<k<n erfiillt

C=Vn=C_(AN+nnSN.
Ein Finanzmarkt heifit vollstdndig, wenn jeder Claim erreichbar ist.

Wir wollen nun die Frage, ob eine solche Hedgingstrategie in unserem Modell exis-
tiert, beantworten. Zunéchst gilt nach iterierter Anwendung von (7.5) fiir die Aktie

n X
1+ b\ 2
A%251I1¢0+@xyum( +k) . neN.

o 1+ ax

Dementsprechend gilt fiir den diskontierten Aktienpreis

n Xk
B 1 140\ 2
_S_ll_[<1+T'k\/(1+bk)<1+ak)(1+ak> ),HEN.

k=0

Nun gilt nach [7] unter der Bedingung (7.6), dass (S, )nen €in Martingal ist beziiglich
der Filtration (F,,),>_1 unter dem Mafl P*, welches gegeben ist durch

Tk — Qg _bk—ﬁc
k. =

Pk = , k€eN.

bk—ak’ bk—ak

Somit erhalten wir unter Anwendung von Satz 7.1, der Clark-Ocone formula (5.15)
oder der Martingalreprésentation (5.19) die Martingaldarstellung fiir den diskontierten
Aktienpreis

gn - Sfl + ZYkaS’k

k=0
" -~ 140, 1+ ay
=5_ Y Sk_ — Sk
1+;0 k\/kak:( k11+7,n k11+rk)
"L bk—ak
=51+ Sk—1+/ Y. 7.8
1 ;Oklpkcﬁcl_'_rkk ( )

Weiterhin zeigt [7], dass in diesem Fall der Finanzmarkt arbitragefrei und vollstandig
ist, daraus konnen wir schlussfolgern, dass im CRR Modell jeder Claim erreichbar ist,
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also fiir jeden beliebigen Claim eine Hedgingstrategie existiert. Diese zu bestimmen
soll nun unser nachstes Ziel sein, dafiir benutzen wir von nun an das Mafl P*. Der
Erwartungswert unter diesem Mafl wird demzufolge mit E* notiert.

Folgender Satz gibt eine Zerlegung des Portfolios (1, (x)o<k<n an, welche zur Bestim-
mung der Hedgingstrategie behilflich sein wird.

Satz 7.7. Ist das Portfolio (nx, Cx)o<k<n selbstfinanzierend, so erhalten wir die Zerle-
gung

n

Vo=Vo [J+m) + sti_lqui(bi —a)Y; [] @+m), (7.9)

k=0 k=i+1

n

sowre

i

Vo=V_.+ Z NiSi—1y/Dii(bi — a;)Yi H(l +r) 7 (7.10)
=0

k=0

Beweis. Zunéchst gilt

A=Ay = A (f[a +ry) — 1‘[(1 + rk))

k=0 k=0
i—1
= AL JJA+r)((@+r) - 1)
k=0
=r; A1

und

Si = Sim1 = S-1((1+bp) =13 + (1 + an) =13 — 1)
= Si—1(bplix, =1y + anlix,=—1}).

Da das Portfolio selbstfinanzierend ist, gilt daher

Vi = Vier = G(A; — Aimy) + mi(S5 — Siza)
= Gridicn 0iSici(bplix, =1y + anlix,——13)
—_——
=riVi—rin:Si—1
= 151 (bn1{x,=1} + anl{x,=——1y —73) + Vi
= 1:Si—1v/Pii (bi — a;)Y; + 1 Vi_q,
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da nach (3.4)

= lox,=1 (bi —7i) — lix,——1) (ri — a;)
= Lix,=13bi + 1ix,=—1yai — 7.

Demzufolge erhalten wir

Vi=Vioi —miViog = niSi—l\/pi%’(bz‘ - Clz‘)yi- (7'11)

Fiir den diskontierten Wert erhalten wir daraus eine Darstellung zu

% i—1

Vi—Viiy = H(l + 1)V — H(l + 1) Wiy
k=0 k=0
= H(l + 1) (Vi = (1 +7) Vi)
k=0
= H(l +73) " (1 Si—1v/Dii (bi — ;) Y5),
k=0

woraus die Zerlegung von V,, mittels

Va

Vo ]+ )
k=0

I
—=

<1+T’k>

k=0

S Sl
k=0

n

Vfl H(l —+ Tk> -+ (nlsl,l\/]qu(bl — CLz)Y;) H (1 -+ Tk)

=0 k=i+1

folgt. Die Zerlegung des diskontierten Wertes des Portfolios ergibt sich dementspre-
chend zu

1=0
=V, + sti—l Piqi(bi — a,)Y; H(l + )7t
i=0 k=0
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Damit haben wir nun alles zusammen, um fiir jeden beliebigen Claim eine Hed-
gingstrategie zu bestimmen

Satz 7.8. Es sei C € L*(Q, Fx) ein Claim und

N
1
" = E*[D,C|F,_ 14+7,)"Y 0<n<N, 7.12
o~ e L ] ]H( ) (7.12)
sowie

N
Q:A#<]I(LH@*BWUH—%&J,OSngN. (7.13)

k=n+1

Dann ist das Portfolio (i, Cx)o<k<n selbstfinanzierend und gibt eine Hedgingstrategie
fir C an, d.h. Vy = C mit

N
k=n+1

Beweis. Sei (ng)o<k<n gegeben durch (7.12), n—1 = 0 und ({,)—1<n<n definiert durch

. N
Cil _ E [C] H(l 4 T,k)fl und
k=0
(Mk+1 — M) Sk
Ay,

Cosr = G — , —1<k<N-1. (7.15)

Dann ergibt sich aus (7.15) sofort, dass (ng, (x)-1<k<n selbstfinanzierend ist, da

Ap(CGrr1 — Ce) + Sk — k) =0, —1<k<N-—1.
Sei nun (V,)n>-1 der Werteprozess des Portfolios (1, (,)-1<n<ny gegeben durch
N

V_1 = E*[F] H(l +76)7 ", und Vi, = Gy + 1nSn, 0<n < N.

k=0

Da (0, Cn)-1<n<n selbstfinanzierend ist, gilt nach (7.10) fiir den diskontierten Werte-
prozess (vgl. 7.7)
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i

1+Z77151 1\/]%%( ) H<1+Tk> 17 _ISTLSN

k=0

In Kombination mit der Clark-Ocone formula (5.15) folgt daraus

N N N

E(C|F) [JA+r) " =E |E[CIT[(1+ ) 1+Z Y; E*[DiC|Fi 1]H<1+m>—1|fn

k=0 k=0 i=0 ¢ f r k=0

N n
=E[C][[A+r) ™+ VE[DC|Fiy H 14 7y) 7
k=0 =0 =
N N
+ E*[E*[Y;| Fi_1) E*[D;C|Fi_1]| Fn 1 -1
Z [E*Yi|Fioa] E*[D;C|Fia]| ]H( +7k)
i=n+1 -0 k=0
~ n N
=V + ) YEDC|IFa] [ +m)™" (7.16)

=0 k=0

aus der Definition von (1, )o<n<y ergibt sich nun

E*[D;C|Fi—1] = n:Si—1v/Psi (bi — a;) H (1 +7g),
k=i+1
somit lésst sich (7.16) umstellen zu
N ~ n %
E*[C]F] H(l )=V 4 Z YiniSi1v/pigi(bi — a;) H(l +r)7"
k=0 i=0 k=0
Somit erhalten wir
L N
V, =V, H +r) =E[CIF] [] @+r),
k=0 k=n+1

woraus sich sofort Viy = C' ergibt. Zuguterletzt zeigen wir, dass es sich bei ((,)o<n<n
um den in (7.15) definierten Prozess handelt. Dies folgt aus der Definition von V;,
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& (= A;l(Vn — NnSn)

= A;l (E*[C|]:n] H (1 + Tk)_l - nnSn> )

k=n+1

somit handelt es sich bei (9, (,)o<n<n aus (7.12) und (7.13) um eine selbstfinanzierende
Hedgingstrategie fiir den Claim C.
[

Wir haben also gezeigt, dass es im Cox-Ross-Rubinstein-Modell zu jedem Claim eine
Hedgingstrategie gibt, weche wir in Satz 7.8 explizit angeben haben. Das Startkapital
berechneten wir zu

Vo =E ] +m) (7.17)
k=0

mit diesem Einsatz ist es also immer moglich iiber die Strategie (7, (n)o<n<ny einen
beliebigen Claim C' € L?(€2, Fy) zu hedgen.

Im abschliefenden Beispiel werden wir diese Theorie anwenden um eine Européische
Put-Option zu hedgen.

Beispiel 7.9. Es sei S,, ein Aktienpreis im CRR Modell mit Anfangswert S_; und
C € L*(, Fy) eine europiische Put-Option mit Filligkeit N € N und Strike K € R.
Eine Put-Option gibt dem Halter die Moglichkeit zur Félligkeit N zu entscheiden, ob
er die Aktie zum Preis Sy, oder zum Preis K verkauft.

Demzufolge wird Gewinn erzielt, wenn der Aktienpreis niedriger ist, als der Strikepreis,
da er die Aktie zu einem Wert verkaufen kann, der iiber dem Marktwert liegt. Daher
zielt eine Européische Put-Option auf einen fallenden Aktienkurs ab. Als Payoff einer
europdischen Put-Option ergibt sich

C =mazx(K — Sy,0) = (K — Sy)+.

Sei nun N =52, S 1 =100, A ; =1 und K = 167, sowie r, = 0.1, a;, = —0.04,
by, = 0.06, k € N, dann gilt

rk—ak_l
pk—bk—akzéund

_bk—Tk_l

qk_bk—akzé'



Payoff von C

Abbildung 7: Payoff einer européischen Put-Option mit Strike K.

Wir wollen nun eine Hedgingstrategie fiir C' = (167—S52)+ berechnen und den Preispro-
zess des resultierenden Portfolios bestimmen. Zunéchst berechnen wir das Startkapital
V_1, welches wir in das Projekt investieren miissen. Da Xj, £ € N, Bernoulliverteilt ist
berechnet sich der Erwartungswert der européischen Put-Option zu

0] = B 500
* . 146\
~e - s Vo (1)
_ Z (N + 1)pN+1—iqi<K — S (1 +0)N (1 +a))

]
=0

53
53 . ‘ .
=> ( Z, )0.5N+1—’0.5Z(167 — 100 - (1.06)**7%(0.96)") ;.
1=0

= 23.45,

somit erhdlt man nach (7.17)
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V. 1= E* H 1 -+ T’k !
k=0
52
— 23.45. H (1.01)~
= 13.84,

wobei die Berechnungen mit Matlab durchgefiihrt wurden. Der Claim C' hat also einen
erwarteten Gewinn von 23.45 und wir miissen am Anfang 13.84 Einheiten investieren,
um mit unserer Hedgingstrategie C zu erreichen. Wie man sich leicht iiberlegen kann,
ist durch n; = 0 und ( = 13.84, 0 < k£ < 52, eine triviale Hedgingstrategie gegeben,
bei der wir einfach das gesamte Startkapital iiber den kompletten Zeithorizont in die
risikofreie Anlage investieren.

Unter Benutzung von Satz 7.8 wollen wir nun eine nichttriviale Hedgingstrategie be-
stimmen. Zunéchst gilt

E[C1F] = B [(K = Sn) ¢ | T3]

1+a

1=0 J=

wobei unter Fj, bereits der Wert von X, ..., X3 bekannt ist. Analog berechnen wir nach
(5.2)

E*[D,C|Fn-1] = E [Dp(K — Sn)4|Fn-i]

v 3
— VpE* || K-(1 +b)S,1H\/(1 +b)(1+a) (112) | Fn_1
i#n + _
N Xi |
— VpgE* || K — (1+a)S_1H\/(1+b)(1—|—a) <1+b) ) | Fr—1
, 1+a
i#n + _

1

= VP71 (N B ")pN—”—iqi K—(1+b)S_1(1+b)N""(1+a) | (1+0)(1+a) (

<
Il
o

|
—
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$
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3
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=
|
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3
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o
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Auf der Grundlage des Bernoulliprozesses (Xj)ren konnen wir nun mithilfe von Satz
7.8 sukzessiv (j, . und Vj, berechnen, damit erhalten wir sowohl unsere Hedgingstra-
tegie (Mk, Ck)o<k<n, als auch den Wert des Portfolios (Vj)o<k<n. Der Verlauf dieser
Realisierungen wurde mit Matlab simuliert und ist in Abbildung 8 und 9 dargestellt.

Abbildung 8: Moglicher Verlauf von V,,, ¢, A, und 7n,95,.

In Abbildung 8 ist V,, in blau, (,A, in griin, 7,5, in schwarz und die risikolose
Anlage mit Startwert V_; in rot dargestellt (der Endwert der Anlage ist E*[C]). Nega-
tive Werte von (,, und 7, lassen sich so interpretieren, dass man entweder einen Kredit
aufnimmt bzw. Aktienanteile verkauft, diesen Uberschuss investiert man dann wieder
(entweder in die Aktie oder in die Geldanlage).

Dies beobachtet man auch gleich im ersten Investitionsschritt, wir verkaufen Aktienan-
teile und investieren diese in die risikolose Geldanlage, diese Strategie verfolgen wir den
gesamten Zeitraum iiber. Somit haben wir die zugrundeliegenden Risiken vermindert
indem wir weder allein auf die Geldanlage, noch auf die Entwicklung der Aktie setzen.
Befinden wir uns mit unserem Portfolio V,, iiber der roten Linie, so haben wir zeitweise
Gewinn erzielt, andersrum machen wir Verlust. Bei dieser Strategie haben wir also viel
mehr Spielraum, als bei einer reinen Geldanlage bzw. Erwerb der Option, wir kénnen
auch jederzeit die Investitionen beenden, diese Moglichkeit haben wir beim Erwerb
der Option nicht. Dies ist allerdings nur ein mogliches Szenario, welches uns zwar das
Prinzip des hedgens veranschaulicht, aber keine Information iiber die Verteilung von
C = (K — SN)+ glbt

Diese Information liefert Abbildung 9, wo die Endwerte von Vy = C' nach 100000
Durchlidufen in einem Histogramm abgebildet sind. Man erkennt, dass in fast 50% der
Félle der Payoff der européischen Put-Option gleich Null ist, er aber auch mit einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 10% mehr als 70 betragt. Verfolgt man nun die Hedgingstra-
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Abbildung 9: Histogramm fiir C' = Vjy fiir 100000 Realisierungen.

tegie (Cn, Mn)o<n<n ist es also jedem Investor selbst iiberlassen zu entscheiden, ob er an
einem Zeitpunkt 0 < n < N aussteigt oder nicht. Diese Flexibilitat der Abwagung von
moglichem Gewinn und Risiko macht eine Hedgingstrategie so attraktiv.
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8

Quellcodeverzeichnis

Abbildung 1 und 2 :

function [stint] = aktie (N,n)

for

k=1:n

$for i=1:N

o\

o\

for
end
p (1)

p(2)
for

end
for

end

end

p(i)=(N+1-1)/ (N+1);

i=1:N
time (1) =1i;

=1/2;

=1/2;

i=1:N

x=rand;

if i >=3 && y(i-1)>0 && y(1i-2)>0
p(i)=p(i-1)"2;

elseif 1 >=3 && y(i-1)<0 && y(i-2)<O0
p(1)=1-(1-p(i-1))"2;

else
p(i)=1/2;

end

y (i (I-p(1)) /p(1)) " (1/2);
else
y(i)=—(p(1)/(1-p(1))) " (1/2);
end
=100;
i=2:N
if y(i-1)<0
u(i)=u(i-1)-1;
else
u(i)=u(i-1)+1;
end
i=1:N

stint_inkr (i)=u(i)*y(i);

stint (1)=stint_inkr (1) ;

for

i=2:N
stint (i)=stint (i-1)+stint_inkr (i) ;
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end

hold on
stairs(time, stint);
end

Abbildung 3 und 4 :

function [aktieint] = aktieint (N,n)

for k=1l:n
Z=aktie (N, 1) ;
aktieint (k) =2 (N);
end

Abbildung 5 :

function [stint] = fbern (N, n)
for i=1:N
time (i) =1i;
end
for k=1:n
for k=1:N

Z=bernoulli (50);

for 1=1:50
if Z(i)==1
y(i)=1;
else
y(i)=-1;
end
end

end

stint_inkr (1)=0;
stint_inkr (2)=factorial (2)+symf(1l,2)*y(1l)*xy(2);

for 1=3:N
stint_inkr (1)=0;
for i=1:1-1
for j=i+1l:1
stint_inkr (l)=stint_inkr (1l)+symf (i, J)*y (1) *y (J);
end
end
stint_inkr (l)=factorial (2)*stint_inkr(1l);
for h=1:1-2
stint_inkr (l)=stint_inkr (l)-stint_inkr (1-h);
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end

end

stint (1)=stint_inkr (1) ;

for 1i=2:N
stint (i)=stint (i-1)+stint_inkr (i) ;
end
hold on
stairs(time, stint);
end

Abbildung 6 :

function [fbernint]=fbernint (N,n)

for k=1:n
Z=fbern (N, 1) ;
fbernint (k) =2 (N) ;
end

Abbildung 8 und 9 :

function [stint] = hedge (N)

for i=1:N+1
time (i)=1i;
end

r=0.01;
a=-0.04;
b=0.06;
p=(r-a)/(b-a);
g=(b-r)/ (b-a);
S_initial=100;
A_initial=1;

K=167;
for i=1:N
y=rand;
if y <=p
x(1)=1;
else
x(i)=-1;
end
end

V_initial=F_exp(N,0,p,K,S_initial,a,b,x)*(1/(1+r)" (N));
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for 1=1:N

V(i)=F_exp(N,i,p,K,S_initial,a,b,x)*(1/(1+r) " (N-i));

end

stint (1)=V_initial;
for i=2:N+1

stint (1)=V(i-1);
end

S(l)=S_initial;

for i=2:N+1
S(i)=S(l)*Jo(x,i-1,a,b);

end

S_inv (1)=0;
for i=2:N+1

S_inv (1)=(1/(S(i-1)* ((px(1-p)) "~ (0.5)) * (b-a)
*DF_exp (N,1-1,p,K,S_initial,a,b,x)*(1/((1+r)

end

A(l)=A_initial;

for i=2:N+1
A(1)=A(1l)*(1+r) " (1-1);

end

C(l)=V_initial;

for i=2:N+1
C(i)=(stint (1)-S_inv (1) *S(i))/ (A(1i));

end

for i=1:N+1
Anlage_gesamt (1)=C (i) *A(1);
end

for i=1:N+1
Aktie_gesamt (1)=S_inv (i) =*S(1);
end

stairs(time, stint);

hold on

stairs(time,Anlage_gesamt, 'g');
hold on

stairs (time,Aktie_gesamt, 'black');
hold on

plot ([1;N+1], [V_.initial,F exp(N,0,p,K,S_initial,a,b,x)],

function [stint] = F_exp (N,k,p,K,S,a,b,x)
ans=0;

if k==
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(N+1-1)));

SWert

$Wert des Portfolios

$Wert der Aktie

o)

% eta (Aktieninvestition)

meiner Geldanlage

%$Anzahl an Geldanlagen



for 1=0:N

ans=ans+ nchoosek (N,i)* (p" (N-1))* ((1-p) "~ (1))
*max (K=S* ((1+b) " (N-1) ) ((1+a) " (1)), 0);
end

stint=ans;

else
for i=0: (N-k)
ans=ans+nchoosek (N-k, i) *
*smax (K=S* ((1+b) " (N-k-1))
end
stint=ans;

))* ((1-p) " (1))
i))xJo(x,k,a,b),0);

end

function [stint] = DF_exp (N,k,p,K,S,a,b,x)

ans=0;
for i=0: (N-k)
ans=ans+ (px (1-p) ) » (nchoosek (N-k, 1) * (p~ (N-k=1) ) % ( (1-p) "~ (1)) *max (K-S (1+b)
* ((1+b) " (N-k-1i)) % ((1+a) " (i))*Jo(x,k-1,a,b),0) -nchoosek (N-k, i) * (p~ (N-k-1))
* ((1-p) " (1)) *max (K-S« (1+a) x ((1+b) " (N-k—-1) )+ ((1+a) " (i))+Jo(x,k-1,a,b),0));
end
stint=ans;
function [stint] = Jo (x,k,a,b)
ans=1;
for i=1:k

ans=ansx* (((1+b) * (1+a)) " (0.5)) x ((14+b) / (1+a)) " ((x(1))/2);
end
stint=ans;

function [endwert] = F (n)

for k=1:n
r=0.01;
a=-0.04;
b=0.06;
p=(r-a)/(b-a);
gq=(b-r)/ (b-a);
S_initial=100;
A_initial=1;
K=167;

N=52;
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y=rand;
if vy <=p
x(1)=1;
else
x(1)=-1;
end
end

endwert (k)=F_exp (N,N,p,K, S_.initial,a,b, x);
end
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