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Zusammenfassung

Die Quasi-Steady-State Approximation ist eine Methode zur Dimensionsreduktion in
dynamischen Systemen. Sie wird vor allem fiir gewthnliche Differentialgleichungen,
die chemische Reaktionssysteme beschreiben, verwendet. Trotz allgegenwirtiger An-
wendung der Quasi-Steady-State Approximation existiert eine theoretische Analyse
des Approximationsfehlers nur fiir den Spezialfall der Enzym-Substrat-Kinetik. In
dieser Arbeit wird eine theoretische Rechtfertigung fiir die Quasi-Steady-State Ap-
proximation mit Hilfe eines Mehrskalenansatzes basierend auf der Theorie singulér
gestorter Differentialgleichungen dargestellt. Als theoretische Grundlage wurde da-
zu Kapitel 15 des Buches Multiscale Methods von Pavliotis und Stuart verwendet.
Mit Hilfe dieser Theorie werden anschliefend fiir Differentialgleichungen, die che-
mische Reaktionssysteme beschreiben, Kriterien fiir die Anwendbarkeit der Quasi-
Steady-State Approximation entwickelt. Dazu erweist sich eine Transformation der
Gleichungen, die Skalierung, als hilfreich. Die Idee zu dieser Transformation ist dem
Artikel The Quasi-Steady-State Assumption: A Case Study in Perturbation von Se-
gel und Slemrod entnommen. Abschliefend wird das wohl bekannteste Beispiel fiir
die Quasi-Steady-State Approximation, die Michaelis-Menten Approximation, be-
handelt.
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1 Einleitung

Eine wichtige Technik zur Dimensionsreduktion in dynamischen Systemen ist die
Quasi-Steady-State Approximation. Sie findet in vielen Bereichen, besonders jedoch
in der mathematischen Beschreibung chemischer Reaktionssysteme, eine Anwen-
dung. Neben der Vereinfachung der Analyse und Losung des Systems durch die
Dimensionsreduktion, ist ein entscheidender Nutzen die hiufig folgende Verringe-
rung der Anzahl an Modellparametern. Das ist insbesondere dann vorteilhaft, wenn
Parameter unbekannt und experimentell schwer zu bestimmen sind. Des Weiteren
kénnen durch die Modellreduktion unter Umsténden Einsichten in die Natur des
beschriebenen Vorgangs gewonnen werden, die in der Komplexitét des detaillierten
Modells verdeckt blieben. Das bekannteste Beispiel fiir die Quasi-Steady-State Ap-
proximation ist die Michaelis-Menten Approximation. In ihrem 1913 veroffentlichten
Artikel [MM13] schlugen Michaelis und Menten ein Modell zur Beschreibung einer
Enzym-Substrat Reaktion vor, das die experimentelle Beobachtung einer maximalen
Reaktionsgeschwindigkeit bei hohen Substratkonzentrationen richtig widerspiegelte.
Aus heutiger Sicht kann dieses Modell durch Anwendung der Quasi-Steady-State
Approximation abgeleitet werden. Haufig werden Varianten der Michaelis-Menten
Approximation verwendet, ohne dass eine allgemeine theoretische Rechtfertigung
dafiir besteht. Das Ziel dieser Arbeit ist es, mit Hilfe der Theorie singular gestorter
Differentialgleichungen die Quasi-Steady-State Approximation fiir allgemeine Re-
aktionssysteme zu rechtfertigen sowie Kriterien fiir deren Giiltigkeit anzugeben.
Zunéchst wird eine Theorie vorgestellt, die im Wesentlichen auf [PS08, Theorem
15.2] beruht. Anschliefend wird gezeigt, wie man mit dieser Theorie Systeme aus
der Reaktionskinetik behandeln kann. Schliellich wird die Michaelis-Menten Appro-
ximation auf die vorgestellte Weise untersucht und das Ergebnis der Analyse mit
dem von Segel und Slemrod verglichen, die in [SS89] eine Analyse dieses Spezialfalls
der Quasi-Steady-State Approximation durchfiithrten.

2 Die Quasi-Steady-State Approximation

In vielen dynamischen Systemen lduft ein Teil der Dynamik wesentlich schneller ab
als der iibrige Teil der Dynamik. Man sagt in diesem Fall, dass das System eine
langsame und eine schnelle Zeitskala hat. Eine solche Zeitskalentrennung erlaubt es
unter Umsténden, die Dynamik dahingehend zu vereinfachen, dass die schnelle Dy-
namik nur noch ,;implizit“ beriicksichtigt werden muss. Dieses Konzept soll zunéchst
auf heuristische Weise erlautert werden.



2.1 Heuristische Herleitung

Wir gehen analog zu [PS08, S. 127 f.] vor. Betrachtet werden Differentialgleichungen
der Form

Co=flry) (1a)
Sy ="1g(e,y) (1)

mit 0 < ¢ < 1,2 € R¥ y € R'. Die Funktionen f und g seien geeignet gewiihlt (im
néchsten Abschnitt werden die Annahmen an f und g konkretisiert). Sei ¢t (o) die
Losung von Gleichung (1b) fiir ein festgehaltenes z und e = 1, das heifit

d

%:(0) = 9z, 45 (w0)), #2lwo) = vo.

Wir nehmen an, dass sich die Gleichung g(z,y) = 0 eindeutig zu y = ¢(x) auflosen
lisst, das heiBt es existiere eine Funktion ¢ : R¥ — R! und

g(z,y) =0

gelte genau fiir

y = q(x).
Der Wert ¢(z) ist damit ein Fixpunkt (Steady-State Value) von Gleichung (1b),
aber im allgemeinen kein Fixpunkt des vollen Systems. Wir bezeichnen daher ¢(x)

als den Quasi-Steady-State Wert von y fiir gegebenes . Wir nehmen an, dass fiir

die Gleichung
d
¥ = 9(.y)

mit festem x der Fixpunkt y = g(x) global attraktiv ist, das heift
ot (yo) — q(x) fiir t — oo,

unabhéngig von yg, wobei die Konvergenz gleichméfig in x erfolge. Die Funktion
t/e .. . .
vz (o) 16st die Gleichung

d 1
i gg(ﬂf,yL y(0) = yo

fiir ein festes x. Fiir Zeiten t, die grofl gegeniiber ¢ sind, machen wir nun die Appro-
Ximation

Ol (o) ~ q(z).

Die Idee der Quasi-Steady-State Approximation ist die folgende: Betrachten wir
wieder das volle System an Differentialgleichungen, so gehen wir davon aus, dass
selbst wenn wir x nicht festhalten,



fiir ¢ grof gegeniiber ¢ eine gute Ndherung bleibt. Das heifit y(t) ldsst sich nach
kurzer Zeit als Funktion von z(t) ausdriicken. Dies fithrt auf die Quasi-Steady-State
Approximation

T = Tyed,

wobei x,.q die Losung der reduzierten Gleichung

d

El‘red = f(xre(h Q(Ired))7 xred(o) = Zo

ist. Dabei lasst sich die Wahl der Anfangsbedingung x,.4(0) = o durch die Ndherung
z(t) = xg

fiir Zeiten ¢, die klein gegeniiber 1 sind, rechtfertigen.

2.2 Transformation einer gegebenen Gleichung

In diesem Abschnitt wird die Frage beantwortet, welche Bedingungen an eine Funk-
tion ¢ gestellt werden miissen, um die Existenz einer Funktion ¢ mit den im vo-
rigen Abschnitt erwdhnten Eigenschaften sicherstellen zu kénnen. Weiterhin wird
beschrieben, wie eine gegebene Differentialgleichung %Z = F(Z) unter gewissen
Voraussetzungen auf eine Gleichung der Form (1) gebracht werden kann.

Gegeben sei die autonome Differentialgleichung

d
—SZ="F(Z). Z(0)="Z. 2)

Dabei sei die Funktion F' : R” — R™ auf ganz R" stetig differenzierbar. Damit ist
F' weiterhin lokal Lipschitz. Ist M C R"™ ein Kompaktum, so ist die Einschrankung
von F auf M global Lipschitz. Fiir Zy € M \ OM existieren also ein 6 > 0 und eine
eindeutig bestimmte Losung Z : [0,5) — M fiir (2) (siche [PW10, Kapitel 2]). Wir
betrachten die Differentialgleichung auf einem quaderférmigen Kompaktum

M = [al,bl] X - X [an,bn]

mit a;,b; € Rja; < b; firi=1,... n.

Um die Quasi-Steady-State Approximation auf diese Differentialgleichung anwen-
den zu koénnen, gehen wir im Folgenden davon aus, dass Funktionen fy : M — R*
und go : M — R"F existieren, so dass sich Gleichung (2) mit Z = (X,Y) schreiben
lasst als

SX = XY, X0) =X, (30)
SV = @(X,Y), Y(0) =Y, (3b)

und go die folgenden Bedingungen erfiillt.



Bedingungen (Q):

1. Es existiere eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion
q: M1 — M2 mit
90(X,q(X)) =0
fiir alle X € M. Dabei seien M; C R¥ und My C R** mit M = M; x Ms.

2. Es existiere eine Konstante o > 0, so dass fiir alle X € M; und Y)Y’ € M,
gilt
(90(X,Y) = go(X,Y"),Y = Y') < —a|Y - Y|I". (4)

Die Quasi-Steady-State Approximation fiir das System (3) lautet dann

ined = fO(Xred> q(Xred))7 Xred(o) - XO- (5)

dt
Pavliotis und Stuart zeigen in [PS08, S. 240], dass Bedingung (4) die in der heuri-
stischen Herleitung geforderte Eigenschaft garantiert, dass fiir ein festgehaltenes X
die Dynamik gegen ¢(X) konvergiert: Ist % (Yp) mit

d
3 9x(0) = 90(X, 95 (Y0)), &k (Vo) = Yo,
so gilt
¢’ (Yo) — a(X)|| < ™Yo — a(X)], (6)
wobei || - || die Euklidische Norm bezeichne.

Wir wollen nun ein geeignetes € bestimmen. Der Parameter ¢ sollte ein Maf3 dafiir
sein, wie schnell sich die X-Dynamik im Vergleich zur Y-Dynamik dndert. Wir sahen
bereits in Ungleichung (6), dass o ein MaB fiir die Anderungsgeschwindigkeit der
Y-Dynamik, genauer gesagt, die Geschwindigkeit, mit der sich die Y-Dynamik der
Mannigfaltigkeit (X, ¢(X)) annéhert, ist: Je grofler « ist, desto schneller konvergiert
der Abstand zur Mannigfaltigkeit gegen 0. Wir definieren die charakteristische Rate
fiir die Y-Dynamik durch

Ty = Q.

Wir wollen nun etwas Analoges fiir ¢} (Xj), der X-Dynamik bei festgehaltenem Y,
definieren. Sei dazu C' > 0 mit

| fo(X,Y)|| < C fiir alle (X,Y) € M.

Die X-Dynamik dndert sich desto langsamer, je kleiner die Konstante C' ist, denn

||¢;<Xo)—xo||=\ [ ey < [t ooyl < o




Also setzen wir als charakteristische Rate fiir die X-Dynamik
T — C.

Die charakteristischen Raten sind nicht eindeutig, 7y sollte aber stets so grof§ und 7x
so klein wie moglich gewéhlt werden. Die Annahme, die uns zur Quasi-Steady-State
Approximation fiihrte, war, dass im vollen System die Y-Dynamik viel schneller
gegen die Mannigfaltigkeit (X, q(X)) konvergiert, als sich die X-Dynamik &ndern
kann. Also fordern wir

Tx L Ty

und erhalten so den gesuchten Parameter

_TX C

E=—=—

Ty [0

Um unsere Differentialgleichung auf die gesuchte Form (1) zu bringen, fithren wir
nun die neue Zeit

T = TX * t
ein und erhalten fiir die Funktionen
x(T)=X(T/rx) und y(T)=Y(T/7x) (7)
die Differentialgleichungen
d 1
d_Tm = Efo(l"’y%

d 1 (2,9)

Setzen wir nun

1

flz,y) = T—fo(ff,y),
X
g(z,y) = %go(w,y),
so erhalten wir
d
ﬁx = f(xay)v .73(0) = Xo, (8&)
d
= g(e.y), y(0) =Y (8D)

Wir bemerken, dass nach dieser Transformation die Funktionen f und g im All-
gemeinen von ¢ abhéngen werden und wir eigentlich f = f. und g = g¢. schreiben
miissten. Vorerst werden wir jedoch ¢ als festen Parameter betrachten und koénnen



daher zunachst auf diese Notation verzichten.

Fiir die Funktionen f und g aus den transformierten Gleichungen gilt

1f(z,y)ll <1 (9)

sowie
(9(z,y) = g(z.y)y —y) < =y —¥/| (10)
fiir alle z € My und y,y’ € M. Als reduzierte Gleichung erhalten wir

et = (rea d0))s rea(0) = Xo. (11)

dT
Da f und ¢ nach Voraussetzung stetig differenzierbar sind, ist die Funktion f( -, ¢(+)) :
M; — RF lokal Lipschitz. Also existiert ein § > 0 und eine eindeutige Losung
Tred : [0,0) — M, fir Gleichung (11) (siche [PW10, Kapitel 2]).

2.3 Konvergenzanalyse der Quasi-Steady-State Approximation

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, unter welchen Bedingungen wir die
Konvergenz der Quasi-Steady-State Approximation zeigen kénnen.

Im Beweis der Konvergenzaussage verwenden wir folgendes

Lemma 2.1 (Gronwall (differentielle Form), siehe [PS08, S. 61] ). Sei T" > 0 und
n :[0,T] — [0,00) eine stetig differenzierbare Funktion, die der Differentialunglei-

chung
Slt) < an(t) +6(0), 0(0) = mo

fiir alle t € [0,T] geniigt. Dabei sei a € R und ¢ : [0,T] — [0,00) eine L'-
integrierbare Funktion. Dann gilt

o) < explat) (m+ [ t expl—a5)0(3)ds )

fir alle t € [0,T7].

Folgender Satz gibt eine Fehlerabschéatzung fiir die Quasi-Steady-State Approxi-
mation an. Theorem 15.2 aus dem Buch [PS08] ist hier fir den Spezialfall unserer
vorbearbeiteten Gleichungen (8) formuliert. Im Unterschied zu [PS08] werden in
vorliegender Arbeit die in Abschitzung (12) auftretenden Konstanten explizit be-
rechnet und der Satz ist nicht fiir M = R” formuliert. Wegen dieser Unterschiede
ist auch der leicht abgewandelte Beweis in dieser Arbeit aufgeschrieben. Der Satz

10



gilt zunéchst nur fiir ein fest gewéhltes . Eine Konvergenzaussage fiir ¢ — 0 folgt
in Korollar 2.4. Fiir eine Matrix A € R™*" wird die Matrixnorm

JAl = max 1AZl

zeRm\{0} ||z]]

verwendet.

Satz 2.2. Betrachtet werden die Gleichungen (8) und (11) mit einem fest gewdhlten
e. Fir alle (x,y) € M gelte

IDaf(z,y)ll < Ch,
IDyf(z,9)l < Cs,
IDg(z)[| < Cs

mit Konstanten C; > 0 fir i = 1,2,3. Sei Ty > 0 derart, dass fir alle T € [0,Tp]
die Liosungen (z(T),y(T)) in M und x.eq(T) in My existieren. Dann gilt fiir alle
T € [0,Ty)

o) = (DI < T (el = aCXa) P + 25 ) (12)

mit K = max{2C,Cs + 2C; + Co?,1}.

Beweis (siehe [PS08, S. 241]). Definiere den Abstand z(T") der Losung zur Quasi-
Steady-State Mannigfaltigkeit (z, ¢(x)) durch 2(7") = y(T') — q(x(T")). Es gilt

d d d

ar” ar? ~ Dq(x) - ar”

_ éﬂpz+ﬂ@)—Dﬂ@‘ﬂ%w

= 2 (gl = +4(@) — g 0(@)) ~ Dale) - f(z,),
denn g(z,q(z)) = 0. Wegen Gleichung (10) gilt

(9(x, 2+ q(@)) — 9@, q(2)), z) < =]

Wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung und Eigenschaft (9) ist

(2,Dq(x) - f(z, 2+ q(x))) < 2] - IDg()]| - [|f (2, 2 + q(2))[| < Cs - ||].

11



Somit folgt
lel? = (m
gar" T \*ar”
1
1
< 2P+ Gy o (13)
1 e 1
< A2 e Sz 22
el + G5 + ol
- 1 2, €402

wobei der vorletzte Schritt aus (a —b)? > 0 fiir alle a,b € R mit a = y/¢/2 - C3 und
b = ||z||/v/2¢ folgt. Es ergibt sich

d 1
Izl < =2 e G

Gronwalls Lemma liefert nun

A1 < expl(=27) (1O + 2022 [ explZoyas)

3

= exp(—%T) (||,z(0)||2 +e-053(e eXp(éT) — 5))
— (IO + 202 (1-en(-11)).

Somit haben wir eine explizite Schranke fiir die Entfernung der Dynamik von der
Mannigfaltigkeit. Diese wird uns helfen, eine Schranke fiir ||2(T) — Zq(T)|]* zu
finden: Es ist

L e m ) = fe @)+ 2) — e drea)

dT
- f(l’, Q(m> + Z) - f(l', Q(xred))
—|—f($, Q(xred)) - f(xreda Q('Tred))
und folglich

1 d ) d
§ﬁl‘x_'xred” - <x_xredya(x_xred)>
- <(L’ — Tred, f(xa q(ZL’) + Z) - f(xu Q(xred)»
+<£L‘ — Zred, f(xa Q(xred)) - f(xreda Q('xred)))- (14)

12



Da M konvex ist, gilt
1f (2, q(z) + 2) = f(z, g(re))|
= ’ /0 %f(x, T(q(x)+ 2)+ (1 — T)q(xred))dT

— H /01 D,f (x,T(q(x) +2)+(1— T)Q(%m))

<q(x) — q(Treq) + z) dr

< Collg(x) — q(rea) + 2 (15)
und genauso
lg(2) = q(rea)) | < Chl| = Zred]| (16)
sowie
1/ (2, q(2rea)) = f(Zrea, ¢(Trea) )| < Chllx = Trea- (17)

Insgesamt erhalten wir aus Gleichung (14) mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
und den Abschitzungen (15)-(17)

e = mall? < Callale) — ) + 2| &~ el Ol — il
< OyCs|2 — @red|]® + Collz = Zyed| - |21 + Cillz — 2real?
< (CyCs+ Cy + %22)H:c — Tyed|” + %HZH2

und somit d
Collr — el < Kl — zall + 217

mit K = max{2C,Cs + 2C; + Cy?, 1}. Gronwalls Lemma, die Schranke fiir ||z(7")||?
und die Eigenschaft 2(0) = 2q(0) liefern

T
12(T) — zrea(T)||* < eKT/ e Ko [e = |2(0)))* + £2C5 (1 — e 5)] ds
0
T S
< eKT(Hz(O)H?/ e Ke—tds
0
T S
+€2032/ e (1 —e =)ds)
0
T T
< eKT(Hz(O)HQ/ e_€d8+€2032/ e "% ds)
0 0
C 2
< KT 2 2Y3 '
S CECRES
Mit z(0) = Yy — q(Xo) erhalten wir daraus Abschétzung (12). O

13



Wir kénnen Abschitzung (12) auch fiir die Losungen in der urspriinglichen Zeit ¢
formulieren:

Korollar 2.3. Bezeichnen wir die Losungen in der urspringlichen Zeit mit X (t)
und Xyeq(t), so lautet fir diese Funktionen die Fehlerabschdtzung

CQ
IX(0) = Xl < 75 (el — aXa) 12+ 252 ) (18)

Beweis. Die Riicktransformation zu (7) lautet X (t) = x(7, - t) und genauso fiir die
reduzierte Dynamik X,eq(t) = Zyea (7 - £). Setzt man dies in Ungleichung (12) ein,
so erhélt man Aussage (18). O

Wir wollen nun sehen, dass nach Einfithrung der neuen Zeit T" unsere Wahl von e
die einzig sinnvolle war: Sei dazu € = f¢ fiir ein beliebiges 5 > 0. Betrachte nun

d 1

ar = %59(9@?!)

und setze g = Sg. Nun gilt
(G(z,y) = g(z.y)y —y) < —Blly —y'II*
Mit dem neuen Parameter € und der neuen Funktion g kénnen wir wieder die ganze
Rechnung aus dem Beweis zu Satz 2.2 machen. Einzig Abschitzung (13) wird zu
1d
2dT

Es ist aber 8/& = 1/e, so dass man insgesamt auch hier zum Resultat des Satzes,
also zu der Abschétzung

202 < 20212 +Cs - el

C 2
12(T) = wrea(T)|* < *F (g||y0 — q(Xo)|* + 5273)

mit dem urspriinglichen Parameter ¢ kommt.

Wir zeigen nun, dass unter gewissen Voraussetzungen die Quasi-Steady-State Ap-
proximation fiir ¢ — 0 gegen die tatséchlich Losung konvergiert, das heifit

Treq — x fiir e — 0.

Dazu soll Satz 2.2 verwendet werden. Dieser gilt jedoch nur fiir ein festes £, da nach
unserer Konstruktion f = f., g = ¢g. und ¢ = ¢. gilt. Somit sind auch die in Satz 2.2
definierten Konstanten von ¢ abhéngig und wir schreiben

Ci = CZ'<€), i:1,2,3,
K = K(e).

Fordern wir auch deren Beschrianktheit, so erhalten wir folgendes

14



Korollar 2.4. Die Voraussetzungen von Satz 2.2 seien erfiillt. Es existiere ein g > 0
und Konstanten Cf >0 (1 =1,2,3,4), so dass fir alle 0 < e < g9

7

< i=1,2,3,
lg-(Xo) < Cf

qilt. Bezeichnen wir die Losung der vollen beziehungsweise reduzierten Gleichung mit
T beziehungsweise Tied e, dann gilt auf jedem endlichen Intervall [0, Ty] mit Ty > 0

Tred,e — Te
gleichmdfig fiir e — 0.

Beweis. Fiir festes ¢ < g gilt nach Satz 2.2
() = g (TP < 7 (el¥s = a0+ 255 )

mit K* = max{2C;Cs + 2CF + C3?,1}. Bs gilt fiir T < Ty

* *
eKTSeKT°<oo

und
1Yo = ¢:(Xo)|| < [[Yoll + [lg=(Xo) || < [[¥o]l + CF < 0.
Also gilt
sup ||lz(T) — xred,a(T)“Z —0
T€(0,T0]
fiir e — 0. O

Wir haben nun ein Konvergenzresultat fiir ¢ — 0. Es bleibt jedoch zunéchst offen,
ob fiir ein festes System mit festem Parameter € die Approximation x ~ x,.q sinnvoll
ist, das heifit, ob der durch die Approximation gemachte Fehler hinreichend klein
ist. Im néchsten Abschnitt werden wir diese Frage fiir spezielle Systeme diskutieren.

Wir betrachten erneut die Fehlerabschéitzung fiir die Approximation in der ur-
spriinglichen Zeit ¢ (Ungleichung (18)). Wir stellen fest, dass wir unter den Bedin-
gungen von Korollar 2.4 die gleichméflige Konvergenz X,eq. — X. auf endlichen
Zeitintervallen [0, o] nur bekommen, wenn wir zusétzlich die Beschrénktheit von 7x
fordern. Dieses Problem wird in der Diskussion noch einmal aufgegriffen.
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3 Anwendung der Quasi-Steady-State Approximation
auf Differentialgleichungen aus der
Reaktionskinetik

3.1 Deterministisches Modell der Reaktionskinetik

Wir wollen die Theorie der Quasi-Steady-State Approximation nun auf Differen-
tialgleichungen anwenden, die Konzentrationen von Molekiilarten innerhalb eines
chemischen Reaktionssystems beschreiben. Solche Gleichungen sind von der Form

SX(1) = 3 no(X(0). (19)

Dabei sind X = (Xi,...,Xy)? (Einheit: [M]) die molaren Konzentrationen der
N an der Reaktion beteiligten Molekiilarten Si,...Sy. Insgesamt gibt es M ver-
schiedene Reaktionstypen R,,...Ry. Der Vektor v, € ZN ist der sogenannte Zu-
standséanderungsvektor des p-ten Reaktionstyps (u = 1,..., M). Ist der pu-te Reak-
tionstyp gegeben durch

R, :a,S +...+a)Sy — b,S1+...+b) Sy

mit nichtnegativen ganzen Zahlen alz,b]; fiir 1 <1,57 < N, so ergibt sich der u-te
Zustandsdnderungsvektor zu

v, =b,—ay,
mit a, = (ay,...,a))" und b, = (b},...,b7)". Die zugehdrigen Reaktionsraten
a,(X) € R haben typischerweise eine der folgenden Formen:

1. a,(X) = ko X;X; (Einheit von ky : [1/(M - min)] ),
2. a,(X) = k1 X; (Einheit von k; : [1/min] ),
3. o, (X) = ko (Einheit von kg : [M/min] )

mit 1 < 4,5 < N, wobei k; > 0 die Reaktionsratenkonstante ist (I = 1,2,3) (siehe
[KLWT09]). Da Konzentrationen stets beschriankt bleiben (zumindest ohne dufieres
Eingreifen), fordern wir in allen folgenden Betrachtungen die Beschranktheit der
Funktionen Xj;.

Beispiel 3.1 (siche [Huil3]). Wir betrachten ein einfaches Beispiel mit zwei Re-
aktionspartnern X und Y und vier Reaktionstypen. Um die Notation einfach zu
halten, bezeichnen wir die Molekiilarten und deren Konzentrationen mit dem selben
Buchstaben. Die Reaktionsgleichung sei gegeben durch

ksynx Y
% syn

kdegx
= X Sk

ksan - X kdch
=Y =

Y
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Mit KdegX, KsynX, Kdegy, Fsyny > 0 und Anfangskonzentrationen Xo,Y; > 0. Das zu-
gehorige Differentialgleichungssystem lautet

d

aX = ksynX Y — kdegX : X7 X(O) = XO

; (20)
ay = ]{?San - X — kdng : Yv Y(O) = Yb

Wir untersuchen unter welchen Bedingungen dies eine sinnvolle Beschreibung eines
Reaktionssytems ist. Um die Beschrénktheit der Konzentrationen zu garantieren,
fordern wir die Stabilitat des Systems. In Matrixschreibweise lautet Gleichung (20)

i X _ _kdegX ksynX X (21)
de \Y ksan _kdng Y/
Die Eigenwerte der Matrix auf der rechten Seite von Gleichung (21) sind gegeben
durch

1
)\1/2 - 5 (_(kdegX + kdng) + \/(kdegX - kdng>2 + 4ksynxksan> .

Der Term unter der Wurzel ist stets positiv und somit sind die Eigenwerte reell und
verschieden. Folglich ist nach [PW10, S. 94] das System genau dann stabil, wenn die
beiden Eigenwerte nicht positiv sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn

_ Fsynx - Foyny

= <1 22
kdegX ' kdng o ( )

gilt.

3.2 Quasi-Steady-State Approximation fiir
Differentialgleichungen aus der Reaktionskinetik

Wir wollen die Quasi-Steady-State Approximation auf Gleichung (19) anwenden und
fiir diesen Spezialfall Kriterien fiir deren Giiltigkeit entwickeln. Dazu werden wir
Gleichung (19) einer Transformation unterzichen. AnschlieBend werden Parameter,
die die relativen Groflenordnungen der Terme in der Gleichung angeben, explizit in
der Gleichung auftauchen. Danach behandeln wir die transformierten Gleichungen,
wie es im ersten Teil der Arbeit beschrieben wurde.

3.2.1 Skalierung

Wir haben in Abschnitt 2 fiir Gleichungen der Form (8) eine obere Schranke fiir den
Fehler bei der Quasi-Steady-State Approximation angegeben und mit deren Hilfe in
Korollar 2.4 eine Konvergenzaussage bewiesen. Diese stellt zwar grundsatzlich eine
Rechtfertigung fiir die Anwendung dieser Approximationsmethode dar, allerdings
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lésst sie offen, ob der durch die Approximation gemachte Fehler fiir ein festes System
mit festem e-Parameter ,klein® ist. Es stellt sich zunédchst die Frage, was ,klein®
bedeutet. Wir werden im Folgenden den Fehler bei der Approximation eines Wertes
als klein ansehen, wenn er klein relativ zur maximalen Grofle des entsprechenden
Wertes ist. Wie von Segel in [Seg72, 2.2] vorgeschlagen, fithren wir neue Variablen

Xi = Xi/XimaX
ein, wobei X" > () die maximale Grofle von X, beziehungsweise die kleinste obere
Schranke, die man fiir X; finden kann, angibt A(der Fall X"® = 0 ist trivial und wird
hier nicht beachtet). Fiir die neuen Variablen X; lautet dann die Differentialgleichung

%X(t) — M. (Z yﬂa#(MX(t))> . (23)

p=1

Dabei ist X = (X1,..., Xn)7 und M € RV*V ist die Diagonalmatrix mit Eintréigen
XX also
Mij — 51']'szax.

Die in den Differentialgleichungen fiir die X; auftretenden Summanden sind nun
das Produkt einer Konstanten, die die relative maximale Gréfenordnung des Sum-
manden angibt, und eines dimensionlosen Faktors mit Werten in [0, 1] (siche [Seg72,
2.2]). Ein Fehler, oder allgemeiner ein Parameter, ist nun als klein anzusehen, wenn
er klein gegeniiber 1 ist.

Beispiel 3.1 (fortgesetzt). Zur Illustration wollen wir uns ansehen, wie sich die Glei-
chungen aus Beispiel 3.1 transformieren. Dazu miissen wir zunéchst obere Schranken
fur X (¢) und Y (¢) finden. Wir stellen fest, dass

d >
—X =0

dt <
genau fiir

Yy z kdegXX

< ksynX

sowie

d >
th = 0
genau fiir
y = Fsyny X
> kdng
gilt. Das durch die rechte Seite von Gleichung (20) definierte Vektorfeld ist in Ab-
bildung 1 angedeutet. Insbesondere siecht man, dass fiir jedes X* > 0 die beiden

Rechtecke mit Ecken

ks n ks n
A:<070)7 BX* :(X*a())? CX* - <X*7 yYX*) ) DX* - (07 yYX*)
kdng kdng
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Kk, X*

o T T T T T T T Lo Abbildung 1: Vektorfeld und
S T Y T T S| I /) positiv invariante Rechtecke.
UL L T A Es werden die Abkiirzungen

> _ kX = kdegX/ksynX und
I T A Y A A ky = ksyny/kdegy verwen-

Al N e e 7 7 -7 det. Weiterhin sind die Gera-
N N Y den Y = kx - X (blau) und
\ - G NN Y = ky - X (rot) dargestellt.

0 LN N N N N N N N
0 X*
X
sowie

A=(0,0), By.=(X*0), Cy = (X*,kdixx*) . Dy = (0, kdixx*)

ksynX ksynX
positiv invariant sind, da das Vektorfeld nirgends auf den Kanten der Rechtecke
nach auflen gerichtet ist. Befindet sich also die Losung zu Gleichung (20) zu einem
Zeitpunkt t5 > 0 in einem der Rechtecke, so gilt dies auch fiir alle Zeiten t > t,.
Dies ermoglicht uns nun in Abhéngigkeit der Starwerte X, und Y, obere Schranken
XM und Y™ zu bestimmen und, wie oben beschrieben, die transformierten Glei-
chungen anzugeben. Dazu eine Fallunterscheidung;:

Fall 1: Der Startpunkt (X, Yy) liege unterhalb oder auf der Geraden Y = :W—“YX

degY
und X sei positiv. Dann liegt (X, Y) innerhalb des invarianten Rechtecks ABx,Cx,Dx,
und wir konnen

kS n
X™ax — X und Y™ = S9nY xo

kdng

setzen. Fiir die neuen Variablen X = X/X™* und Y = Y/Y™ lauten nun die
Differentialgleichungen

d - - N N

—X:kdegx(UY—X>, X(O) = 1,

. ey (24)
—V = kgeuy (X = V), Y(0) = —deg¥ 0

" degy ( ), Y(0) Foy - Xy’

wobei o wie in Gleichung (22) definiert ist.

Fall 2: Der Punkt (Xy,Yy) liege oberhalb der Geraden Y = IZ;“%X und Yy sei
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positiv. Dann liegt (X, Yp) innerhalb des invarianten Rechtecks AB%.C%.D. mit

ks n
X* — Yy X}/b
kdegX
und wir kénnen L
Xmax — LHXYE) und Ymax — }/O
kdegX

setzen. Die Differentialgleichungen lauten nun

d - . . kdeex + X
—X = kaeex (Y — X),  X(0) = DdegX " 20
dt ksynX : YE) (25)
d - L .
EY = Kaqegy (0 X —Y), Y(0) =1
Fall 3: Es gelte
kS n k €,
Y Xy < Yo < X X, (26)
kdch synX

Nun liegt (X, Yy) im Rechteck ABx+Cx+Dx+ mit

Edegy
X === YE)?
ksan
so dass wir
Ymax — )/b

setzen kénnen. AuBlerdem liegt (Xo,Yp) im Rechteck ABY C% D' , somit konnen
wir
XmaX — XO

setzen. Die transformierten Gleichungen lauten in diesem Fall

d - . X
—X = kdegX(KY - X), X(O) =1
4 (27)
SV = ey (pX _ Y) . V() =1.

dt
Dabei sind die Parameter x und p definiert durch
L ksynX : YE)
K= —
Kacgx - Xo
_ ksan . XO
‘ kdng : YE) '

Wegen Voraussetzung (26) gilt im Fall 3
Kk, p < 1.

Diese Eigenschaft werden wir im néchsten Abschnitt verwenden.
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3.2.2 Quasi-Steady-State Approximation

Wir wollen nun die im ersten Teil der Arbeit dargestellte Theorie auf die im voraus-
gehenden Kapitel hergeleiteten Differentialgleichungen (23) anwenden. Dazu priifen
wir zunéchst die Voraussetzungen. Offenbar ist die rechte Seite der Differential-
gleichung (23) auf ganz RY stetig differenzierbar. Weiter gilt nach Konstruktion
Xi(t) € [0,1] fiir alle Zeiten t > 0, fiir die die Losung existiert. Daher ist es keine
Einschriinkung, als Phasenraum M = [0, 1]V zu wihlen. Damit sind die Bedingun-
gen, die zu Beginn des ersten Teils an die zugrundeliegende Differentialgleichung
(2) gestellt wurden, erfiillt und wir konnen vorgehen, wie es dort weiter beschrieben
wird. Um diese Vorgehensweise zu veranschaulichen, widmen wir uns wieder

Beispiel 3.1 (fortgesetzt). Wir hatten im vorherigen Abschnitt in Abhéngigkeit der
Anfangskonzentrationen drei Differentialgleichungssysteme hergeleitet. Zunéchst be-
handeln wir

Fall 1: Wir bezeichnen in System (24) die rechte Seite der Gleichung fiir die X-
Dynamik mit fo(X,Y’) und die rechte Seite der Gleichung fiir die Y-Dynamik mit
go(X,Y). Dann gilt offenbar:

1. Setzen wir ¢(X) = X, so ist
90(X, (X)) =0
fiir alle X € [0,1] und die Funktion ¢ : [0, 1] — [0, 1] ist stetig differenzierbar.
2. Mit @ = kqegy gilt
(90(X.Y) = go(X,Y"), Y = V') = haegy (Y = V') < o[y = V7|
fiir alle X,Y,Y’ € [0, 1].

Damit sind auch die Bedingungen (Q) (siehe S. 8) fiir die Anwendbarkeit der Quasi-
Steady-State Approximation erfiillt. Weiter gilt wegen o € [0, 1]

1fo(X,Y)|| < kaegx =: 75

und wir erhalten als e-Parameter

Tx . kdegX

£=—= = :
« kdng
Mit
T = TX -t
lauten die Differentialgleichungen fiir z:(T) = X (T/7¢) und y(T) = Y (T/75)
d r=0y—2x
— 2 =0y — 7,
=y
ar’ " e Y
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sowie die reduzierte Gleichung

d
d_Terd =0 - Q(xred) — Tred = _(1 - O)Ired

mit ,q(0) = 2(0) = 1. Mit der Bezeichnung f(z,y) fiir die rechte Seite der Glei-
chung fiir die z-Dynamik im System (28) gilt weiter

IDaf (2, y)l| = 1=:Ch,
IDyf(,y)l| =0 <1 =:Cy,
IDg(2)|| =1 =:Cs

fir alle z,y € [0, 1]. Wegen ||y(0) — g(2(0))|| < 1, lautet die Fehlerabschétzung (12)
fiir dieses System

2(T) — Trea(T)||* < & (E + %52) ) (29)

In den beiden anderen Féllen kénnen wir ganz analog vorgehen. Auch in diesen
Fillen erhalten wir als e-Parameter

£ = kdegX
kdng
und mit der neuen Zeit
T= kdegX -t

lauten die Differentialgleichungen im Fall 2

d —
de YT
d B 1( )
dTy e 7e—y
und d f x
— red = —(1 — -, o _ [vdegX " A0
dTSL’ d ( O')SC ds X d(O) ksynx ] Yb
sowie im Fall 3
d J—
de =Ky—2x
d B 1( )
dTy ~Z pr —yY
und d
ﬁxred = (1 - O-)xreda xred(o) =1
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Auch in den Féllen 2 und 3 erhalten wir als Fehlerabschétzung fiir die Quasi-Steady-
State Approximation Ungleichung (29).

Somit gilt in allen drei Fallen
Trede —> T fir € —0
gleichméBig auf jedem endlichen Intervall [0, Ty]. Also ist fiir dieses System

k
kdng

ein Kriterium fiir die Anwendbarkeit der Quasi-Steady-State Approximation.

Die Quasi-Steady-State Approximation fiir das urspriingliche System (20) lautet

d

&Xred - _kdegX(1 - U)Xred> Xred = XO- (30)
Mit X (t) = X™ . z(74t) sowie Xieq(t) = X™ - 2,04(7t) erhalten wir aus (29) die
Abschéatzung

1
[X(t) = Xea DI < (X7)? - ePhueext ( " 552) | (31)

In den Abbildungen 2 - 4 werden die analytischen Losungen des vollen Systems
(20) und der reduzierten Gleichung (30) fiir die Parameterwerte X, = Yy = 10 [M] so-
wie kgynx = 1[1/min], kgegx = 1[1/min], ksyny = 50 [1/min] und Kgegy = 100 [1/min]
verglichen. Als e-Parameter ergibt sich € = kqegx/kdaegy = 0.01 < 1 und die Abbil-
dungen zeigen, dass die Approximation sehr gut ist.

i Abbildung 2: Losung des vollen
Systems  (blau  gestrichelt) und
Quasi-Steady-State Mannigfaltigkeit
(X, ksan/kdng . X) (I"Ot).

Y [M]

X M]
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il , Abbildung 3: X(t) (blau gestrichelt)
of 1 und Xeq(t) (rot).

X[M]

Abbildung 4: Differenz der
Losung des vollen Systems
zZur Quasi-Steady-State Man-
nigfaltigkeit: Y (¢) — Y95(t) =
Y () — ksyny/Kaegy - X (2).

0.08 0.1

t [min]

3.3 Enzymkinetik und die Michaelis-Menten Approximation

In diesem Abschnitt soll das vielleicht bekannteste Beispiel aus der Enzymkinetik be-
handelt werden. Die hier untersuchte Approximation wurde in dhnlicher Form erst-
mals von Michaelis und Menten (sieche [MM13]) vorgeschlagen. Wir leiten zunéchst
wie Segel und Slemrod in [SS89] die Gleichungen her, die hier untersucht werden
sollen.

Ein Enzym E reagiert reversibel mit einem Substrat S und bildet so einen Enzym-
Substrat-Komplex C. Der Komplex zerfillt irreversibel in das urspriingliche Enzym
E und in ein Produkt P. Das Reaktionsschema ist gegeben durch

kon
S+ E 20ty

kot

E+P

dabei sind kop, koft, kcat > 0 die entsprechenden Reaktionsraten. Das zugehorige Sy-
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stem von Differentialgleichungen lautet

d
5 = “konSE + ko, (32a)
d

€ = FonSE = (ot + ki), (32b)
d

&E = —konSE + (ko + keat)C, (32¢)
d

— P = . 2
P = FeatC (32d)

Wir wollen uns hier, wie in der Arbeit [SS89], auf die Anfangskonzentrationen
E(0) = Ey, S(0)=S, C€(0)=0, P(0)=0 (33)
beschréinken. Mit Gleichungen (32a) und (32c) erhalten wir

d
E<E+C>_O

und unter Beachtung der Anfangskonzentrationen (33) folgt
C(t)+ E(t) = Ey

fiir alle ¢ > 0. Also gilt F = Ey — C, womit F in den Gleichungen (32a) und (32b)
eliminiert werden kann. So erhalten wir die Gleichungen, die im Weiteren untersucht
werden sollen:

d
35 = ~hon(Eo — C)S + kot 5(0) = So (34a)
%(J = kion(Eo — C)S — (kogt + keat)C,  C(0) = 0. (34b)

Um die reduzierte Gleichung zu bestimmen, stellen wir fest, dass %C’ = 0 genau fiir

EyS

C = 35
K, +S (39)
mit der Konstante bk
Km _ off cat
kon

gilt. Setzen wir C' aus Gleichung (35) in Differentialgleichung (34a) ein, so erhalten
wir die Quasi-Steady-State Approximation fiir diesen Fall, die sogenannte Michaelis-
Menten Gleichung

d kcatEOSred

_Sred = -

7 Kot S Srea(0) = Sp. (36)
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Abbildung 5: Vektorfeld und

[ U U AN AR e .
o —] positiv invariantes Rechteck.
’ R brs Weiter sind die durch %S =
Voo VARSS-  E 0 definierte Kurve (rot) so-
© RV ~ NN N NN Y wie die durch %C’ = 0 de-
<N N NN NN finierte Quasi-Steady-State
Vo T N Mannigfaltigkeit (blau) dar-
h gestellt. Es ist S§& =
AN N N N N N N EoSo/(So + Km).
97285 N N N N N N N N N \
0 S

Im Folgenden soll mit der in dieser Arbeit vorgestellten Theorie iiberpriift wer-
den, unter welchen Bedingungen die Approximation (36) giiltig ist. AnschlieBend
soll das Ergebnis dieser Arbeit mit dem Resultat von Segel und Slemrod aus [SS89]
verglichen werden.

Zunachst filhren wir neue Yariablen S und C anstelle der Konzentrationen S und
C' ein, die die Forderung S, C € [0, 1] erfiillen. Mit Gleichung (34) gilt

d >

—5=0

dt <
genau fiir

> FyS

‘5 for

und d

ZoZo

dt <
genau fiir

< FEyS

> S+ K,

+
Das durch die rechte Seite von Gleichung (34) definierte Vektorfeld ist in Abbildung
5 angedeutet. Insbesondere ist fiir alle Sy > 0 das Rechteck ABC'D mit Ecken

EySo >

EySy
A= B= — D= (0 =020
(07 0)7 (507 O>a C <SO7 ) ) (07 SO K

So + Ky

positiv invariant, da das Vektorfeld nirgends auf den Kanten nach auflen gerichtet
ist. Wir kénnen also

max _ max __ EOSO
ST =95, und C Sk,
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setzen und erhalten so die gesuchten Variablen S = S/5™* und C' = C'/C™>, Fiir

diese Variablen lauten die Differentialgleichungen

d 4 EoSo A\ & kot Eo A
= ko (B — =220 ) § 4 tefR0 6 37
@ <° So+ Ko ) S+ K (37a)

(37b)

Q_.

K A\ A .
—C =kenSo [ 14+ =2 = C ) S = (Ko + kear)C
n ( + g, ) (Kot + Keat)
nd C(0) = 0. Wir bezeichnen die rechte Seite von

mit Startwerten S(0) =1
Gleichung (37a) mit fy(5, C') und die rechte Seite von Gleichung (37b) mit go(S, C)

Wir iiberpriifen nun die Bedingungen (Q) (siehe S. 8).

1. Die Gleichung go(S, C') = 0 ist genau fiir
. (So+ Kn)S A

S8+ Ko
€ [0,1]

erfiillt. Die Funktion ¢ ist stetig differenzierbar auf 0, 1] und es gilt q(g )
fir alle S € [0, 1].

2. Es gilt

(90(S5,C) — go(8,C"), C — &'y = (—konSOS’ — (ko + k:cat)> (C— )2

< _(koff + kcat)”é - CA”||2

fiir alle S,C,C" € [0,1] und wir kénnen
a = koff + kcat

setzen.

Um eine obere Schranke fiir || fo(S, C’)H auf [0,1]® zu bestimmen, stellen wir fest,
dass fo(S, C) monoton wachsend in €' und monoton fallend in S ist. Damit sind

mogliche Kandidaten fiir eine obere Schranke

1oL, 0)[} = konEo =: A

und B
0.1)|| = —off=0
10,1 = 52

Es gilt
A k‘on kon kcat
g K,,) = —5 1>1,
Bl 0 ) = S0

also A > B und somit
1£o(S, )| < konFo =: 74
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fiir alle S,C € [0, 1]. Wir erhalten
A E
E= — = —
a K,
und in der Zeit T = ko, Ey - t lauten die Differentialgleichungen fiir s(T) = S(T'/74)
und ¢(T') = C(T/7g)

SO koff
= — 38
T’ " T T s K T kon (o + K (38a)
d 1 S S,
ﬁc:g[(K—;—l—l)s—K—;sc—c} (38b)
Die reduzierte Gleichung lautet nun
d kcatsred
T ored — ) red(0) = 1. 39
dTS d kon(SOSred+Km) ° d( ) ( )
Bezeichnen wir die rechte Seite von Gleichung (38a) mit f(s,¢), so gilt
IDyf(s,0)| = |-14+ —2 e[ <1=C (40)
s ) - So+Km = - 1
sowie s "
Dc _ 0 off
IDef (s, 0l R P o w
g oot s <1=:0C
— So+ K, T T
und Ko(So+ Ku)| _ So+ K
m + Ky 0 + K
I1Da(o)] = | T < e (42)
fir alle s, ¢ € [0, 1]. Definieren wir
So
=20 43
o Km7 ( )
so gilt
Cg =1+o0.

Verwenden wir die Schranken (40)-(42), so ergibt die Abschatzung (12) fiir den
Fehler der Quasi-Steady-State Approximation

I5(7) = sua(D)IP < o (=4 2020 ) (44

mit K =5 4+ 20. Beschrianken wir o auf einen Parameterbereich

0<o <oy
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fiir ein beliebiges o9 > 0, so konvergiert fiir ¢ = Ey/K,, — 0 die Losung der re-
duzierten Gleichung (39) auf jedem endlichen Zeitintervall gleichméflig gegen die
Losung der vollen Gleichung (38a).

Fiir die Losungen der urspriinglichen vollen Gleichung (34) und der Michaelis-
Menten Gleichung (36) folgt mit Abschétzung (44)

S(t) = Sualt) P < So? - eKhntit (e 2L,
K

In den Abbildungen 6-8 sind numerische Losungen des vollen Systems (34) und
der Quasi-Steady-State Approximation fiir die Parameterwerte Sy = 50 [M], Ey =
1[M], kon = 1 [M/min], kog = 10[1/min] und ke, = 7[1/min] dargestellt. Es ergibt
sich ¢ = Ey/K,, ~ 0.06. Die Abbildungen zeigen die gute Ubereinstimmung der
Losungen.

0.7
0.6

0.5F

Abbildung 6: Losung des vollen
Systems  (blau  gestrichelt) und
Quasi-Steady-State Mannigfaltigkeit
(S, EpS/(S + Ky,)) (rot).

0.4

cm

031

e e el

0.2

011

. . . . . . . . .
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
S

| Abbildung 7: S(t) (blau gestrichelt)
2} 1 und Syeq(t) (rot).

sM
&

t [min]
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Abbildung 8: Differenz der
Losung des vollen Systems
zur Quasi-Steady-State Man-
nigfaltigkeit: C%®(t) — C(t) =
EyS(t)/(S(t) + Kn) — C(1).

Im Unterschied zu unserer Abschitzung leiten Segel und Slemrod in ihrer Arbeit
[SS89] durch biophysikalische Uberlegungen den e-Parameter

Eq

T St K

und die Bedingung
ekl

fiir die Giiltigkeit der Quasi-Steady-State Approximation her. Ausgehend von Glei-
chung (34) werden die Variablen

§=295/S,, ¢=C/C, T=t/tg (45)
definiert. Dabei ist
é . E()S() fo — Km + SO
B I<7n_’_s’07 5 kcatEO '

Die Variablen § und ¢ sind identisch mit den in dieser Arbeit verwendeten Variablen
sund c. Die Variable tg ist die durch biophysikalische Uberlegungen vermutete Linge
der Zeitspanne, in der das Substrat abgebaut wird. In den Variablen (45) lauten die
Differentialgleichungen

d 1)t
S = (st D)o +1) [—§+0115§+“(Z1 1) 5}, (462)
d 1
e ze= (st 1)o+1) {g—ailag—ﬁlé} (46b)
und die reduzierte Gleichung
d - (O’ + 1)§red
——=Sred — T = 47
dTS d OSred T 1 ( )
mit
g S0 ka
- Km’ B kcat
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Dieses o entspricht dem bereits in Gleichung (43) definierten Parameter . Unter
den Voraussetzungen

O§U§0-07
OSKZSKZOa
0<q<o+rkr+1)"

mit positiven Konstanten o, ko und ¢y beweisen Segel und Slemrod, dass auf jedem
endlichen Zeitintervall 0 < Ty < T < Ty < oo fiir € = Ey/ (So + K,,) — 0 Losungen
von Gleichung (46a) gleichméBig in o, &, T gegen eine Losung der Michaelis-Menten
Gleichung (47) konvergieren.

Wir wollen das Resultat von Segel und Slemrod nun mit dem dieser Arbeit ver-
gleichen. Ein grundsétzlicher Unterschied in der Herangehensweise besteht darin,
dass in [SS89] ein konkretes zweidimensionales System behandelt wird, wéihrend in
vorliegender Arbeit von viel allgemeineren Voraussetzungen ausgegangen wird. Es
wére daher nicht verwunderlich, wenn die Resultate nicht vollig iibereinstimmten.
Folgende Uberlegungen zeigen, dass das im Wesentlichen aber doch der Fall ist. Es
gilt stets
K, = S+ K,

€= =g,

so dass man mit
Ey

So+ K,
eine allgemeinere Bedingung fiir die Giiltigkeit der Quasi-Steady-State Approxima-
tion erhélt als mit

€= <1

Eo o4
£=— :
K,

Schreiben wir aber

Eq Fy K
So+ K Ky Km+So
und bemerken, dass Segel und Slemrod innerhalb ihres Beweises der Konvergenz
noch die zusétzliche Bedingung o < o fordern, so stellen wir fest, dass

e(140)"

£ =

E>e(l409)7 "
gilt und € — 0 stets € — 0 nach sich zieht. Damit ist die Forderung ¢ < 1 nicht
weniger streng als die Forderung ¢ < 1.
3.3.1 Totale Quasi-Steady-State Approximation

Wir betrachten erneut Gleichung (34). Als totale Quasi-Steady-State Approximation
bezeichnet man die Quasi-Steady-State Approximation fiir die Variablen

H=5+C und C
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(siehe [TEO07]). Ist ¢ = Ey/K,, nicht viel kleiner als 1 und die Quasi-Steady-State
Approximation (36) ungiiltig, so kann es immer noch méoglich sein, durch die totale
Quasi-Steady-State Approximation eine gute Néherung zu bekommen. Um sicher-
zustellen, dass die Bedingungen (Q) (siche S. 8) erfiillt sind, miissen wir allerdings
die zusatzliche

Bedingung (B): K,,” + K,,(Eo + So) — EgSo > 0 (48)

fordern. Diese Bedingung ist beispielsweise fiir K, > Sy oder K,,, > FEj erfiillt. Fiir
H und C' lauten die Differentialgleichungen

%H = —keaC, H(0) =S, (49a)
%c = Jion(Bo — O)(H — C) — (kot + keas)C,  C(0) = 0. (49b)

Aus vorherigem Abschnitt wissen wir, dass C(t) < EpSy/(So+ Kp,) = C™ gilt. Mit
Gleichung (49a) erkennen wir, dass H monoton fallend ist, also gilt H < Sy =: H™*.
Bezeichnen wir die rechte Seite von Gleichung (49b) mit G(H, C), so ist die Glei-
chung G(H, C) = 0 dquivalent zu

1
CL(H) = 3 <H+Km+E0i \/(H+Km—E0)2+4KmE0) )

Wir zeigen nun, dass (H,C_(H)) die eindeutige Losung der Gleichung G(H,C) =0
im Rechteck A = [0, Sp] x [0, EoSo/(So + Kp)] ist. Es gilt

d 1 H+ K, — E,
— = _ > 0.
= C(H) 1+ 0

2 \/(H + K,, — Ey)’ +4K,,Ey

Also sind C'; und C_ monoton wachsend in H und es gilt fir H € [0, Sy]

Eo+ Kn)(So + Kn) - EySy

v
C+( ) = C+(O> 0 + m SO + F,m - SO + F,m

sowie

0=C_(0) < C_(H) < C_(5).

Es bleibt also C'_(Sy) < EySo/(So+ Kn) zu zeigen. Diese Ungleichung ist dquivalent
zu

(S0 + Kon) (So + Ko+ Eg) = 2EgSo < (o + K\ (S0 + Kin — Bo)? + 4K, .
Wegen Bedingung (B) ist die linke Seite dieser Ungleichung positiv und es ist

dquivalent die Ungleichung zu betrachten, wenn wir beide Seiten quadriert haben.
Ausmultiplizieren und Vereinfachen fithrt dann zu FEyK,, > 0, womit
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C_(Sy) < EpSo/(So + K) bewiesen ist.

Die totale Quasi-Steady State Approximation fiir Gleichung (49) lautet somit

d
aHred = _kcat -C_ (Hred)a Hred(o) = SO~ (50)

In den Variablen H = H/H™> und C' = C//C™ lauten die Differentialgleichungen

d » o kcatEO A o .

wll=—g ¢ HO =1 (51a)
d . (o By 1

—C' = kon | (S0 + K = S0C) (H - So+—KmC) - KmC] . C0)=0. (51b)

Wir iiberpriifen die Bedingungen (Q) (siehe S. 8).

1. Wir nennen die rechte Seite von Gleichung (51a) fo(H, () und die rechte Seite
von Gleichung (51b) go(H,C). Die Gleichung G(H,C) = 0 hat die eindeutige
Losung (H,C_(H)) im Rechteck A, also hat die Gleichung go(H,C) = 0 die
eindeutige Losung

C. (Hmaxﬁ)

im Rechteck [0, 1]2. Offensichtlich ist q(H) stetig differenzierbar in [0, 1].
2. Es gilt
<g0([:[7 é) - gO([A{7 él)a CY - é/>

EySo
K, + S

EOSO A 12
— 4+ K, ||C-C
Km+50+ )‘ ’

= —kon (EO + SOJE[ - (é + é/) + Km) (é — é/)2

< _kon (EO -2

fiir alle H,C,C" € [0,1]. Also kénnen wir

EOSO
=k | Eg—2——— + K,,
@ ( 0 K, + So + )

setzen. Dabei garantiert Bedingung (B), dass 74 = a > 0 erfiillt ist.
Mit
kcatEO

T 0| < —eat=0 .
||fO(H7O)|| — SO"'Km TH
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fiir alle H,C € [0,1] erhalten wir den e-Parameter

T o EO kcat

Etot = — =

T¢ Km kon <Km + E() + So - 5—;50) ‘

Fiir die Variablen h(T) = H(T /) und «(T) = C(T/75) in der Zeit T = 74 - t
lauten die Differentialgleichungen

d
k= _ 2
dTh c (52a)
d 1 kon Ey

S SO Sy K, — Soe) (h— —2 ) — K,.c|. 52b
ar’ Erot {< ot ) ( So + ch) C] (520)

Die reduzierte Gleichung fiir hyeq(T") = Hyea(T/75)/H™ lautet

d
ﬁhred = _q<hred)7 hred<0) =1 (53)

Bezeichnen wir die rechte Seite von Gleichung (52a) mit f(h,c), so gilt

[Dnf(h,e)|| =0 =: C,
IDef(h, c)l =1 =: Co,

So + K, Soh + K,,, — Ey
| Dg(h)|| = Y 1- -
0 \/(Soh + K, — Fo)” + 4K, E
So + K,
< — = .
S TE Cs

Definieren wir v = (Sy + K,,)/Fo, so lautet die Abschétzung (12) fiir den Approxi-
mationsfehler

2
hT _hre T 2 < 2y+1)T . i 02 )
1(T) = hrea(T) " < e St + 5 e

Beschranken wir v auf einen Bereich
0<7v<m

fiir ein beliebiges vy > 0, so konvergiert fiir €,y — 0 die Losung der totalen
Quasi-Steady-State Approximation (53) gleichméBig auf jedem endlichen Zeitinter-
vall [0, Ty gegen die Losung der vollen Gleichung (52). Fiir das urspriingliche System
lautet die Fehlerabschétzung

2
H(t) — Hoeq(H)]]? < Sp? - (2y+1)kcat /vt . Y 2)
|| () d()|| SO0 -e 5tt+27 1€tt
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Abbildung 9: Gewohnliche (links) und totale (rechts) Quasi-Steady-State Approxi-
mation. Die numerischen Losungen der vollen Gleichungen sind jeweils blau gestri-
chelt, die der reduzierten Gleichungen jeweils rot dargestellt.

In Abbildung 9 sind numerische Losungen fiir die gewthnliche (Gleichung (36)) und
totale (Gleichung (50)) Quasi-Steady-State Approximation fiir die Parameterwerte
So = 150 [M], Ey = 250 [M], kon = 0.1 [M/min]|, kog = 20 [1/min] und ke = 1[1/min]
dargestellt. Hier ist ¢ = Fy/K,, ~ 1.2 und die Abbildung zeigt, dass die gewohnliche
Quasi-Steady-State Approximation tatséchlich kein gutes Ergebnis liefert. Fiir die
totale Quasi-Steady-State Approximation hingegen ergibt sich ey &~ 0.03 und die
approximative Losung ist in sehr guter Ubereinstimmung mit der Losung der vollen
Gleichung (49).

4 Zusammenfassung und Diskussion

Wir haben fiir allgemeine Systeme gezeigt, unter welchen Bedingungen wir die
Quasi-Steady-State Approximation anwenden kénnen, und beschrieben, wie man fiir
ein System von Differentialgleichungen einen Parameter ¢ bestimmen kann, dessen
Kleinheit eine vorliegende Zeitskalentrennung anzeigt. Nach Einfithrung einer neuen
Zeit T = 7x - t haben wir mit Hilfe einer oberen Schranke fiir den Approximations-
fehler (Ungleichung (12)) in Korollar 2.4 die gleichméBige Konvergenz z. — yeq
fiir ¢ — 0 auf jedem endlichen Zeitintervall [0, 7] erhalten.

35



Wir betrachten erneut die Transformation von Ungleichung (12) auf die urspriingliche
Zeit t, also

C 2
.00 = a0 < 575 (<% = (P + 25 )

Wir stellen fest, dass unter den Voraussetzungen von Korollar 2.4 keineswegs die
Konvergenz X, — X,eq. fiir ¢ = 7x/7v — 0 auf endlichen Zeitintervallen [0, o]
gefolgert werden kann. Dieser problematische Fall tritt ein, wenn sowohl 7y als auch
Tx wachsen, jedoch 7y schneller als 7x. Fiir dieses Szenario erweist sich der hier
gewahlte Ansatz als ungeeignet. Man miisste eine dritte Zeitskala als Referenz hin-
zunehmen.

Andererseits ist auch gar nicht gesagt, dass die Konvergenz der Approximati-
on in der urspriinglichen Zeit ¢ ein besseres Kriterium fiir die Anwendbarkeit der
Quasi-Steady-State Approximation ist als die Konvergenz beziiglich der Zeit T.
Kann ein System mittels Quasi-Steady-State Approximation auf ganz [0,00) gut
approximiert werden, so ist dariiber hinaus die Analyse des Systems in den beiden
Zeiten adquivalent, denn es gilt offensichtlich

sup || Xc(t) — Xred,s(t)” = sup ||z (T) — mred,E(T)H-
t>0 T>0

Fiir die Giiltigkeit der Michaelis-Menten Approximation haben wir die Bedingung

Ey ]
g = K_m <
hergeleitet. Weiterhin haben wir gesehen, dass dies dquivalent zu der Bedingung
€ = FEy/(So+ K,,) < 1 von Segel und Slemrod in [SS89] ist, wenn man die weiteren
Bedingungen beachtet, unter denen sie die Konvergenz der Approximation zeigen.
SchlieBllich haben wir die totale Quasi-Steady-State Approximation, also die Quasi-
Steady-State Approximation fiir die totale Substratkonzentration, betrachtet und
fiir deren Giiltigkeit die Bedingung

E 0 kcat

Etot — K <1
m kon <Km + EO + SO - 5_150>

hergeleitet.
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