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0.1 Vorwort

Dies ist das Skript zur Vorlesung tiber Lorentzgeometrie, die ich im Sommersemester 2004 an der
Universitdt Potsdam gehalten habe. Ziel der Vorlesung war es, neben den wichtigsten Beispielen
die grundlegenden Kausalitdtsfragen der Lorentzgeometrie zu besprechen. Dabei wurden insbe-
sondere die neuesten Ergebnisse von Bernal und Sanchez tiber die Struktur global-hyperbolischer
Mannigfaltigkeiten berticksichtigt. Grundkenntnisse iiber Differentialgeometrie (Mannigfaltig-
keiten, Kriimmungstensor, riemannsche Exponentialabbildung, ...) wurden vorausgesetzt.

Ich danke den Horern fiir das Interesse und fiir niitzliche Hinweise. Herrn Prof. Bernhard Leeb
danke ich ebenfalls fiir zahlreiche Bemerkungen und Anregungen. Ganz besonderen Dank schul-
de ich Herrn Dr. Nicolas Ginoux fiir die kompetente und sorgfaltige Erstellung dieses Skripts
sowie Herrn Dennis Koh fiir die Uberarbeitung des letzten Abschnitts. Alle verbliebenen Fehler
sind nattirlich alleine von mir zu verantworten.

Potsdam, Juli 2006

Christian Béar
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0.2 Vorspann

Eine Lorentz-Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M™*!, g), wobei M"*! eine (n + 1)-dimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit und g eine Lorentz-Metrik ist, d.h. g ordnet jedem Punkt p € M
eine nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform g, vom Index 1 auf T, M zu.

T,M
M
“Index 1” heifst, es existiert eine Basis ey, . .., e, von T, M s.d.
-1, fallsi=3j=0
gplei, e5) = 1, fallsi=j=1,...,n
0, sonst

Die Metrik g hingt glatt (C*°) von p ab, d.h. sind z°, ... ., 2" lokale Koordinaten auf M, dann sind
die Funktionen g (52:, 52 ) =: gi; glatt.

Man schreibt

g = Z giljd,’bi ® dZCj.

i,7=0

Allgemeine Relativitiitstheorie:
Die Raumzeit (d.h. die Menge aller Orts-Zeit-Punkte von Ereignissen) wird modelliert durch eine
4-dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit. Die Einsteingleichung auf solchen Raumzeiten lautet:

Kriimmungsausdruck = Energie-Impuls-Tensor

Durch diese Gleichung gilt die folgende Korrespondenz:

Weltlinien von masselosen Teilchen (z.B. Photonen) = lichtartige Geoditische
Weltlinien von Teilchen mit Masse = zeitartige Geodéatische

Der Ziel der Vorlesung ist, die globalen Eigenschaften von Lorentz-Mannigfaltigkeiten zu unter-
suchen.






Kapitel 1

Wichtige Beispiele

1.1 Der Minkowski-Raum

Notationen.
o Auf R™ wird das euklidische Skalarprodukt durch

n

() =Y 'y’

=1

definjert.
e Auf R" ™! wird das Minkowski-Skalarprodukt durch

(@) == =20+ a'y’
i=1
definiert.

Definition 1.1.1. Eine (n+ 1)-dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit heifst Minkowski-Raum, falls sie
isometrisch ist zu (R"*1, g := —d2® @ da® + Y"1, da’ @ da?).

Bemerkung. Fiir n = 3 ist der Minkowski-Raum die Raumzeit der speziellen Relativitdtstheorie.
In diesen Koordinaten sind alle g;; konstant

= alle Christoffel-Symbole verschwinden

= Riemannscher Kriimmungstensor R = 0

= Schnittkrimmung K = 0, Ricci-Kriimmung Ric = 0,
Skalarkriimmung scal = 0.

Erinnerung: Sei E C T,M ein nicht-entarteter 2-dimensionaler Untervektorraum. Die Schnitt-
kriimmung von E wird definiert durch

g (R(X, Y)Y, X)
g(XvX)g(YvY) _g(XvY)27
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wobei X, Y eine beliebige Basis von FE ist.

Die Geoditengleichung in diesen Koordinaten lautet
&=0
wobei ¢ := z' o c. Die Geodétischen sind also die affin-linear parametrisierten Geraden.

Notationen. Der Lichtkegel C wird definiert durch C' := {x e R (z,2) = O}.

I:={x e R""| (z,z)) <0}

I, :={zel| +£2°>0}

Cy:={reC|+2°>0}

J:=CuUl

Jr =CyL Ut

{lichtartige Vektoren} := C'\ {0}

{zeitartige Vektoren} := I

{raumartige Vektoren} := (R™**\ J) U {0}

{kausale Vektoren} := J \ {0}

{zukunftsgerichtete lichtartige Vektoren} := C \ {0}
{vergangenheitsgerichtete lichtartige Vektoren} := C_ \ {0}
{zukunftsgerichtete zeitartige Vektoren} := I,
{vergangenheitsgerichtete zeitartige Vektoren} := I_

LEMMA 1.1.2. Seien x,y € I und sei t > 0. Dann gelten:
(i)x+yel;

Aussage (i) gilt auch fiir [_, Cy, C_, Jy, J_, R™FLN Jstatt Iy,
Aussage (ii) gilt auch fiir I_, J,, J_ statt I .

Beweis:

(i) Wegen z € I, ist (z,z)) < 0,also ((tz,tx)) =t (z,x,)) <0, somittzx € I. Mit 2° > 0 ist
aucht 2% > 0, also tz € 1.

(ii) Die Bedingung = € I; bedeutet 2° > 0 und |z|* < (2°)?, wobei & := (z!,...,2"). Sind
z,y € I, s0 gilt 2° + y° > 0 und ferner
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(:v0+y0)2 _ ($0)2+2$0y0+(y0)2
> 1201 +2 - 1211 - 11 + 19112
Cauchy-Schwarz ) ,
> 2%+ 2 (2,9) + 1]
= 12 + gII?
Iz + gl

Alsoistauchxz +y € ;.

KOROLLAR 1.1.3. Die Teilmengen I, I_, J., J_ von R"* L sind konvex.

Beweis: Z. B. fur I, gilt: sind z, y in Iy und ist ¢ in (0, 1), so sind ¢ und 1 — ¢ positiv, also nach (i)
sind tz und (1 — t)y in I, und nach (ii) ist tz + (1 — ¢)y in ;.

O
Definition 1.1.4. Eine Abbildung ¢ : R"*! — R""! heifit Lorentz-Transformation, falls fiir alle x
und y in R"T1 gilt
(o), 0(y)) = (=, y) -

Definition 1.1.5. Eine Basis by, . . ., b, von R"*! heifit Lorentz-orthonormal (L-ON), falls (b, bo)) =
-1, <<bi, b1>> = 1f1/l7'2 =1,...,n, und <<bl, b7>> = Ofurz 75 ]

1 0
0 :
Beispiel. Die Standardbasis ey := e en = - | ist eine Lorentz-orthonormale Basis
: 0
0 1

von R* 1,

PROPOSITION 1.1.6. Eine Abbildung ¢ : R" ™' —s R" "L ist eine Lorentz-Transformation genau dann,
wenn sie linear ist und ¢(eg), . .., ¢(ey,) eine L-ON Basis ist.

Beweis:
=" (p(er), pleg)) = (es, €5, also ¢(eg), . . ., p(ey,) ist eine L-ON Basis. Zu z € R" ! schreibe

n

$(x) ==Y cid(ei), ¢ €R.

=0

Dann gilt einerseits

(@) dlea)) = (D ecidle), o(eo))
= > cileico)

1=
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und andererseits

(o(z),d(e0)) = (=, e0))

— —ZCO.

Also folgt ¢ = Z0. Analog zeigt man, dass ¢; = z', daher gilt

n

o(z) = 3 a'o(er).

=0

Also ist ¢ linear.

“<=":Sei ¢ linear und ¢(ep), . .., ¢(e,) eine L-ON Basis. Dann gilt

n

(o). o)) = D a'y’ (dle), d(e)))

4,j=0
= > @Y (eney)
4,j=0
= <<$, y>>
O
Setze J,, := ( 61 ? > Dann gilt {(z, y)) = (z, J,y) fiir alle z und y in R"*!. Eine Matrix A ist

genau dann Matrix einer Lorentz-Transformation, wenn gilt

(, Jny) = (z,y) = (Az, Ay)
= (Az, J,Ay)
<x, AtJnAy> ,

fiir alle z und y in R"*1, also g.d.w. A'J, A = J,,. Wir haben gezeigt:

PROPOSITION 1.1.7. Sei A eine reelle (n + 1) x (n + 1)-Matrix. Dann sind dquivalent:
(1) Die durch A gegebene lineare Abbildung ist eine Lorentz-Transformation

(2) Die Spaltenvektoren von A bilden eine L-ON Basis von R™ !

(3) At J, A =T,

PROPOSITION 1.1.8.
(i) Die Menge L(n + 1) (auch O(1,n) bezeichnet) aller Lorentz-Transformationen des R bildet eine

Gruppe bzgl. “o”.
(ii) Die Matrix A einer Lorentz-Transformation erfiillt det(A) = £1.

Beweis: (i) ist einfaches Nachrechnen. Fiir (ii) bemerken wir, dass gilt —1 = det(J,) =
det(AtJ,A) = —det(A)?, daher det(A) = +1.
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Beispiele.

1.) Sei B € O(n) eine orthogonale Matrix. Dann ist A := ( (1) OB ) Element aus £(n + 1), denn

(4 5) ()G OB>(0* k)

In

cosh(n) sinh(n) 0
2.) Setze A = sinh(n) cosh (n) O die Matrix eines Lorentz-Boosts. Wegen
0 In 1

cosh(n)? —sinh(n)? = list A € E(n—i— 1).
3.) Die Matrizen J,, und —1I,, gehoren zu £(n + 1).

SATZ 1.1.9. Seien x und y in R" 1. Dann sind dquivalent:

(i) (x, x)) = (v, y))
(ii) Es existiert Ain L(n + 1) s.d. y = Ax.

Beweis:

“(ii) = (i)": Klar, denn (y, y)) = (A=, Az) = (@, ).

“(i) = (11)”: Wir betrachten den Fall, dass  und damit auch y zeitartig ist. Die beiden anderen
Fille, dass ndmlich = und y licht- bzw. raumartig sind, werden &hnlich behandelt. Setze —c? :=

c
0
(z,x) = (y,y) (wobei c > 0). Es reicht, den Fally = cep = | . | zubetrachten. O.B.d.A. sei =
0
" -
zukunftsgerichtet, denn sonst ersetze « durch J,z. Schreibe z =: . und Z := : S
» o
x
d
0
R™, 2° > 0. Durch Anwendung eines geeigneten B € O(n) erhalte Bi = | . = de;. O.B.d.A.
0
20
7l
seialsoz := | 0 |.Danngilt —(2°)2 + (¢!)2 = ((z,2)) = (y,y)) = —c2, d.h.
0

(&) (2) -

Die durch diese Gleichung erhaltene Hyperbel wird parametrisiert durch  — (cosh(n, sinh(7)),
also gibt es ein n € R, so dass (—0 ””—:) = (cosh(n), sinh(n)). Dann gilt

cosh(n) sinh(n) 0
z = | sinh(n) cosh(n) 0 y.
~1

0 0 I,
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a

LEMMA 1.1.10 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Sei z € I. Dann gilt, fiir v und y in R™*' mit
(@, 2) = (y, =) = 0:

| o) | < VI, 2D V] Gy, wh |
Ferner gilt Gleichheit g.d.w. x und y linear abhiingig sind.

Beweis: Nach Anwendung einer Lorentz-Transformation kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass z =
ceg, ¢ # 0. Schreibe x = (2°, %) und y = (y°, ). Dann gilt:

(2,2) =0 <= 2 =0,

T Y
der tiblichen Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir “(- ,-)”.

und analog y° = 0. Somit ist (x,y)) = <<< 9 ) , < q )>> = (Z,9). Die Behauptung folgt aus

LEMMA 1.1.11 (Inverse Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien x und y aus Iy. Dann gilt:

| G, y) | > Ve, 2) VI ) |,

mit Gleichheit g.d.w. x und y linear abhingig sind.

Beweis: Nach Anwendung einer Lorentz-Transformation kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass y =
(¢,0) = cep, mit ¢ > 0. Schreibe z = (2°, &). Dann gilt:

Go ) = Gz a) | 1w | = @02 =] = () + ] -
= @0 - (@2 - )
= &) >0,

daraus folgt die Ungleichung. Ferner gilt die Gleichung g.d.w. 2 = 0, d.h. z = (2°,0), d.-h. z und
y sind linear abhangig.

PROPOSITION 1.1.12. Sei A = (aij)o<; i<,, € L£(n+ 1). Dann sind dquivalent:
(1) ago > 0

(2) Aeg € 1+

(3) A(L) C Iy

Beweis: Da A € L(n + 1) und da Lorentz-Transformationen den kausalen Typ von Vektoren nicht
oo

aio
dandern, muss Aeg in I liegen. Aber Aeg = | . ,also Aeg € I <= agp > 0. Damit sind (1)

und (2) dquivalent.
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“(3) = (2)"” ist trivial.

“(2) = (3)":Sei x in I;. Da I, konvex ist, muss fiir alle ¢ € [0, 1] das Element x(¢) := tx + (1 —
t)eg in I, liegen, damit Az (t) in I enthalten sein. Insbesondere kann (Az(t)) fiir kein ¢ € [0, 1]
verschwinden. Da wir nach Voraussetzung (A4z(0))° = (4eo)’ > 0 haben, gilt (Az(t))° > 0 fiir
alle ¢t € [0,1], insbesondere fiir t = 1, d.h. Az € I.

O

Definition 1.1.13. Die Elemente der Teilmenge LT (n + 1) :== {A € L(n + 1) |ago > 0} von L(n + 1)
heifien zeitorientierungserhaltende Lorentz-Transformationen.

KOROLLAR 1.1.14. Die Teilmenge L (n + 1) ist eine Untergruppe von L(n + 1). Fiir Ain LT (n + 1) gilt
A(I+):I+ und A(I,):If

Beweis: Seien A und B in £L'(n + 1), dann gilt Ao B(I;) € A(I;) C I, und damit Ao B €
LT(n + 1). Andererseits, wire A~ leg in I_, dann wire A~! (—eg) = —A~teg in I, und damit
wiirde —eg = A(—A7'eg) in I_ N I, = 0 enthalten sein, was ein Widerspruch ist. Also muss
A~tegin I, liegen, d.h. A=! € LT(n+1). Daraus folgt die erste Behauptung des Korollars. Ferner
gilt: I, = A7*A(I;) c A7 (I4) C I, daher A (1) = I.. Wegen I = —I, und der Linearitét
von A folgtauch A (I_) =1_.

Beispiele.

1.)SeiBinO(n).Dannist( 10 )inﬁ(nﬂ).

0 B
2)Sei Bin O(n).Dannist( -1 0
0 B
( cosh(n) sinh(n) 0 )
3.) Alle Lorentz-Boosts | sinh(n) cosh(n) 0 liegen in LT(n + 1).
0 0 Ih—1

) inLYn+1):=Ln+1)\ L (n+1).

Notationen.
Li(n+1):={AecL(n+1)]det(A) ==£1}
Lin+1) =L (n+1)NLx(n+1)
LE(n+1):=Ln+1)NLe(n+1)
Einige nichttriviale Untergruppen von £L(n + 1):
Lh(n+1),
Li(n+1)=L(n+ 1)ULl (n+1),
L'n+1)=Lln+1)uLl (n+1)und
Ll(n+1)uL(n+1).

Definition 1.1.15. Eine Abbildung v : R"*! — R"*! heifit Poincaré-Transformation g.d.w. sie von
der Form

P(x) = Ax+b
ist, wobei A € L(n + 1) und b € R"*'. Die Menge der Poincaré-Transformationen von R"* wird als
P(n + 1) bezeichnet.
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PROPOSITION 1.1.16. Die Isometriegruppe des Minkowski-Raumes stimmt mit P(n + 1) iiberein.

Beweis: Sei gy == —da® @ dz® + Y"1 | da' @ da' die Standard-Minkowski-Metrik auf R™ 1.

Fiir jedes ¢ € P(n + 1) gilt dyp = A (wobei 1(z) = Az + b fiir alle = in R"*!), und jede Lorentz-
Transformation ist eine Isometrie des Minkowski-Raumes. Also gilt P(n+1) C Isom (R"*, gy ).
Andererseits, ist 1 in Isom (R"™, g, ), dann ist fiir jede Geoditische ¢ auch ¢ o ¢ eine Geodati-
sche. Wir erinnern hier an die Definition der riemannschen Exponentialabbildung in einem Punkt
p auf der Mannigfaltigkeit (M, g): fiir jedes X € T),M, ist die Abbildung t — exp,,(tX) die ein-
deutige Geoditische mit exp,(0) = p und 4 |;—o (exp,(tX)) = X. Wir erhalten also das folgende
kommutative Diagramm:

TPR +1 — Tw(p)R +1

| exp, +expyp)
RnJrl L RnJrl
Auf (R, g\;,) wird durch den kanonischen Isomorphismus 7,R"*! = R"*! die Exponential-

abbildung exp,, in p mit X —— p + X identifiziert. Aus dem obigen Diagramm erhalten wir also
firp =0:

P(X) :\dl/f/(X)+1/)\(9_Z,
A b

damit ist ¢ in P(n + 1).

O
Notation. PT(n + 1) := {¢ € L(n + 1)|dy € LT(n + 1)}. Wir definieren analog P*(n + 1),
Py (TL + 1), .

Weitere Beispiele von Lorentz-Mannigfaltigkeiten mit R = 0:
o Offene Teilmengen des Minkowski-Raumes
e Quotienten:

- R"1/7n*! = (n 4 1)-dimensionaler Torus
C R Zey = S x R®

- R*""Y/Zey @ ... ® Ze, = R x {n-dimensonaler Torus}

In diesen Beispielen erbt der Quotient R"™!/ ~ eine eindeutige Lorentz-Metrik s.d. die Quotien-
tenabbildung R" ™! — R"™!/ ~ eine lokale Isometrie ist.

1.2 Der de-Sitter-Raum

Betrachte die Funktion

f:R" 4 R

n

z o (o) = (207 + ) (@)

=1
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Sie ist eine glatte Funktion auf R"™! und d,f = —22%a° + 23"} | 2'dz’. Es gilt also d, f = 0
g.d.w. & = 0. Insbesondere sind alle x # 0 reguldre Punkte fiir f, und alle ¢ € R* sind reguldre
Werte von f.

Definition 1.2.1. Fiir ein festes r > 0 heifst die Hyperfliche
Si(r) = f! (TQ)

von R™t! n-dimensionaler de-Sitter-Raum.

Als differenzierbare Mannigfaltigkeit ist S7'(r) diffeomorph zu R x S"~1, wobei S"~! die (n — 1)-
dimensionale Standardsphaére ist: ein Diffeomorphismus ist gegeben durch

Si(ry — RxS§™!

0 - 0 z
@8 = s,

dessen Inverses durch (y°, 9) — (v°, /(y9)% + r29) gegeben ist.

Als Hyperfldche hat S (r) triviales Normalenbiindel. Dieses wird aufgespannt durch

0 0
— _9,0(__=_ v
gradf(z) = -2z ( (%O) +2;:1$ 5
= 2;:0,% prh

Wegen gy (gradf(z), gradf(z)) = 4 {(z,z)) = 4f(x) = 4r?, ist das Normalbiindel raumartig; die
Metrik gy induziert also eine Lorentz-Metrik auf S7(r).

Die zum Einheitsnormalenfeld v := J-grad(f) entsprechende Weingarten-Abbildung W
TS} (r) — TS (r) lasst sich ausdriicken durch

Def

W(X) VXu

= -0xld
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fiir alle Tangentialvektoren X, d.h. W = 11d.

Die Gauf-Formel fiir die Kriimmung lautet:

RSO (X,Y)Z = RE'T(X,)Y)Z+g(W(Y),Z)W(X)—g(W(X),Z)W(Y)
= 0+ 5 (4(V, 2)X ~ g(X,2)7).

fur alle Tangentialvektoren X, Y und Z. Daraus folgt fiir die Schnittkrimmung einer beliebigen
nichtentarteten Ebene E: lege eine beliebige Basis X, Y von E fest, dann gilt

Def g9 (R(X, Y)Y, X)
(X X)g(Y)Y) — g(X,Y)?
=9 (g(V, V)X — g(X, Y)Y, X)
9(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?
1

r2

K(E)

Also S7(r) hat konstante Schnittkriimmung .
Der Ausdruck fiir die Ricci-Kriimmung ist auch einfach. Wahle eine L-ON Basis (e;)o<i<n von
T,M (p € M), und setze ¢; := g(e;, e;) (¢; € {£1}). Dann gilt:

ie(X,Y) Z S eig(RX ei)es, Y)
=0

1 n
= 3 > eig(gleie) X — g(X, e)es,Y)
=0

_ Tiz(ng(X, Y) - g(X,Y))
- (nr_Q 1)9(X5Y)7

fur alle Tangentialvektoren X und Y. Man hat also

ric = (n; D g.
Daraus folgt
scal = w
Bemerkung. Fiir 5{(r) lautet der Einstein-Tensor G := ric — iscaly = —3g: Die Lorentz-

Mannigfaltigkeit Si(r) ist Vakuum-Losung der Einstein’schen Feldgleichung mit kosmologischer
Konstante 2.

Wir bestimmen jetzt die Geodétischen von S7(r). Zup € S7(r) und X € 7,57 (r) \ {0}, betrachte
in R"*! die von p und X aufgespannte Ebene E.

Wir schranken uns zuerst auf den Fall ein, wo X raum- oder zeitartig ist. Dann ist £ nicht
ausgeartet, so dass R"™! = E @ E+.Sei A € L£(n + 1) die lineare Spiegelung an E, d.h. A, = Idg
und 4 , = —Idg.. Diese Abbildung ist eine Lorentz-Transformation: fiir alle z und y in R"*1,
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schreibe z = 2 + x5t bzw. y = yr + yp. die Zerlegung von x bzw. y bzgl. E © E-+; dann gilt

(Az, Ay) = (A(zp+azpr), Alye +yer))
= (zp—rpL,yr —ypL)
= (zp,yp) — (zE.ypr) — (epr,yp) + (s, ypL))
0 0

= (=v)-

Damit ist

Wegen f(Ar) = (Az,Az) = (z,2) = [f(x) ist AST(r) < S{(n)
x} = SP(r) N E: die

A‘Sn(r) € Isom (S7(r)). Setze Fix (A‘Sn(r) = {z € SP(r)|dx =
Komponenten von S} (r) N E sind (als Punktmengen) Geodétische.

Ist jetzt X € T},57 (r) lichtartig, so wihle eine Folge (X) ;. von T,,S7 (r), mit X; nicht lichtartig

und s.d. X; 3 X. Dann konvergiert die von p und X aufgespannte Ebene gegen E, und
Jj—4oo

exp, (tX;) — exp,(tX) fiir alle ¢; die zusammenhdngenden Komponenten von E N S7(r) sind
ebenfalls als Punktmengen (lichtartige) Geodétische von ST (r).

Geometrische Interpretation:
1. Fall: X raumartig.

Da p auch raumartig ist, ist (-, )|, positiv definit. Der Schnitt
EnSi(r)={y € B| {y.y) =’}

ist dann eine geschlossene raumartige Geodatische.

2. Fall: X lichtartig.

Dannist (-, ), positiv semidefinit, aber degeneriert. Dann besteht £N 57 (r) aus zwei parallelen
Geraden, denn

ENS(r) = {ap+BX|a®{(p,p) +2a8 (p, X)) +6° (X, X)) = r?}
r2 0 0

= {ap+BX|a*=1,8€R}
{£p+ X |5 € R}.
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3. Fall: X zeitartig.

Dann ist (-, -)),, indefinit und nicht-degeneriert. In diesem Fall besteht £ N ST (r) aus zwei Hy-
perbelkomponenten, denn

ENS(r) = {ap+BX|a®?+ (X, X)) =r}
= {ap+ﬂX|a2+<<X’72X>>ﬂ2: 1}.
TO
<

Aus der obigen Bestimmung der Geoditischen bemerkt man auch, dass S} (r) geoditisch
vollstindig ist, d.h. fiir jeden Punkt p ist exp,, auf ganz T},S7 (r) definiert.

Fixiere p € S7(r): Welche ¢ € S7(r) konnen wir durch Geoditische aus p erreichen?

Die Fille ¢ = p und ¢ = —p sind trivial. Ist ¢ # %p, so sind p und ¢ linear unabhéngig, daher ist die
Ebene E, die p und ¢ enthilt, eindeutig. Die Punkte, die nicht von p aus erreicht werden koénnen,
sind genau die Punkte, die von —p durch zeit- oder lichtartige Geodétische erreicht werden. Dies
ist genau die Menge

{ge ST (r)| g+ p,p) <0und g # —p}.
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Bemerkung. In der riemannschen Geometrie sagt der Satz von Hopf-Rinow insbesondere, dass
auf einer zusammenhingenden geodétisch vollstindigen riemannschen Mannigfaltigkeit je zwei
Punkte durch Geoddtische verbunden werden kénnen.

SATZ 1.2.2. Sei M eine zusammenhiingende semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, und p € M. Seien yn
und 1y zwei Isometrien von M mit 11 (p) = 2 (p) und diy (p) = dib2(p).
Dann gilt 11 = s.

Beweis: Setze ¢ := 15 ! 01y € Isom(M). Dann gilt 1(p) = p und dy)(p) = Id,. ,,. Wir zeigen, dass
P = Idn.
Setze

U:={qeM|v(q)=q di(q) =1d,,}.

a) Die Menge U ist wegen p € U nicht leer.

b) Die Teilmenge U ist wegen Stetigkeit von ) und d¢ abgeschlossen in M.

c) Die Teilmenge U ist offen in M: Sei ¢ € U. Da exp, ein lokaler Diffeomorphismus ist, existiert es
eine Umgebung V von ¢ in M und W von 0 in T; M s.d. exp, : W — V ein Diffeomorphismus
ist. Das kommutative Diagramm

W dw%ld W
Lexp, Lexp,
1% N 1%

liefert ¢, = Id,,. Da M zusammenhéngend ist, muss &/ = M gelten, d.h. ¢ = Id .

PROPOSITION 1.2.3. Die Abbildung

L(n+1) — Isom (S7(r)) (1.1)
A — A‘S?(T‘)

ist ein Gruppenisomorphismus. Ferner gilt: die Gruppe Isom (ST (r)) wirkt transitiv auf ST (r), d.h. fiir
alle p, q in ST (r), es existiert ein v in Isom (ST (r)) s.d. ¥ (p) = q (man sagt, dass ST (r) homogen ist).
Es gilt sogar: fiir alle X und Y aus TS (r) mit (X, X)) = (Y,Y)), existiert ¢ in Isom (S7(r)) s.d.
dy(X) =Y (man sagt, dass S7 (r) isotrop ist).

Beweis: Dass A - inIsom (ST (r)) liegt, ist klar; die Abbildung (1.1) ist auch offensichtlich injek-
tiv.
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Zu p, g in S7(r) (d.h. {p,p) = (g, q)) = r?) existiert es nach Satz 1.1.9 ein A in L mit Ap = q.
O.B.d.A. haben X und Y den selben Basispunkt p in S?'(r). In p* = T,57(r) = R", finde B in
L(n) mit BX =Y. Definiere B in £L"*! durch

= B 0
B=(y 7).

dann ist B in £(n + 1). Die Abbildung ¢ := §|5M erfiillt ¢(p) = pund dyy(X) = BX =Y.
Daraus folgt die zweite Behauptung.

Nun zeige die Surjektivitit von (1.1). Sei ¢ in Isom (ST (r)). Fixiere p in S7(r). Zu ¢ := ¢(p) in
S7(r) finde A in L(n + 1) mit Ap = ¢q. Dann ist p Fixpunkt von ¢, := A~! o) € Isom (S7(r)). Die
Abbildung di; : T,S7(r) — T,S7(r) ist eine lineare Isometrie. Wahle dann B in £(n + 1) mit
Bp = pund dBg ., = dix (p). Dann gilt fiir 15 := B~1 0 A7! 0 ¢ € Isom (S} (r)) das Folgende:
2(p) = pund dip2(p) = Id. Aus dem Satz 1.2.2 folgt 1)o = Id, somit ) = Ao B.

1.3 Der Anti-de-Sitter-Raum

Betrachte R"*! mit der semi-riemannschen Metrik g := —d2? ® d2¥ — da' @ dz' + >, dz’ @ da’
und die Funktion

f:R™ — R
v f@)=glr,a) = (@) = (@) + Z(:ri)?-

Definition 1.3.1. Fiir ein festes v > 0 heifit
Hi(r) := ft (—TQ)
n-dimensionaler Anti-de-Sitter-Raum.

Wie bei S} (r) sehen wir, dass H}'(r) eine glatte Hyperfliache von R" " ist, die diffeomorph ist zu
S' x R"~!: Ein Diffeomorphismus ist gegeben durch

Hi(r) — S'xR"!

0 1171

x
(—= ) —= &
VIEIP+ 2 ] + 2

(% 2!, & ) —
eRn—1

)7

dessen Inverses durch y — (\/[[7]]2 + r2y°, /[|Z]]2 + r2y", §) gegeben ist.
Das Normalenbiindel von H{ (r) wird erzeugt durch
radf(xz) = 2ixli
& B — Oz ’

und wegen g (grad f, gradf) = 4g(z,z) = 4f(z) = —4r* < 0 ist das Normalenbiindel zeitartig.
Die von g auf H}*(r) induzierte Metrik hat dann Index 1, d.h. sie ist eine Lorentzmetrik auf H{'(r).
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Gauf3-Formeln liefern fiir die Krimmung;:

1
K == _7‘_2
. n—1
ric = ——35—yg

fur alle X, Y und Z in TH}(r).

Man bezeichnet die universelle Uberlagerung ﬁ;’;(r), die zu R™ diffeomorph ist, ebenfalls mit
Anti-de-Sitter-Raum.

Bemerkung. Die Mannigfaltigkeiten H{(r) und I}}(r) sind Vakuum-Losungen der Ein-
stein’schen Feldgleichung mit kosmologischer Konstante — 2.

Geoditische ergeben sich wieder als von der Form E N H}(r), wobei E C R"*! ein zwei-
dimensionaler Untervektorraum ist. Es gilt wieder Punkte, die nicht durch Geoditische
erreichbar sind, die von einem festen Punkt ausgehen.

Die Isometriegruppe
Isom (H'(r)) 2 0(2,n — 1)

wirkt transitiv auf H}*(r). Isometrien von H}*(r) lassen sich zu Isometrien von fl\f(r) liften.

1.4 Robertson-Walker-Raumzeiten

Definition 1.4.1. Eine (n + 1)-dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit (M, g) heifst Robertson-Walker-
Raumzeit, falls sie von der Form
M:=1IxS

ist, wobei I C R ein offenes Intervall ist und (S, g,) eine vollstindige zusammenhingende riemannsche
Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung K° = k. Ferner sei die Metrik g gegeben durch

g:=—dt @dt+ f(t)zgs,

wobei f : I — R eine glatte positive Funktion auf I ist.
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Modellraum S™ Standardsphére R™ euklidischer Raum | H™ hyperbolischer Raum
5" /L2 = RP R"/Z" =: T .
reell-projektiver Raum Torus sehr viele,

Quotienten - Linsenrdume nicht vollstandig
o T g verstanden
alle klassifiziert alle klassifiziert

Beispiele.

1.) k = 0: Der euklidische Raum S := R" , das Intervall I := R und die Verzerrungsfunktion
f = 1liefern fiir M den Minkowski-Raum.

2.) k = 1: Die Standardsphére S := S, das Intervall I := R und die Verzerrungsfunktion f = 1
liefern fiur M Einsteins statistisches Universum.

Setze S(t) := {t} xS € M und v := %. Wir berechnen die Weingarten-Abbildung W von
S(t) bzgl. v. Von jetzt an seien X, Y und Z stets Tangentialvektoren an S(¢). O.B.d.A. moégen die
paarweisen Lie-Klammern von X, Y und v verschwinden.

g(W(X),Y) = g(v%yv Y)

Koszul % (ax 9, Y) +0,9(X,Y) — 9y g(X, ”Z)
O" 0

10

55 ([ 0)gs (X, 1)

1f) Bg.(xX.Y)

Il
VoumnS

(t)g(X,Y),

=

th:%M

Geodiitische in M:
a) Zundchst betrachten wir den Speziallfall: ¢ — (¢, z9), wobei zy € S ist fest. Wir behaupten,
dass diese Kurve eine Geoditische ist.

To
M
S
I

Denn: die geodétische Spiegelung ¢ in S an xz ist eine Isometrie von S
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(zumindest in einer Umgebung von ¢ in S), so dass die Abbildung

p:M — M
(t,z) — (o))

eine Isometrie von M ist. Daraus folgt, dass die Fixpunktmenge von ¢
Fix (p) =R x {zo}

als Punktmenge eine Geodétische ist. Aber ¢ — (t,x¢) ist Eigenzeitparametrisierung dieser
Punktmenge und damit Geodaétische.

b) Allgemeiner Fall: sei c eine Geodétische von (M, g). Schreibe c(s) =: ((s),y(s)), wobei ¢ seine
Werte in I hat und 7 in S. Man hat ¢/(s) = t'(s)v + 7/(s), daher gilt

Vigds) = VHy{tv+y)
= vtV v+ Vi
= tv+ () \V:JQ +t'V v+ 'V Y + VI
=0nacha)

AR W)+ VA + g(W (), A ),

Damit ist ¢ Geodétische in (M, g) g.d.w. VM ¢/ =0, d.h.

0 = t"+gWH),y)=t"+f'fg;(v,7") und

l t 4
Vi + oy = Vi + 2(‘;‘; t) 5.

0 7
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Wir haben gezeigt:
PROPOSITION 1.4.2. Eine glatte Kurve ¢ = (t,~) in M ist genau dann Geoditische, wenn
1) " ==ffg:(v,7)
und

/ Ot/ !/
2) V54 = —2(§Ot) 7.

Insbesondere ist  eine Geoditische in S bis auf Reparametrisierung.

KOROLLAR 1.4.3. Fiir lichtartige Geodiitische in M ist die Funktion

t'(fot)
konstant.
Beweis:
OZflg(Cl,Cl) _ —(t/)zfl—f—flfQQS(’Y/,’Y/)
_ _(t/>2f/_ft//
—(t'f).

Bemerkung. Erkldrung der kosmologischen Rotverschiebung:

t(Sg) \
lichtartige
Geodaitische ¢ =
Weltlinie eines
Photons

t(s1)

unsere Weltlinie einer

Weltlinie fernen Galaxie

d=tv++.

Die Weltlinie eines Photons ist eine lichtartige Geoditische c. Die Energie des Photons aus Sicht
des Beobachtes v ist: —g(c/,v) = t'. Sei A := £ dementsprechend die Wellenldnge des Photons.
Dann gilt
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Kriimmung von (5, g, ):

RS(Xv Y)Z = H(gs(Ya Z)X_gs(Xa Z)Y)
ric®(X,Y) = k(n—1)g,(X,Y)
scal® = kn(n—1).

Um jetzt den riemannschen Krimmungstensor von (M, g) zu bestimmen, miissen wir drei
verschiedene Ausdriicke berechnen: tangentiale und normale Komponenten von R™(X,Y)Z
und g (RM(X,v)v,Y).

a) Gaufs-Formel auf T'S:

tan (RM(X,Y)Z) = RSO(X,Y)Z+g(W(Y),Z)W(X)-g(W(X),Z)W(Y)
= Ii(gS(Y, Z)X _gs(X7 Z)Y) + (f/)2 (gS(Y, Z)X _gs(Xv Z)Y)
= {s+ ()} 9s (Y, 2)X — g, (X, 2)Y)
K \?
= {F + (7) } (9s(Y, 2)X —g5(X,2)Y).
b) Codazzi-Mainardi-Gleichung:

g (RMX,V)Zv) = g((@xW)(V).2) - g((TyW)(X). 2)
0 0
= 0.

¢) Berechung von RM (X, v)v:

RM(X, Vv = Vé\g Vyy _vyvé‘gy — V&_’l/]l/
0
VM (W) = V¥, e

— (V)W) (X)W (V)X) =W (W(X))+ W (V) X)
= —(WIW) (x) - w2(X)
- f//f _ (f/)Q B (f/)Q
R R C

_fTX.

Ricci-Kriimmug von (M, g): sei (e;)1<i<n eine lokale orthonormale Basis von T'S(t).
a) Fiir tangentiale Vektoren X und Y an S(¢):

n

Z g (RM(X, e;)ei, Y) —-g (RM(X, Vv, Y)

=1

ric” (X,Y)

[y (f_’>2 b~ 1)g(X,Y) + f7"g<x, Y)

I? f
n—1 f_”
M

= {T e+

7 }g(X, Y).
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b) ric™ (X, v) = 0.

¢) Berechnung von ric™ (

v, V)

ric (v,v) = Zg Me;, v Vv, e;)

1
_
f
Skalarkriimmung von (M, g):
scal = ZricM(ei, e;) — ric™ (v, v)

K f! 2 2 f
= et 1 _— _— —_— .
o 0{ 7+ (F) + 7
Bemerkung. Wir halten die Riccati-Gleichung fest. Ist M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit, ge-

blattert durch raumartige Hyperflichen mit Normalenfeld v, so dass V2’ = 0 (man spricht dann
von einer riemannschen Blitterung), dann gilt fiir die Weingarten-Abbildung W der Blatter:

RM( vyv+ VMW +W? =0.

Physikalische Interpretation. Die Einstein’sche Feldgleichung erlaubt eine physikalische Interpreta-
tion gewisser Ausdriicke als Druck und Massedichte: fiir tangentiale X und Y an S(t),

ric®(X,Y) — %scalMg(X, Y) = { (1- Z)(” - 1)(f2 + (fY/) ) (n— 1)];/1 }g(X’ Y)
—:p Druck
ric” (v,v) — %scalMg(V, v) = n(nT—l){ % + (f?I)Q }
=:p Massedichte

Definition 1.4.4. Eine Robertson-Walker-Raumzeit heif$t Friedmann-Kosmos, falls p = 0.

Bemerkung. Die Bedingung p = 0 ist eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
an f, die man l6sen kann. Fiir n = 3 erhalten wir:

f
K=—1

(1) x=0:f(t) = C(t —to)3 (Neil'sche Parabel). k=0
@ & = 1: (6) = C(6 — sin(6)) und f(+(0) — to) =

C(1 — cos(0)) (Zykloide).
() r = —1:t(n) = C(sinh(n) — n) und f(t(n) — to) =

C(cosh(n) — 1). k=1

t
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Bemerkung. Sei (M := I x S,g := —dt ® dt + f(t)?g,) eine Robertson-Walker-Raumzeit. Sei
c(s) =: (t(s),7(s)) eine lichtartige Geodatische. Aus ¢ = t'v + +/ folgt

0=g(c, ') = =(t") + f(O I3,

dh 7]l = 75

Betrachte den Fall ¢’ > 0: aus der letzten Gleichung folgt, fiir ein festes 59 € R,

b X [l

S0

o0 tl(S)

. Teen®
I
t(s0) F()

7(s0) S

Falls f hinreichend schnell wéchst, z.B. f(t) = t? oder f(t) = €!, dann ist R := f;;o) % < 0.

= Die Kurve v verldsst den Ball B (y(s¢), R) C S nicht.
= Teile des Universums sind von einem gegebenen Beobachtungspunkt aus nicht sichtbar. Man

spricht dann von einem Horizontproblem.

1.5 Die Schwarzschild-Halbebene

Fixiere m > 0 (physikalisch interpretiert als Masse eines rotationssymmetrischen schwarzen Lo-
ches).

Definition 1.5.1. Die Lorentz-Mannigfaltigkeit
1

Lirow),

<M =R x (0,2m) U (2m, 00), g := —h(r)dt ® dt +
wobei h(r) := 1 — 22, heifit Schwarzschild-Halbebene.

Man berechnet fiir die Krimmung K = 2%

Der Lichtkegel des Tangentialraumes von M in (t,r) ist die Menge der bzgl. g« , lichtartigen
Vektoren, d.h. Vektoren X = a% + b% mit

0 = gun(X,X)
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d.h. b = £h(r)a.

pAPA N | I XX

Die lichtartigen Kurven c(s) =: (¢(s),r(s)) von M erfiillen dann ¢/(s) = t/(s)Z + r/(s)2 mit
r’ = £h(r)t’, d.h., fir ein festes sy € R,

t(s) —t(sp) = /S t'(s)ds

/h
.

_ rdr
r(s0) r—=
(s)—2m
_ :I:/ o+ 2mdp
r(s0)—
B r(s) —2m
= :l:{T(S) —T(So)+2m1n (m)}

Wegen 1111% K = 400 kann M nicht nach r = 0 fortgesetzt werden. Es gibt ferner Geodétische,
r—
die in “endlicher Zeit” nach r = 0 laufen, d.h. M ist nicht geoditisch vollstandig.
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20
151

107

Die “Singularitdt” bei r = 2m lédsst sich durch Koordinatenwechsel (die sogenannten Kruskal-
Koordinaten) beheben.

Die Abbildungen

(t,r) — (t+to,7) (to € R fest)
(t,r) — (=t,r)

sind Isometrien. Daher gilt: die Teilmenge {#o} x (0,2m) bzw. {to} x (2m, co) ist zeitartige bzw.
raumartige Geoddtische.
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Kapitel 2

Kausalitat

21 Grundlegende Begriffe

Definition 2.1.1. Sei M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit. Eine Zeit-Orientierung von M ist eine Abbil-
dung

¢: M — P(TM)
(wobei P(T M) die Potenzmenge von T M ist) s.d.:
(i) Fiir jedes p € M ist ((p) eine der beiden Zusammenhangskomponenten der Menge der zeitartigen
Vektoren in T, M.
(ii) Fiir jedes p € M existiert eine Kartenumgebung (U, x) von p so, dass 52 (q) € ((q) fiir alle g € U.

T,M

BT
,0:00
KX

tt:"

<3

A
A
ol

<%
0
9
3

Das Paar (M, () ist zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Eine Lorentz-Mannigfaltigkeit M heif3t
zeitorientierbar falls sie eine Zeit-Orientierung besitzt.

PROPOSITION 2.1.2. Sei M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:
(i) M ist zeitorientierbar.

(ii) M besitzt ein stetiges zeitartiges Vektorfeld.

(iif) M besitzt ein glattes zeitartiges Vektorfeld.

Beweis:
“(#i1) = (14)"” ist trivial.

27
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“(ii) = (i)"”: Sel X ein stetiges zeitartiges Vektorfeld. Definiere ((p) als die Zusammenhangs-
komponente, die X (p) enthilt.

Sei p € M. Wiahle Karte (U, 2) um p so, dass %(p) € ¢(p). Daraus folgt, dass g(%, %) <0inp
und damit (nach eventueller Verkleinerung von i{) auf ganz U. Da X (p) € ((p) und 5% (p) € ((p),
gilt g(X, 525) < Oinp

= nach eventueller weiterer Verkleinerung von U/ gilt g(X, %) < Oaufl

= %(q} € ((q) furalleq € U.

“(i) = (i1)": Sei ¢ Zeit-Orientierung. Sei {U, } . eine lokal-endliche Uberdeckung von M, wobei
(Uy, zo) Karte wie in (ii) ist. Sei {pq } o Teilung der Eins zu {U, } ..

Setze X = ), pa%. Das Vektorfeld X ist wohldefiniert und glatt auf M. Fir p € M ist

X(p) = >, pa(p)%(p) € ((p), da ¢(p) konvex ist und wegen %(p) € ¢(p) und p,(p) > 0.
Insbesondere ist X zeitartig.

O
Bemerkungen.
1.) Alle bisherigen Beispiele sind zeitorientierbar.
2.) Es gibt keine Verbindung zwischen Orientierbarkeit und Zeit-Orientierbarkeit:
orientierbar - zeitorientierbar
(hangt nur von M ab) (hangt ab von M und auch von g)

Beispiele.

orientierbar

AXXX A, —— ‘
/
\ C
'\\ . P /1 w zeitorientierbar

< -
S~ _ -

Verkleben
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nicht orlentlerbar
XXXy ——
nicht zeltorlentlerbar

orientierbar

/r nicht zeitorientierbar

e xix

nicht orientierbar

X4y — «

zeitorientierbar

Von nun an sei (M, ¢) stets zusammenhidngende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Unter
Kurve in M verstehen wir stets eine stetige stiickweise glatte Kurve. Eine kausale Kurve heifst
zukunftsgerichtet (bzw. vergangenheitsgerichtet), falls fiir alle s gilt ¢/(s) € ¢ (c(s)) (bzw. ¢/(s) €

—¢(c(9)))-

Notationen. Seien p, g in M. Man definiert die folgenden Relationen:

p < q <= dzukunftsgerichtete zeitartige Kurve von p nach ¢
p < q <= 3zukunftsgerichtete kausale Kurve von p nach ¢
p<q <= p<qoderp=gq
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Fiir A C M definiere:

I.(A) = {gqeM|IpeA: p<q} diechronologische Zukunft von A
Jr(A) = {geM|IpeA: p<q} diekausale Zukunft von A

Analog definiert man die chronologische bzw. kausale Vergangenheit I_(A) bzw. J_(A) von A.

Beispiel. Sei M der Minkowski-Raum.

t

Al
\\\A(P)R\
W
N ¢ /1' r\v 1 T

p

N
N
N\

Bemerkung. I, (A)

Beispiel. Sei (M, g) := (R?, gyi)/Zeo = (ST x R, —d6? + dr?).

Identifiziere!

Ii(p) = J+(p) = I-(p) = J-(p) = M.
Die Relation “«” ist transitiv:
} — p<Lr.

Denn: man kann immer zukunftsgerichtete zeitartige bzw. kausale Kurven zusammensetzen. Es
gilt sogar eine stiarkere Form der Transitivitét:

PROPOSITION 2.1.3. Sei M eine zusammenhiingende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Seien p, q,
rin M. Dann gilt

pLqundg<r — p<r
p<qundg<Lr = p<<r

Beweis: Betrachte nur die zweite Aussage (die erste geht analog). Der Fall p = ¢ ist trivial.
Sei also p < ¢. Sei ¢; : [0,1] — M eine kausale zukunftsgerichtete Kurve von p nach ¢, und
¢z : [1,2] — M eine zeitartige zukunftsgerichtete Kurve von ¢ nach r.
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Sei E(t) das parallele Vektorfeld langs ¢; mit E(1) = ¢2(1). Setze X (¢) := tE(t). Sei ¢1 s Variation
von ¢1 mit ¢1,5(0) = p fix, ¢1,5(1) = ea(1 + 5), und ey 4(t) = X(¢).

Nach Voraussetzung gilt g ( Ber.s 801‘5) < 0fiir s = 0. Es gilt ferner

ot ' ot
0 | 60175 60175 9 Vl 0 0
— , — — |s=0—C , =~ C
95"\ "ot "o I\ s =0t ot
Torsionsfreiheit des Levi-Civita Zusammenhangs 9 (V 0 | 0] )
= — = |s=0C1,5, ==C
g It Os s=0C1,s ot 1,s

X(t)

B0, )

S

-

e 29 (E(t),é1(1)

Da E(t) bzw. ¢1(t) zukunftsgerichtet und zeitartig ist (bzw. zukunftsgerichtet und kausal), gilt

29 (E(t),¢1(t)) < 0. Es gilt also: ¢ (aglt‘s, a(gt“”‘) < 0 fiir s > 0 hinreichend klein und alle ¢ € [0, 1].

= 1,5 : [0, 1] — M ist zukunftsgerichtet und zeitartig fiir > 0 hinreichend klein
= ¢:[0,2 — s] — M ist zukunftsgerichtet und zeitartig, wobei

_[ewn  frteo
() '_{ co(t + s) fir [1.2 -]

(von pnach r). Alsoistp < r.

KOROLLAR 2.1.4.
I (A) = I (I4.(A)) = J+ (14 (A)) = L. (J+(A4))
J+(J4(A)) = J+(A)

Beweis: Zur ersten Behauptung: I (A) C I+ (14 (A)) \C/JJF(LF(A)) C I (A). Die erste In-

trivial Prop. 2.1.3
klusion kann man so erkldren: es existiere eine zukunftsgerichtete Kurve von A nach p € I, (A).
Wihle ¢ darauf. Dann gilt ¢ € I (A) und daher p € I (q) C I1(I+(4)).
Analog zeigt man die Folge von Inklusionen: I, (4) C I+ (I+(A)) C Iy(J+(4)) C I(A4).

trivial Prop. 2.1.3

Zur zweiten Behauptung: J, (A) C J+(J+(A4))
wegen ACJ4(A)
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a

PROPOSITION 2.1.5 (Gaufi-Lemma). Sei M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit, sei p € M. Sei x € T,M im
Definitionsbereich von exp,,. Seien v := toz (to € R) und w € T, M. Dann gilt:

9 (dz exp,(v), dy exp,(w)) = g(v,w).

T,M

Beweis: Da die zu beweisende Gleichung homogen in v ist, kann man 0.B.d.A. annehmen, dass
v=ux,dh tyg =1.

Definiere
P :[0,1] X (—g,e) — M
(t,s) = exp, (t(v+sw))
T,M o
x
P
v
exp,,
p
M
Es gilt
oY
D1,0) = dexp,(v)
oY
20,00 = desp,(w)

Zu zeigen ist also: ¢ (%—Tf(l, 0), %—f(l, O)) = g(v,w).

Die Kurve ¢t — (¢, s) ist Geodétische mit Geschwindigkeitsvektor v + sw bei t = 0. Daher gilt
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Y9 =0undg (%—f, %—f) = g(v + sw, v + sw). Ferner gilt

9 [0y 9\ _ Vo oy (% VO
ad\ o os) ~ ot ot Bs ot Ot Os
0
_ (9% Vo
~ I\ ot 05 ot

Fiir s = 0 folgt:

oy B
0
o 01 -
— o(Fa0.500) = s

O

LEMMA 2.1.6. Sei M eine zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit und sei p in M. Sei ~y : [0,b] — T, M
eine Kurve mit y(0) = 0 und die im Definitionsbereich von exp,, verliiuft. Sei c := exp,, oy : [0,b] — M
zeitartig und zukunftsgerichtet.
Dann gilt:

y(t) eIy CT,M Vte]|0,b]

Beweis:
a)Seiq:T,M — R, ¢(z) := g(x, x), die quadratische Form zu g. In Minkowski-Koordinaten auf
T, M lautet ¢

Wihle Koordinaten so, dass % zukunftsgerichtet ist. Wegen dg = —22%dz° + 2> | z'da’ ist
gradg(z) = 237 2' 52 = 2x. Das Gauf-Lemma fiir v := w := 2z liefert:

g (dexp,(gradq), d exp,(gradq)) = g (gradq, gradq) = 4¢(x)
Setze P(x) := dexp,(gradq(z)). Fir z € I C T, M ist P(z) somit zeitartig.
Ferner ist fiir € I C T, M der Vektor P(z) zukunftsgerichtet.
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b) Betrachte zunéchst den Fall, dass 7 glatt ist.
q(7(0)) = q(0) = 0 und ¢(0) = dg exp, (7(0)) ist zeitartig, somit auch §(0).
——

1d
= Fiir ¢ > 0 hinreichend klein ist v(¢) € I fur alle ¢ in [0, €].

94(1) = glgradg (1)

= g (dexp,(gradq),dexp,(¥(t))) (ausProp.2.1.5 fiir v := gradgq, w := (t))
= g(PO(®)),c)

Angenommen, es gibe ¢1 € [0,] s.d. ¢(7y(t1)) = 0. O.B.d.A. sei t; das kleinste derartige ¢1. Aus
dem Mittelwertsatz schlieflen wir, dass

d .
Stoe(0h): 0= honar®) =g(  POW) . ) )<,
~—— ~—~—
S zeitartig, zukunftsgerichtet
————

zeitartig, zukunftsgerichtet

was ein Widerspruch ist. Deswegen gilt ¢(y(¢)) < 0 fir alle ¢t € [0,b], d.h. v(t) € I} fur alle
t € [0,0].

¢) Sei nun v stiickweise glatt. Sei 0 := by < by < ... <by :=beine Unterteilung s.d. 7, , glatt
ist. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach N:
Induktionsanfang N = 1: siehe b).
Induktionsschritt N — 1 — N: Nach Induktionsannahme ist y ([0, by_1]) C 1.

d + + St

—a(05-)) =g( POOE)) . k) ) <0

—_—— ——
rechtseitige Ableitung zeitartig, zukunftsgerichtet zeitartig, zukunftsgerichtet
Wie in b) folgt nun: «y ([bx—1,bn]) C I5.
(]

Notationen. Ist Q@ C M offen und A C 2 beliebig, definiere

I$(A) == {g € Q| Fp € Amit
+(4):={¢eQ|Fpe Amitp < q}
in
und analog I*(A) bzw. J$(A).
KOROLLAR 2.1.7. Sei M eine zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit, sei p in M. Sei Q) eine offene Um-

gebung von p in M, sei ¥ eine offene Umgebung von 0 in T,M s.d. Q' sternformig bzgl. 0 ist und
exp,, o/ : Q' — Q ein Diffeomorphismus ist.

Dann gilt
p) = exp, (I+(0)N Q) und
J2p) = exp, (Jx(0)NQ)
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T,M
I (0)N QY

exp,,

Beweis:

Zu “C” in erster Gleichung: Sei ¢ in I$}(p). Dann existiert eine zukunftsgerichtete zeitartige Kurve
cin 2 von p nach gq.

— 7 := exp,, ! oc verlduft nach Lemma in I (0)

= exp,, ' (q) € 1+(0)

= q € exp, (I1(0) N Q).

Zu “D” in erster Gleichung: Sei  in I (0) N Q. Die Abbildung ¢t — t - z ist ein Strahl, der auf
[0,1] ganz in I (0) N ' 14uft

= t — exp,(tr) ist eine zeitartige zukunftsgerichtete Geodatische, die p mit exp,,(r) verbindet
(in Q)

= exp,(z) € I{(p).

Zu “>” in zweiter Gleichung: Sei z in J (0) N . Dann ist ¢t — expp(ta?), 0 <t <1, eine kausale
zukunftsgerichtete Geoditische von p nach exp,,(x). Daraus folgt, dass exp, () in J{(p) liegt.

Zu “C” in zweiter Gleichung: Sei ¢ in J f (p). Wéhle eine Folge (¢;); mit ¢; > ¢ und ¢; ijo q. Fiir
i hinreichend grofs ist ¢; in €2.

Man hat also: p < ¢ < ¢;. Aus Proposition 2.1.3 folgt, dass p <« ¢;, d.h. ¢; liegt in I E} (p). Aus
der ersten Gleichung muss exp, ' (¢;) in I,(0) N ' liegen; aber exp, () — exp, 1(g), somit

exp, ' (¢q) gehort zu I, (0) N o’ = J4(0) N, d.h. g gehort zu exp,, (J4(0) N Q).

PROPOSITION 2.1.8. Die Relation “<” ist offen, d.h. gilt p < q, dann existieren Umgebungen U von p
und Vvon qsd.p' < ¢ fiirallep e Y und ¢' in'V.

Beweis: Sei p < ¢. Sei ¢ : [0,1] — M eine zukunftsgerichtete zeitartige Kurve mit ¢(0) = p,
¢(1) = q.Setze p’ := ¢(e), mit ¢ > 0 so klein, dass es eine offene Umgebung Q2 von p’ gibt mit p € Q2
und exp,, : ' — (2 ein Diffeomorphismus ist fiir geeignete sternférmige Umgebung 2’ von 0 in
T, M.

Setze U := I?(p') = exp,, (I_(0) N ). Dies ist eine offene Umgebung von p in M.
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Definiere V analog. Sei nun p” inl/ und ¢” in V. Dann gilt p” < p’ < ¢’ < ¢”, und somit p” < ¢”.

a

KOROLLAR 2.1.9. Sei A C M beliebig. Dann ist 1+ (A) C M offene Teilmenge.

Beweis: Nach der letzten Proposition ist fiir p in M die Teilmenge I‘(p) offen in €. Aber
I.(A) = Y, I} (p), also ist auch offen.
p

Vorsicht! Selbst wenn A C M abgeschlossen ist, braucht I (A) nicht abgeschlossen zu sein.

Beispiel. Sei M :=R?\ {(1, 1} mit Minkowski-Metrik. Dann ist .J ((0, 0)) nicht abgeschlossen.

t
s

////// % ’

0.0)

PROPOSITION 2.1.10. Fiir beliebiges A C M gilt:

(1) 1, (4) =], (4)
(2) J4(A) C I (A), mit Gleichheit g.d.w. J1 (A) abgeschlossen ist.

Beweis:
Zu (1): Da I, (A) offen ist, und wegen I (A) C J+(A), gilt I (A) CJy (A).

Sei nun p in JO+ (A). Wahle ¢ < ps.d. gin JO+ (A). Dann existiert 7 in A mitr < ¢. Alsor < ¢ < p,
und daher r < pund p € I (A). Daraus folgt die erste Behauptung.
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Zu (2): a) Zeige zunidchst J(p) C I (p).

Sei ¢ in J$}(p). Falls ¢ = p, dann p € I} (p).

Sei also p < ¢.Sei ¢ : [0,1] — M eine zukunftsgerichtete kausale Kurve von p nach q. Setze, fiir

i>1,¢:=c(l—1). Wahler; > ¢;sd. r; — ¢. Dann gilt r; > ¢; > p, somit r; > p, d.h.
1— 00

r; € Ifrz (p).
b) Sei nun A beliebig. Dann gilt J, (A) = U J{(p) C U I¥(p) C I+(A). Die Inklusion in der
peA PEA  —

CI4(4)

zweiten Behauptung wird dadurch gezeigt.
¢) Zum Gleichheitsfall: Falls sie gilt, ist J; (A) offensichtlich abgeschlossen. Umgekehrt, ist J; (A)
C

abgeschlossen, dann folgt aus I, (4) C Ji(A) und J1(A) = Jy(A) die Inklusion I (A)

T+ (A) = J4(A), also T, (A) = J, (A).

O

PROPOSITION 2.1.11. Sei M eine kompakte zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine
geschlossene zeitartige Kurve.

Beweis: Die Familie {I}(p)},c s bildet eine offene Uberdeckung von M. Da M kompakt ist, exi-
stieren p1,...,py in M s.d. M = U, IM(p;). O.B.d.A. sei kein I} (p;) in einem I (p;) mit j # i
enthalten.

Wire p; in I} (p;) fiir ein ¢ > 2, dann wére auch I/ (p;) in I} (p;) enthalten, was ein Wider-
spruch zur letzten Wahl der p; ist. Daraus folgt, dass p; in I fy (p1) liegen muss, d.h. es existiert
eine zeitartige Kurve von p; nach p;.

O
Definition 2.1.12. Sei M eine zusammenhiingende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Die Man-
nigfaltigkeit M erfiillt die
¢ Chronologiebedingung falls es in M keine geschlossenen zeitartigen Kurven gibt
¢ Kausalitdtsbedingung falls es in M keine geschlossenen kausalen Kurven gibt

o starke Kausalitdtsbedingung falls es zu jedem p in M und zu jeder Umgebung U von p eine
Umgebung V von p gibt s.d. jede kausale Kurve, die in V startet und endet ganz in U verliuft.

Verboten! K

Bemerkung. Es gilt:
Starke Kausalitdtsbedingung = Kausalitdtsbedingung = Chronologiebedingung

Die entgegengesetzten Implikationen gelten nicht.

Beispiele.
1.) Sei M :=R?/Z - (1,1) mit vom Minkowski-Raum induzierten Metrik und Zeitorientierung.
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Identifiziere!

lichtartige,
geschlossene
Kurve

Die Gerade t — t - (1, 1) liefert eine geschlossene lichtartige Kurve in M, daher M erfiillt nicht
die Kausalitatsbedingung. Aber M erfiillt die Chronologiebedingung.

2.)Sei M := {R?/Z-(LO)}\(Gl U Gy), wobei Gy := {(L,5)]s > 1} und Gy := {(-1,5)|s < L}.

Identifiziere!

V]
LN

Go /

Die Mannigfaltigkeit M erfiillt die Kausalitdtsbedingung, aber nicht die starke Kausalitdtsbedin-
gung.

Definition 2.1.13. Die Linge einer Kurve c : [a,b] — M ist

b
L= / NICOREOL

Bemerkung. Lichtartige Kurven haben Léange 0.

Definition 2.1.14. Fiir p, g in M heif$t

(pq) = sup{ L[c] | ¢ zukunftsgerichtete kausale Kurve von p nach q} falls p < q
T4 =9 falls p £ q

Zeitunterschied zwischen p und q.

Beispiel. Sei M der Minkowski-Raum. Fiir p < ¢ ist 7(p,q) = /| {p — ¢,p — ¢)) |. Denn: Das Ge-
radensegement ¢ — tg + (1 —t)p, 0 < ¢ < 1, ist kausale zukunftsgerichtete Kurve von p nach ¢
mit Lange /| {(p — ¢;p — q)) |-

1. Fall: p — ¢ zeitartig.

Nach Anwendung einer Poincaré-Transformation kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass p =
0,...,0) und ¢ = (7,...,0) mit T > 0. Sei nun ¢ eine kausale zukunftsgerichtete Kurve von
p nach q. Es gilt (°)’ > 0; nach Umparametrisierung gilt dann ¢°(¢) = ¢ und somit c(t) = (¢, z(t))
wobei z : [0,T] — R™.
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Wir berechnen L|c]:

T
rlg [ Va0, e i

0
T

- [ VTP
T

S AR EOIRY
T

< /Oldt—T— o —ar—a)

2. Fall: p — q lichtartig.
Alle kausalen Kurven von p = 0 nach ¢ € C(0) sind lichtartig, haben also Lange 0; daher gilt

(0, 9) =0=vI{p—a.p-q) |
Beispiel. Sei M := Lorentz-Zylinder = R?/Ze.

Identifiziere!

qde lichtartige,
pe geschlossene
Kurve

Es gilt 7(p, ¢) = oc.

PROPOSITION 2.1.15. Sei M eine zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Dann gelten:
(1) 7(p,q) >0 < p<Kq
(2) Inverse Dreiecksungleichung: sei p < q und q¢ < r, dann

7(p,q) +7(g,r) < 7(p,7)
(3) Die Funktion T : M x M — R ist unterhalbstetig.

Beweis:

Zu (1):

“«<=":1Ist p < ¢, so existiert eine zeitartige zukunftsgerichtete Kurve ¢ von p nach ¢. Daraus folgt
7(p.q) = L[] > 0.

“==":Sei 7(p,q) > 0. Dann existiert eine zukunftsgerichtete kausale Kurve ¢ von p nach g mit
L[c] > 0. Da Lic] positiv ist, enthilt c ein zeitartiges Segment . Wahle p;, ¢; auf o mit p; < ¢1. Es
gilt: p < p1 < 1 < ¢, und aus Proposition 2.1.3 somit p < q.

Zu (2):

1. Fall: 7(p, q) < oo und 7(q,7) < 0.

Sei ¢ > 0. Dann existiert eine zukunftsgerichtete kausale Kurve ¢; von p nach ¢ mit Lange
Llci] > 7(p, g) — ¢, und ebenfalls eine zukunftsgerichtete kausale Kurve ¢, von ¢ nach r mit Lange
Llcs] > 7(q,7) — €. Daraus folgt: 7(p,r) > Llc1 U ¢co] = Lle1] + Lice] > 7(p,q) — e+ 7(q,r) —e. Da
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€ > 0 beliebig gewdhlt werden kann, gilt die Behauptung.

2. Fall: 7(p, q) = oo oder 7(g,7) = oo.

O.B.d.A. sei 7(p, q) = co. Dann existieren beliebig lange zukunftsgerichtete kausale Kurven von
p nach ¢. Zusammensetzen dieser Kurven mit einer festen zukunftsgerichteten kausalen Kurve
von ¢ nach r liefert 7(p, r) = co.

Zu (3): Seien p, g in M.
1. Fall: 7(p, ¢) = 0. Es gibt nichts zu zeigen.
2. Fall: 0 < 7(p, q) < 0.

Seie > 0.0.B.d.A.seic < @. Wihle zukunftsgerichtete kausale Kurve ¢ : [0,1] — M von p
nach ¢ mit Llc] > 7(p,q) — § (> 37(p,q)). Wahle 61 € (0,1)s.d. 0 < Llej,, ] < § (< Z22), und
02 € (0,1)5.d.0 < Lley,, ] < = (< T2,

Setze U := I_(p1) und V' := I (p2). Da Llc|, ; \] > Oist p € I_(p1) = U offene Umgebung von p.
Analog ist V offene Umgebung von q.

Seiennunp’ e Yund ¢’ € V.

Cl10,51]

Dann gilt:
(', p1) + T(p1,q1) + T(q1,¢)
0+ L[chélﬁm] +0

L[C] - L[c\[o,al]] - L[C|[52,1]]
g 13 g

(', q")

AVARAVAR Y

(AVARRAYS
49
a0 2
=3
) )
~— ~—
|
™

3. Fall: 7(p, q) = oo.

Es gibt beliebig lange zukunftsgerichtete zeitartige Kurven von p nach ¢. Dieselbe Konstruktion
wieim 2. Fall liefert Umgeungen von p und ¢ s.d. fiir Punkte aus diesen Umgebungen sich beliebig
lange kausale Kurven ergeben.

Bemerkung. Im Allgemeinen ist 7 nicht oberhalbstetig.

Beispiel. Sei M := R?\ ({0} x [—1,1]). Sei fiir zukunftsgerichtete kausale Kurven von p nach ¢
der Schnittpunkt mit {¢ = 0} mit p bezeichnet. Es gilt

pq) =7p,r) +7(rg) =V (p—rp—) |+ VI {r—ar—q)|<e
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fiir e > 0 hinreichend klein.

ip

Fir “¢’ rechts von ¢” gibt es zukunftsgerichtete kausale Kurven von p nach ¢/, die {t = 0} in
(t,0) = r mit ¢ > 1 schneiden. Z.B. sei ¢ := ¢1 U ¢z mit Geradensegment ¢; von ¢ nach ' und Ge-
radensegment c; von 7’ nach ¢’ zusammengesetzt. Dann kann L[c;] langer als 2 gewéhlt werden.

2.2 Kurvendeformationen

Definition 2.2.1. Eine Kurve ¢ : [a,b] — M, fiir die es eine Funktion « : [a,b] — R gibt, so dass

> )
%C(t) = a(t)e(t)

fiir alle t € [a, b], heifit Prageodétische.

Geodatische sind somit Prageoditische mit o = 0. Jede Umparametrisierung einer Geodétischen
ist Prageodaitische, denn ist ¢ Geoddtische und ¢ = c o ¢, so gilt

V. V..o ' 5 (V. o -
0 = 6 (00) = b o)+ (Feo0) = 500

Ist umgekehrt ¢ eine Priageodatische, so 16st man o = % nach ¢ (durch ¢(t) = [} eJa “)454r) und
erhilt durch ¢ := ¢ o ¢! eine Geoditische.

Bemerkung. Im Beweis von Proposition 2.1.3 haben wir bereits gesehen: Ist ¢ : [a,b0] — M
kausale Kurve, ist ¢, : [a,b] — M Variation von ¢ (wobei s € (—¢,¢)) mit Variationsfeld X s.d.

g (%, c') < 0, dann ist ¢, zeitartig fiir s > 0 hinreichend klein.

LEMMA 2.2.2. Sei ¢ : [a,b] — M kausale Kurve, aber keine lichtartige Priigeoditische. Dann gibt es
beliebig nahe bei c (in der kompakt-offenen Topologie) eine zeitartige Kurve mit denselben Endpunkten.

Beweis: O.B.d.A. sei [a, b] = [0, 1].

a) Betrachte zundchst den Fall, dass ¢ty € [0, 1] existiert s.d. ¢(to) zeitartig ist. Dann enthélt ¢ ein
zeitartiges Segment. Wie im Beweis von Proposition 2.1.3 erhalte Deformation zu zeitartiger Kur-
ve.

O.B.d.A. sei von nun an c rein lichtartig.
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b) Betrachte nun den Fall, dass ¢ glatt und lichtartig ist (aber keine Prageoditische).

Wegen g(¢,¢) = 0gilt 0 = Lg(é,¢) = 2g (F¢,¢), d.h. Yé(t) steht senkrecht auf ¢(t) fiir alle ¢ in
[0, 1]. Aber fiir ein lichtartiges v gilt v+ = Ru Gf E, wobei E ein raumartiger Untervektorraum des
Minkowski-Raums ist.

Wire %c'(t) = a(t)é(t) fur alle t, dann wiére c eine Prageoditische, was der Voraussetzung wi-
dersprechen wiirde. Es existiert also ¢t > 0 s. d. ¢(t) raumartig ist. Insbesondere ist ¢ —
g (35¢(t), Xé(t)) > 0 nicht konstant 0.

Wiéhle Yy in T, M zeitartig s. d. g (Yp,¢(0)) < 0. Sei Y das parallele Vektorfeld lings ¢ mit
Y (0) = Yo. Dann ist Y (¢) zeitartig und g (Y (¢), ¢(¢)) < 0 fiir alle ¢ in [0, 1].

Setze X(t) = a(t)Y(t) + B(t)%¢(t), wobei a und 3 noch in C*°([0,1]) zu finden sind, s. d.
a(0) = B(0) = (1) = B(1) = 0 und g (¥%X,¢) < 0. Dann folgt die Behauptung aus der Vor-
bemerkung. Aus g (F¢,¢) = 0 folgt

0 = 4 zc’é
= ad\a”

= o (Ye) o (Ve Y,
AT I\atCa’)

und
X . 2
o (Sre) = aavar+ o (Gec)voa (o)
———
=0
= ag(Y,¢) - By <%é, %é>
Yé, e . . . . .

Nun ist v := % > 0 aber nicht identisch 0, so dass es ein glattes § : [0, 1] — R existiert

mit 4(0) = B(1) = O und [, B(t)y(t)dt = —1.
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Setze a(t) := fg(ﬁw +1)(s)ds. Dann ist a(0) = 0 = (1), und es gilt

VX ) V.V,
g (W’C> = (By+1)g(Y,é) - By (Ec, %c>
>pBy
V.V, V.V,
< Py (EC’EC) — By (EQEC)
= 0.

¢) Sei nun c stiickweise glatt und lichtartig. Ist eines dieser Segmente keine Priageodétische, dann
kann es nach b) zu zeitartigem Segment deformiert werden. Nach a) kann dann die ganze Kurve
zu einer zeitartigen deformiert werden.

Sei also jedes Segment Prageodatische. Wir haben mindestens einen Knick, d.h. es existiert ¢y in
(0,1) s.d. é(ty ) und ¢(tF) linear unabhéngig sind. Wegen a) konnen wir annehmen, dass genau
ein Knick vorliegt, d.h. es existiert ein solches t, und auf [0,¢,] und [t], 1] ist c glatt.

Sei Y*(t) die Parallelverschiebung von ¢(t7) lings c. Weil Clio.+,y Prédgeodatische ist, sind ¢(¢) und
Y ~(¢) kollinear fiir ¢ € [0,to]. Analog sind ¢(t) und Y *(¢) kollinear und haben gleiche Orientie-
rung fiir ¢ in [to, 1].

Setze Y := Y+ — Y. Dann gilt auf [0, to]:

g(Y, &) =g(YT,¢6) —g(Y™,¢) <0,
——
=0

da Y und ¢ linear unabhiéngige lichtartige und gleich orientierte Vektoren sind. Analog gilt auf
[to,1]: (Y, ¢) = g(YT,¢) —g(Y~,¢) > 0.Sei « : [0,1] — R stetige Funktion, die glatt auf [0, ¢, ]
—_—— ~—\—

=0 <0
und [t 1] ist mit a(0) = a(1) = 0 und o’ > 0 auf [0, o] sowie &’ < 0 auf [to, 1].
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0 to 1

Setze X (t) := a(t)Y (). Dannist X (0) = 0, X(1) = 0 und g (355, ¢) = /g (Y,¢é) < 0, somit liefert

die zu X gehorige Variation mit festen Endpunkten die gesuchte zeitartige deformierte Kurve.

d

Bemerkung. Ist c lichtartige Prageodatische, so kann ¢ im Allgemeinen nicht in zeitartige Kurve
mit denselben Endpunkten deformiert werden .

Beispiel. Sei M := der Minkowski-Raum.

Die Geoditische, die p mit ¢ verbindet, kann nicht in zeitartige Kurve deformiert werden.

LEMMA 2.2.3. Sei c eine lichtartige Geodiitische. Sei cs eine Variation von ¢ mit Variationsfeld X. Sei
X L ¢inden Endpunkten.
Falls es eine Folge s; — 0 gibt, so dass cs, zeitartig ist, dann ist X L ¢ tiberall.

Beweis: O.B.d.A. seien alle s; > 0 oder alle s; < 0. Es gilt:

9(051,051) - g(C, C) 9

. Csys Cs; . .
lim 9(575) = lim = ag(cs,cs) [s=0,

71— 00 S 71— 00 S; — O
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mit g(¢, ¢) = 0, da clichtartig ist. Wegen der Annahmen an s; und ¢, gilt dann % 9 (Cs,Cs) |s=0 <0
bzw. > 0 fiir alle t in [0, 1]. Aber
AV
29 <a Cs|s 0,C )

= 9 zﬁ | .
- g Os 8tcs 5=0,C
VvV o |
8153 5 Csls= 07
vX .
- 2g <W70>7

sodass g (LX,¢) < 0bzw. > 0 fiir alle ¢ in [0, 1]. Andererseits gilt

/Olg (%,e) i = /01 {2 yx.a) —g(x,zi)}dt

= g(X, 0l
_—

o ,. .
%g (Cs; Cs) |s:0

Hieraus folgt 4 (g(X,¢)) = g (%X, ¢) = 0. Somit ist g(X, ¢) konstant auf [0, 1], also gleich 0.
O

Ist ¢, eine Variation von c so, dass jedes ¢, Geodétische ist, dann gilt fiir das zugehorige Variati-
onsfeld J (t) := 80 (t) |s=0:

V:_ VY Ve

@y T 99t 9s

V V dcg

&&WEZO

= TV 4R
——

=0
Definition 2.2.4. Ein Vektorfeld J lings einer Geoditischen c heifit Jacobifeld, falls gilt

2

\Y%
dt2j+R(j ¢)e=0.

Die Jacobifeldgleichung ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung an 7. Ein
Jacobifeld ist somit festgelegt durch 7 (0) und %j (0). Man kann wegen der Linearitét (in 7) der
Jacobifeldgleichung zu vorgegebenen 7 (0) und ¥Z(0) Losung lings ganz c finden. Die Menge
der Jacobifelder bildet einen 2 dim (M )-dimensionalen Vektorraum.

LEMMA 2.2.5. Sei J ein glattes Vektorfeld lings einer Geoditischen c. Dann sind dquivalent:
(1) J ist Jacobifeld
(2) Es existiert eine Variation cs von ¢ mit Variationsfeld J .
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Beweis:

(2)==(1): bereits gezeigt

(1)=(2): Sei J ein Jacobifeld. Wéahle eine Kurve o mit ¢(0) = ¢(0) und ¢’(0) = 7(0). W&hle ein
Vektorfeld X lings o mit X (0) = ¢(0) und ¥2-(0) = ¥L(0).

Im g

Setze c5(t) 1= expy(4) (tX (3)).

\
)

Es gilt

co(t) = expy(g)(tX(0))
= exp,(g)(t¢(0))
= c(t).

Somit ist ¢; geodétische Variation von c.
Sei J := %=|,_o das Variationsfeld von c,. Dann ist [ Jacobifeld. Zu zeigen sind jetzt: 7(0) =

J(0) und %Z(0) = ¥Z(0). Es gilt:

d
j(O) = E eXpa’(s) (O)|S:0
d
= Loy

= J(0),
und

vJ

7 0) =
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O
Beispiele. .
1. Sei J(t) := (at + b)c(t), wobei ¢ Geodétische ist. Wegen %j(t) = (aé + (at +b) % ) =
R

a¥t = 0und R(¢,J)¢ = (at + b)R(¢,¢)¢ = 0, ist J ein Jacobifeld. Als geodétische Variation
konnen wir hier wahlen
cs(t) == c((1+ as)t 4+ bs),

da 2@ o = (at +b)é(t) = T(1).

2. Fur M := R™ mit euklidischer oder Minkowski-Metrik ist R = 0. Die Jacobifeldgleichung lautet
also y—;J = 0. Die allgemeine Losung ist J(t) = tX (¢) + Y (¢) mit X, Y parallel. Die zugehorige
geoditische Variation lautet dann

es(t) = c(t) + s (tX (1) + Y (1)) .

3. Hat M konstante Schnittkriimmung x, dann ist

Sei ¢ eine Geoditische in M. Setze n := g(¢,¢). Sind X (¢) und Y (¢) parallele Vektorfelder langs c,
die punktweise senkrecht zu ¢ stehen. Dann ist

T (t) = sps ()X (2) + 5 ()Y (1)

ein Jacobifeld, wobei, fiir § in R,

% sm(\/gt) fallsd > 0 COS(\/gt) falls & > 0
ss(t) = t fallsd =0 und cs(t) : =< 1 falls 6§ = 0
ﬁ sinh(y/]d]t) fallséd <0 cosh(y/[0]t) falls § < 0

Bs gilt 5§ = —ds5 bzw. ¢§ = —dcs, daher y—;J = —nkJ. Andererseits gilt fiir R:
R, T)e = {g(T, &) — 9(6,8) T} = —n,
N——— ——r
=0 =~

und somit ist die Jacobifeldgleichung erfiillt.

AP
L ad-- Ly

LN
N\
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nk =0

nk <0

Sei P C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, sei p € P. Dann gilt fiir Vektorfelder
auf P:

(VXY)(p) = (VEY)(p) + I1,(X (p),Y () -

€T, P EN,P

Die Abbildung I, : T,P x T,P — N, P ist bilinear und symmetrisch.
Definiere 11, : T,P x N,P — T, P durch

g(ﬁ(X, V)v Y) = _g(II;D(X7 Y)? v)

fur alle X, Y tangential an P und v normal an P (fiir fixiertes X ist also ﬁ(X ) = —(II(X,)" -
N, P — T,P). Die Abbildung II ist bilinear.

LEMMA 2.2.6. Sei P C M semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit. Sei ¢ Geodiitische in M mit
p:=c(0) € Pund &0) L P. Sei J Jacobifeld lings c. Dann sind dquivalent:

(1) Das Feld J ist Variationsfeld einer geoddtischen Variation c; von cmit c¢;(0) € P und ¢5(0) € N, o) P
fiir alle s.

(2) Es gilt J(0) € T,P und tan(%j(o)) = ﬁp(j(o), ¢(0)), wobei tan : TyM — T,P die Orthogo-
nalprojektion ist.

=

Beweis:
(1)=(2): Die Kurve o(s) := ¢,(0) verlduft in P, also J(0) = 0/(0) € T,,P. Sei X ein tangentiales
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Vektorfeld auf P. Wegen g (X (o(s)), ¢5(0)) = 0 fiir alle s, gilt

0 = 2g(X(o(),é5(0)) g

— g((ﬂ

| X(0().¢0) + 9(X () o g esliimo)

s Ot

s=0

vr . . vV 9
X(o(5)) + I E01XE): ) +9(X ). g ecslsmimo)

i
= —g(ﬁp(j(O),c'(O)),X(p))+9(%«7(0)=X(p))

= g(tan(5,7(0) - TH,(T0),é0), X ().

Da X (p) € T, P beliebig vorgegeben werden kann, folgt

tan( -7 (0)) — T1,(JT(0), (0)) = 0.

(2)==(1): Wie im Beweis von Lemma 2.2.5 ist die geodétische Variation gegeben durch ¢;(t) =
exXP, (5 (tX (s)) mit o(0) = p, 5(0) = J(0), X(0) = ¢(0) und ¥X(0) = %Z(0). Jetzt brauchen wir
ferner o(s) € Pund X(s) € Ny, P fiir alle s.

Wegen der Voraussetzung “.7(0) € T, P” konnen wir o so wihlen, dass o(s) € P.

o

Verschiebe ¢(0) normal-parallel lings o und erhalte U(s) € Ny, P, d.h. mor(vd;M U(s)) = 0 mit

U(0) = ¢(0). Verschiebe nor(%Z(0)) normal-parallel lings o und erhalte V (s) € N, P.
Setze X (s) := U(s) + sV (s) € N, (5 P. Dann gilt:

X(0) = U((0)=¢(0)
VX B vU A
nor(E(O)) = nor(K(O) + V(0)) = nor( o (0)).
Andererseits gilt fiir die tangentiale Komponente von ¥X(0):

tan(%(O)) - tan(%(O)—i—V(O))

vU
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Es gilt also fiir beliebiges an P tangentiales Vektorfeld Y langs o:

ot 0), 7)) = o(20).Y(0)

Da Y (0) € T, P beliebig gewahlt werden kann, gilt

tan(Vd—X 0)) = tan(vd—t (0)),

S

und somit ¥X(0) = ¥Z2(0).

O

Definition 2.2.7. Sei P C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit. Sei p € P, sei ¢ Geodiitische
in M mit ¢(0) = p und ¢(0) € N, P. Wir sagen, P hat Brennpunkt langs ¢ der Ordnung p bei ¢, falls

w := dim{Jacobifelder J lings c| J(0) € T, P, tan(E ﬁp(j(o), ¢(0)) und J(t) = 0}

U
~
—~
=)
=
~
I

positiv ist. Wir nennen t dann auch Brennstelle von P langs c.

c(t)

Beispiele.

1. Im Fall P = {p} ist 4 = dim{Jacobifelder 7 ldngs c¢| J(0) = J(¢) = 0}. Man spricht dann statt

von Brennpunkten von konjugierten Punkten.

2.Sei M := S™ und P := {p}. Der Punkt p hat lings jeder nach Bogenldnge parametrisierten

Geodaétischen ¢ mit ¢(0) = p einen konjugierten Punkt bei t = k7 (k € N) der Ordnung p = n — 1.
p
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Denn: Ist E parallel lings cmit E L ¢, dannist J(¢) = sin(¢) E(t) Jacobifeld mit 7(0) = J (kw) = 0.

Bemerkung. Sei dim(M) = n und dim(P) = m. Die Bedingung J(0) € T,P verringert den
2n-dimensionalen Vektorraum der Jacobifelder lings ¢ um n — m Dimensionen, die Bedingung
tan( %2 (0)) = I1,(7(0),¢(0)) um weitere m Dimensionen. Also ist

dim{Jacobifelder 7 lings ¢| 7(0) € T, P, tan(%(O)) — TT,(7(0),é(0))} = n.

Da das Jacobifeld 7 (t) = té(t) diese beiden Bedingungen erfiillt, aber fiir ¢ # 0 nie verschwindet,
gilt stets

w<n-—1.

3.Sei (M, g) := (R"™, geyq) und P := S™. Sei p € P und setze c(t) := (1 — t)p.

S\
S

Zu E € T,P sei E(t) das parallelverschobene Vektorfeld ldngs ¢. Dann ist 7 (t) := (1 — t)E(¢)
Jacobifeld mit J7(0) = E € T,P und J(1) = 0. Auerdem gilt tan(¥%J(0)) = tan(—E) = —E.
Ferner ist I1(X,Y) = (X,Y) - ¢(0) und somit I1(X,¢(0)) = —X. Also ist tan(;.7(0)) = —E =
II(E,é(0)) = I11(J(0),¢(0)). Daraus folgt, dass S™ Brennpunkt lings ¢ der Ordnung n bei ¢t = 1
hat.

4.Sei (M, g) == (R, geua) und P := S* x R?—F ¢ RF+1 x Rn—k = Rn+1,
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—_— _—

Seip := (p1,p2) € P und setze c(t) := ((1 — t)p1,p2). Ist E € T,,S¥, so ist fiir langs c parallel
verschobenes E(t) das Feld J(t) := (1 — t)E(t) Jacobifeld lings ¢ mit 7(0) = E € T,,S* C
T,P und J(1) = 0. Wie im vorangegangenen Beispiel sieht man, dass auch die Bedingung an
tan(Y 7 (0)) erfiillt ist. Daraus folgt, dass P Brennpunkt der Ordnung ;. = k langs c bei t = 1 hat.

dt
5.Sei (M, g) := (R""!, gyu) und P := H" oder P := ST.

H n
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Sei p € P fest. Setze c(t) := (1 — t)p. Diese Kurve ist eine Geoditische von M, und aus den
elementaren Eigenschaften von den Untermannigfaltigkeiten H" und S}* (siehe Abschnitt 1.2)
trifft ¢ die Hyperflache H™ bzw. S}* senkrecht (bzgl. der Minkowski-Metrik). Zu cund £ € T},P
ist also ¢(0) € N, P und fiir das parallel verschobene E(t) ldngs cist J(t) := (1 —t)E(t) Jacobifeld
mit den erforderlichen Eigenschaften. Daraus folgt, dass P Brennpunkt der Ordnung n lings ¢
beit = 1 hat.

PROPOSITION 2.2.8. Sei M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit, sei P C M eine raumartige Untermannig-
faltigkeit. Sei ¢ : [0,b] — M lichtartige Geodiitische in M mit ¢(0) =: p € P und ¢(0) € N,P. Setze
q = c(b).

Hat P einen Brennpunkt lings ¢ vor q (d.h. fiir ein t € (0,b)) dann gibt es beliebig nahe bei c eine
zeitartige Kurve von P nach q.

Beispiel. Sei (M,g) := (R? gyw) und P := {1} x S € R x R? = R3. Betrachte den Punkt
p:=(1,1,0).

Die Kurve c(t) := (1 — ¢)(1,1,0) ist lichtartige Geoditische.
Setze ¢ :=¢(b) = (1 —b,1 —b,0) = (8,5,0) (8 < 1). Zu p. := (1, cos(e),sin(e)) (wobei ¢ > 0 klein

B
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ist), betrachte

B—1 B—1
{qg—perg—pe) = <<( B — cos(e) ) ; ( B — cos(e) )>>

— sin(e) — sin(e)
= —(B—-1)%+ (8 —cos(e))? +sin’(c)
= —B2428—1+B%—28cos(e) + cos?(g) + sin?(e)
= 28(1 — cos(e)).
————

>0
Fir 8 < 0 ist die Verbindungskurve
t t . t
%@y:%+5@_pg:(1_amg@+zw_mw@»$m@u_50

eine zeitartige Geodaitische, die fiir ¢ — 0 gleichmafig auf [0, b] gegen c konvergiert.

LEMMA 2.2.9. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit und P C M eine semi-riemannsche Un-
termannigfaltigkeit. Sei ¢ : [0,b] — M Geodiitische mit ¢(0) =: p € P und ¢(0) € N, P. Dann ist

T = {t €[0,b] | P hat Brennpunkt lings c in t}
kompakt.
Bewseis des Lemmas 2.2.9:

a) Setze V := {Jacobifelder J langs ¢| J(0) € T,P und tan(%Z(0)) = I1(J(0),¢(0))}. Wihle eine
riemannsche Metrik h auf M und definiere fiir 7 € V:

171 := sup |T@)n+ sup | 0)]
te[0,b] te[0,b] h
Dann ist (V, || - ||) ein n-dimensionaler normierter Vektorraum, wobei n := dim(M).

b) Behauptung: 7 C (0, b] ist abgeschlossen.

Beweis: Seien t; € T mitt; — ¢ € (0,b]. Zu zeigenist, t € T.

Es existiert J; € V, J; # 0, mit Ji(t;) = 0. O.B.d.A. sei || ;|| = 1. Nach Ubergang zu Teilfolge
konnen wir auch annehmen, dass J; — J € V. Dannist || J|| = 1 und insbesondere J # 0.

Sei P¢, die Parallelverschiebung (bzgl.des Levi-Civita Zusammenhangs der urspriinglichen semi-
riemannschen Metrik) langs ¢ von T,y M nach T, M. Es gilt:

|j(t)|h < |j(t) - Pti,tj(ti) + Ptiytj(ti) - Pti_,t cji(ti) |h
=0
< T =PI 6) [+ CIIT = Till;
— ~——
—0 (T stetig) —0

mit einer geeigneten Konstante C' > 0. Daraus folgt 7(¢t) =0,d.h.t € T. v

¢) Behauptung: 3¢ > 0,sodass T C [e, }].
Beweis: Angenommen, das wiére falsch. Dann existiert eine Folge t; € 7 mit ¢; — 0. Wie in b)
erhalte 7; = J € Vmit Ji(t;) =0, |Ji]| = 1 = || J|| und J(0) = 0. Dann gilt

mm%gmnzfmﬂmxmnzo
N

=0
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Es bleibt also zu zeigen, dass nor(%Z(0)) = 0, denn dann ist 7 (0) = £ (0) = 0 und somit J = 0

im Widerspruch zu ||J|| = 1. Dafiir benutzen wir

por (PR TET)  p0,
Es gilt
‘nor(Pé’oi(iti_)(;j(O)) h - t_lz nor(Ptci,o(j(ti) - ‘Z(ti)))’h
= ([ P - o + 70 - 50 )

tangential

<+ [ e (ML ) e

t;
c [t

< ¢ [ W= aldr=clg- g0 =0,
ti 0 1—00

fiir eine gewisse Konstante C. Daher gilt nor(%Z(0)) = 0.

O

KOROLLAR 2.2.10. Die Voraussetzungen seien wie im Lemma 2.2.9. Falls P Brennpunkte lings c hat, so
gibt es eine erste Brennstelle min 7.

Bemerkung. Man kann auch zeigen:

M riemannsch = 7 diskret
M lorentzsch & c kausal == 7T diskret
M lorentzsch & c raumartig = jedes kompakte K C (0, b] ist Menge von Brennstellen fiir
geeignete M und c.

Beweis von Proposition 2.2.8:

Sei tg € (0,b) die erste Brennstelle von P langs c. Sei J # 0 Jacobifeld langs ¢ mit 7(0) € T),P,
tan(%Z(0)) = 11(J(0),¢(0)) und J(to) = 0. Da t, die erste Brennstelle ist, gilt 7 (¢) # O fiir alle ¢
in (O, to).

a) Behauptung: 36 € (0,b—1t¢) s.d. 7 = fU auf [0, to+ 9], wobei U raumartiges Einheitsvektorfeld
langs cist und f eine glatte Funktion mit f > 0 auf (0,%9) und f < 0 auf (¢o, ¢ + 9).

Beweis: Es gilt
2 Vi .
w7 = ()

= (R(¢,T)é )
= 0,

und wegen (7 (0), ¢(0)) = 0, existiert es ein reelles « s.d. fiir alle ¢ gilt

(T (¢),¢(t)) = at.
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Fur ¢ = t gilt dann ato = (J (to), ¢(to)) = 0, und somit o = 0. Daraus folgt J L ¢ auf [0, b].
~——
=0
Da c lichtartig ist, konnte J a priori trotzdem an manchen Stellen auch tangential an ¢ sein. Ware

aber J(t1) = Bé(ty) fiir ein £, € (0,t), so wire J(t) := J(t) — f—fc’(t) ein Jacobifeld ldngs ¢ mit

J(0) = J(0) € T, P. Ferner wiirde auch gelten Vd—‘z(O) =YZ(0) — gé(o), und somit

tan (v—j(())) = tan (E(O))

dt t
11(J(0),¢(0))
I1(7(0).¢(0)).
Aus J (t1) = J(t1) — B¢(t1) = 0 wiirde man schlieflen, dass t; eine Brennstelle vor t, wire, was
ein Widerspruch zu den Annahmen wire.
= Das Feld J ist nirgends tangential an ¢ auf (0, to).
= Das Feld J ist raumartig auf (0, ¢).

Schreibe jetzt 7 (t) =: y(t)Y (t), wobei

[ tlto—t) fallsJ(0)=0
(1) = { to—t  falls 7(0) #0
und Y ein glattes Vektorfeld ldngs c ist. Das Feld Y ist raumartig auf (0, ¢¢). Falls 7 (0) # 0, so
auch Y (0) # 0. Falls 7(0) = 0, so gilt %Z(0) # 0 und dann ebenfalls Y'(0) # 0. Analog zeigt man,
dass Y (o) # 0.
Zwischenbehauptung: Y (0) und Y (¢() sind ebenfalls raumartig.
Beweis: Falls J(0) # 0,so0ist Y (0) = ﬁJ(O) € T, P raumartig.

Sei also J(0) = 0. Wegen (J,¢) = 0gilt 0 = £(7,¢) = (%L,¢), dh. YL L ¢ Wire Y(0)
tangential an ¢, d.h. Y(0) = 8- ¢(0), so wire Y2 (0) = 4(0)Y(0) = to3¢(0). Dann miisste auf

Grund der Anfangsbedingungen J(t) = toftc(t) sein im Widerspruch zu J(to) = 0. Also ist

Y(0) = %%(O) orthogonal zu ¢, aber nicht tangential, somit raumartig. Genauso sieht man,
dass Y (t9) raumartig ist. v

Daraus folgt, dass Y ein nirgends verschwindendes raumartiges Vektorfeld auf [0, to] ist, damit
auch auf [0, tg+0] fiir ein kleines 6 > 0.Setzenun U := l—)’i‘ und f := 7|Y]. Da Y nicht verschwindet

und raumartig ist, ist |Y'| = \/(Y,Y") eine wohldefinierte positive glatte Funktion. v
b) Behauptung: 36 € (0,b — to) und 3V Vektorfeld lings ¢ s.d. V(0) = J(0), V(tp +6) = 0,
V L &(0) auf [0, to + 6] und <% + R(V,0)c, V> > 0 auf (0, £ + ).




2.2. KURVENDEFORMATIONEN 57

Beweis: Ansatz: Wir schreiben V := (f+¢)U = J +gU fiir ein noch zu findendes g. Wir berechnen:
V2V Vig vU ViU

- 2\ S — 1 /_ R o\ . o .
7 + R(V,¢)¢ 7 +4"'U +2g p +g 7 + R(TJ,¢)¢+ gR(U, ¢)é
vU VU
o ' VY . -\
= J'U+2g o +g ( 7 —l—R(U,c)c).
Daher gilt
V2V N , L IVU v2U N
=0 =:l

= (f+9" +4g0).

Wiahle a > 0so, dass [ > —a? auf [0, t + d]. Setze g(t) := b(e® — 1) mit b > 0 so, dass g(to + &) =
—f(to + 6). Dies ist mit positivem b mdglich, da f(tp + J) < 0. Dann ist V(ty + §) = 0, und
V(0) = J(0). Esist f + g > 0 auf (0,%] und (f + g)(to + J) = 0. Nach eventueller Verkleinerung
von J kénnen wir annehmen, dass ¢y + ¢ die erste positive Nullstelle von f + g ist,d.h. f +¢g >0
auf (0,7 + d) und (f + g)(to + ) = 0. Schlieflich gilt

V2V o\ . 1
2 T R(V,&)e,V ) = (f+9)(g" + gl),
—
>0
mit ¢ + gl = a2g + a®b + gl > a®b > 0, also <Vd;v + RV, é)é, v> > 0. v

c) Behauptung; Es existiert ein glattes Vektorfeld A lings cmit A(0) = I1(J(0), 7(0)), A(to+6) =
0und £((V,¥¥) + (A,¢)) < 0auf [to, to + 6.
Beweis: Es gilt

(I1(7(0),T(0)),6(0)) = —(II(F(0),é(0)), T (0))
= (2L (0), 70))
\V4
= ), g0,
und ebenfalls
(V, %) = (J +b(e* - 1)U, % + abe™U + b(e™ — 1)%)
Vj at at Vj
= (J, W> + (V,abe®U) + b(e* — 1){U, W>

Insbesondere fiir t = 0 gilt: (V, ¥X)|o = (T, L) |o + ab| T (0)].
1. Fall: (11(7(0), 7(0)),¢(0)) # 0.
Schreibe I1(7(0), J(0)) = aLo mit (Lo, ¢(0)) = —1. Es gilt

~a = (aLa,d0) = (11(70).T©),00) =~ (7 0),.70))

und somit a = (%Z(0), 7(0)).
Sei L das parallele Vektorfeld lings ¢ mit L(0) = Lo. Dann ist (L, ¢) = —1. Setze

A(t) == (<V(15)7 %(t)) I GZZL«Z_((;”

(t — to — 5))L(t).
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Das Vektorfeld A liangs c erfiillt dann

a0 = (o,

= OéLQ

= 11(7(0),7(0))

(0)) + ablT(0)] - abIJ(O)I)L(O)

wie in der Behauptung. Ferner gilt

\4%4
Alto+0) = ((V(to +8), Lt + 8)) + O)L(to +4)
— dt
=0
= 0.
Es bleibt die letzte Bedingung zu tiberpriifen:
d,.  VV o dy, NV YV,  ablJ(0)
GV Aa) = G (Vigr) = (Vo) + e 0 = )
_ab|g(0)]
to+6
< 0.

v
2. Fall: (II1(7(0),7(0)),¢(0)) = 0.
Wihle L parallel lings ¢ mit (L, ¢) = —1. Sei ferner Z das parallele Vektorfeld langs ¢ mit Z(0) =
I1(7J(0),J(0)) (somit ist {Z, ¢) = 0). Setze diesmal

A(t) = (<V(t)7 %(f)) n alzlui((;ﬂ

(t—to—é))L(t)—i—(l -

Wie vorher priifen wir die Bedingungen an A nach:

A0) = (0, 2L O)L0) + 2(0)

= —{I(J(0),7(0)),c0)) L(0) + I11(J(0), T (0))
=0

= II1(J(0),J(0)).

Es giltin t( + ¢:
A(to+0)=0-L{to+)+0-Z(to+6) =0

und auf [0, tp + 4]

d \A% , ab| 7 (0)]
_ - = — < 0.
dt(<V’ dt>+<A’c>) fors =0
v
d) Wihle eine glatte Kurve o : (—¢,¢) — P mit o(0) = p, 6(0) = J(0) = V(0), und L2(0) = 0

(z.B. setze o(s) := exp} (s7(0))).
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q
X c(to + q)
p
Dann ist
VMes VPes , ,
20 = 2 Z0)+11(5(0),5(0))
=0

= I1I(J(0),7(0))
= A(0).

s=0 — V und z 9cs

Wihle Variation ¢s von ¢ mit ¢,(0) = o(s), cs(to + 9) = c(to + 9), % 35 B2

Da c lichtartig ist, gilt (¢, ¢s) |s=0 = 0. Ferner gilt

s=0 — A.

0 . \Y Jcs
9al,y ol = 2] e
V Ocg .
= i =0
vV
- 2<Wac>
= 208V, )
0 ~
= 0.

Fiir die zweite Ableitung gilt dann

1 02 . d A\
20| % = 5 Gras
RAGMLENA R T
dt ’ dt ds Ot 0s "~
= (LI e T8t rvave)
vV VvV VA

= <W’ 7> + <W’C> —(R(V,¢)¢, V)
——
=& (Ase)
d \YA% ) V2V N
= Z((V) +(4.8) = (V. =) = (R(V.9)e. V)
Vv N
< - <W + R(V,¢)e, V)
>0 nach b)
< 0.

Daraus folgt, dass (¢, és) < 0 fiir |s| # 0 hinreichend klein auf [0, ¢y + ¢]. Somit ist ¢, zeitartig auf
[0,t0 + 0] fiir |s| # 0 hinreichend klein.
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a

LEMMA 2.2.11. Sei P C M eine raumartige Untermannigfaltigkeit. Sei c : [0,b] — M eine lichtartige
Geoditische mit p := ¢(0) € P, aber ¢(0) ¢ N,P.
Dann existiert beliebig nahe bei c eine zeitartige Kurve von P nach q := c(b).

Beweis. Es existiertein X € T, P mit (X, ¢(0)) # 0. O.B.d.A.sei (X, ¢(0)) > 0.Sei X (t) das parallele
Vektorfeld lings ¢ mit X (0) = X. Setze V(t) := (1 — £)X(t). Das Vektorfeld V erfiillt: V(0) = X
und V' (b) = 0. Wahle Variation ¢, von ¢ mit %c; |s=0 =V, ¢s(0) € Pund ¢s(b) = ¢ (fur alle s).

Da c lichtartig ist, ist (¢s, ¢s) |s=0 = 0. Ferner gilt

0 . ) NN
(D), 6(0) = 2 (0),60)
2
= 2 (X().¢)
2 .
= (X0
< 0

Somit ist (¢5(¢), ¢s(t)) < 0 fuir s > 0 hinreichend klein. Daraus folgt, dass ¢, zeitartig ist fiir s > 0
hinreichend klein. O

Wir fassen zusammen:

SATZ 2.2.12. Sei M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit, sei P C M eine raumartige Untermannigfaltigkeit.
Sei ¢ : [0,b] — M eine kausale Kurve mit p := ¢(0) € P.

Dann gibt es beliebig nahe bei c eine zeitartige Kurve von P nach q = c¢(b), es sei denn c ist bis auf
Parametrisierung lichtartige Geodiitische mit ¢(0) € Ny, P, und so dass P lings c keine Brennpunkte vor b
hat.

Bemerkung. Vergleiche diesen Satz mit dem entsprechenden Satz aus der riemannschen Geome-
trie:

Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, sei P C M eine Untermannigfaltigkeit. Sei ¢ : [0,b] — M
eine Kurve mit p := ¢(0) € P.

Dann gibt es beliebig nahe bei c eine kiirzere Kurve von P nach q := c(b), es sei denn c ist bis auf
Parametrisierung Geoditische mit ¢(0) € N, P, und so dass P lings c keine Brennpunkte vor b hat.
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2.3 Konvexe Mengen

Definition 2.3.1. Sei M semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine offene Teilmenge U C M heifit kon-
vex, falls fiir jedes p € U es eine offene bzgl. 0 sternformige Teilemnge ), C T, M gibt, s.d. exp,, die
Menge 2, diffeomeorph auf U abbildet.

.M
p Qp
0
*
1

exp,,

Insbesondere gibt es zu p # ¢ in U (bis auf Reparametrisierung) genau eine Geodéte von p nach
q, die ganz in U verlduft.

Beispiele.

1) Sei M := R™ mit g := g.q 0der g := G-

Dann ist U konvex g.d.w. fiir alle p # g € U das Geradensegment von p nach ¢ in U enthalten ist.
2) Sei M := S™ die Standardsphédre und U := B, (po) der Ball um p, € M vom Radius r in M.
Istr < 3,s0istU konvex.

Pbo

Istr > %, dann ist U nicht konvex.
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2 verschiedene
Geodaiten, die p mit ¢
verbinden

Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei D C TM der maximale Definitionsbereich
von exp. Die Teilmenge D ist offen in T M. Setze

E:D—MxM, EX):=(#X),exp(X)),
wobei 7 : TM — M die FuBpunktabbildung ist.

LEMMA 2.3.2. Seien p € M und X € T),M. Ist exp,, : D}, C T, M — M nichtsinguliir an der Stelle X
(d.h.d exp, |x ist invertierbar), dann ist auch E an der Stelle X nichtsingulir.

Beweis.

T™

<— Nullschnitt

Sei V € TxTM mit dE(V) = 0. Zu zeigen ist, V = 0.
Seim; : M x M,i=1,2, die Projektion auf den i. Faktor. Dann gilt
mokFE = m,

oo K exp.

Aus der Kettenregel folgt dn(V) = dm(dE(V)) = 0, somitist V € TxT,M = T,M. Aber 0 =
———

0
dE(V) = d(E)y,,,)(V) = dexp,(V), also, da dexp,, | x invertierbar ist, V = 0. 0
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KOROLLAR 2.3.3. Ist exp,, nichtsinguliir an der Stelle X € T, M, so bildet E eine Umgebung von X
in TM diffeomorph auf eine Umgebung von (p,exp,(X)) in M x M ab. Insbesondere bildet E eine
Umgebung von 0 € T, M in T M diffeomorph auf eine Umgebung von (p, p) in M x M ab.

PROPOSITION 2.3.4. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei o € M, sei V eine Umgebung
von o.
Dann existiert es eine konvexe Umgebung von o, die in 'V enthalten ist.

Beweis.

a) Sei U; eine Umgebung von o, auf der riemannsche Normalkoordinaten erkldrt sind, d.h. es
existiert 1y C T, M s.d. exp,, bildet Q; diffeomorph auf U; ab. Sei (e, ..., e,) eine ONB von T, M.
Die riemannschen Normalkoordinaten (x!,...,2™) von p € U; sind charakterisiert durch

n
expo(z zle;) = p.
i=1

Fiir hinreichend kleines £ > 0 ist

n

Ul(e) = {eXPo(Z z'e;) | z:(arl)2 <e}cCU.

=1

Nach eventueller Verkleinerung voneist U(e) C V und E = (m, exp) bildet eine offene Umgebung
Qin TM von 0 € T, M diffeomorph auf U(e) x U(e) C M x M ab.
b) Betrachte fiir jedes p € U(e) die symmetrische Matrix mit den Eintragen

bij(p) = 0ij — Y _T(p)a*.
k=1

Wegen b;;(0) = 0;; ist die Matrix (b;;(0));,; positiv definit. Nach weiterer Verkleinerung von ¢
konnen wir annehmen, dass (b;;(p)) ; fir alle p € U(e) positiv definit ist.

N ‘m T™
N
] T

E

Uy xUy MXM

(0,0) “T~U(e)xUf(e)

¢) Sei Q die “sternférmige Hiille” von ©, d.h.

Q:={tv|veQ, tel0,1]}
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/ N
A

/ \
KV Ry

Nach weiterer Verkleinerung von ¢ kénnen wir annehmen, dass E(€2) C Uy x U;.

Da E : Q — U(e) x U(e) ein Diffeomorphismus ist, bildet exp, die Menge €2, := QN T,M
diffeomorph auf {p} x U(e) = U(e) ab. Es bleibt zu zeigen, 2, ist sternformig bzgl. 0 € T, M.
Seiv € Q. Zu zeigen ist tv € Q, fur alle t € [0,1].

Es gilt: tv € QNT, M, somit exp,,(tv) € Uy fiirallet € [0, 1]. Die riemannschen Normalkoordinaten
(bzgl. 0) von exp, (tv) existieren daher fiir alle t € [0, 1]. Wir schreiben ' (¢), ..., 2" (t) dafiir.

Betrachte f(t) := >.p_, (¥ (1)) Es gilt: f(t) = 23 7_, #*&% und f(t) = 23°0_,((&%)% + z*i*).
Aus der Geodatengleichung

n
B+ Y Thite =0
i,j=1

folgt, dass

fy = 23 (@) -2 Y rijatel)
k=1

i,7=1

= 2 Z bijg'c’:vj

> 0,

Wegen f(0) < e (dap = exp,(0v) € U(e)) und f(1) < ¢ (da exp,(v) € exp,(Q,) = Ul(e)) gilt
f(t) < e furalle t € [0,1], und somit exp,(tv) € U(e), d.h. tv € Q, firallet € [0,1], d.h. O, ist
sternformig bzgl. 0. O

LEMMA 2.3.5. Sei M semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : [0,b) — M Geodiitische. Dann sind
dquivalent:

(1) c besitzt stetige Fortsetzung nach b.

(2) c besitzt Fortsetzung als Geoditische nach [0,b + €) fiir ein e > 0.
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Beweis.

(2)=(1): trivial.

(1)==(2): Sei ¢ stetige Fortsetzung von c auf [0,b]. Sei U konvexe Umgebung von ¢(b). Wahle
to € [0,0) s.d. c(to) € U. Da U konvex ist, existiert es eine offene Teilmenge Q € T,4,)M s.d.
exp, (s, bildet 2 diffeomorph auf U ab.

WO)

¢(0)

Die Kurve expc_éo) oc ist Geradensegment in (2, das stetig in expc(io)(é(b)) fortgesetzt werden
kann. Setze dieses Geradensegment iiber diesen Punkt hinaus zu Geradensegment in € fort. Das
Bild davon unter exp, ;) liefert die gewtiinschte Fortsetzung von c zu Geodétischer tiber ¢(b) hin-
aus. O

Bemerkung. Sei U C M konvex. Zu p, g € U sei ¢ : [0,1] — U die eindeutige Geodatische mit
¢(0) = pund ¢(1) = q. Setze
A(p,q) :==¢(0) e T,M € TM.

Dann ist
E(A(pq) = E((0)
= (p,exp,(€(0)))
= @9
Daraus folgt, dass A das Inverse des lokalen Diffeomorphismus E ist, insbesondere glatt.
Vorsicht! Sind U, V' C M konvex, so braucht U N V nicht konvex zu sein.
Beispiel. Sei M := S! der Einheitskreis.

T v

~ -
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Die Teilmengen U und V sind konvex, aber U NV ist nicht einmal zusammenhéngend.

LEMMA 2.3.6. Sind U, V, W C M konvex und ist U UV C W, so ist auch U NV konvex.

Beweis. Seip € UNV.Sei QW € T,,M bzgl. 0 sternformige offene Teilmenge s.d. exp,, : Q" — W
ein Diffeomorphismus ist. Setze Q := exp, ! (U) und Q" := exp, ' (V).

Istz € QY, soist exp,,(tr) die eindeutige Geoditische in W, die von p nach ¢ := exp,(z) lauft. Da
U konvex ist, gibt es genau eine Geoditische von p nach ¢, die in U verlduft. Diese muss wegen
Eindeutigkeit mit exp,,(tz) iibereinstimmen.

=tz € exp, ' (U) = QY

= QU ist sternférmig bzgl. 0. Analog ist Q" sternférmig bzgl. 0, und somit ist QY N Q" auch
sternformig bzgl. 0. Daher ist U N V konvex. O

Definition 2.3.7. Eine konvexe Uberdeckung einer semi-riemannschen Mannigfaltigkeit ist eine offene
Uberdeckung U := {Uy, } o s.d.

Ua, N...N Uy, ist konvex Vo; und Vk € N.

PROPOSITION 2.3.8. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei U := {Uy, } eine offene Uber-
deckung.

Dann besitzt U eine konvexe Verfeinerung, d.h. es existiert eine konvexe Uberdeckung K = {Kz}z so,
dass fiir jedes (3 ein o existiert mit Kg C U,.

Beweis. Seill; := {U|U C M konvex und 3a|U C U,}. Nach Proposition 2.3.4 ist i, eine Uber-
deckung von M.

Sei U, eine Verfeinerung von Uy s.d. falls U, V e Upo mit U NV # Qgilt 3K e U4 |UUV C K
(moglich, da M abzdhlbare Basis der Topologie besitzt). Seinun K := {U C M konvex und 3W ¢
Uy : U C W}. Wie fiir Uy ist auch K offene Uberdeckung von M.

Seien Uy,..., U, e KmitU;N...NUy #@

UbuU,c Wy UWy, ¢ K = U; NU; konvex
~ ~~
€Uz EUs [SZ0

(UlﬁUQ)UU:gCUlUUgCI?GU1:>U1QU2QU31(OHV€X

Induktiv zeigt man, dass U; N ... N Uy konvex ist. O

LEMMA 2.3.9. Sei M eine konvexe zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Dann gilt:
(1) Fiir p,q € M, p # q, sind dquivalent:

(1a) q € J4(p)

(1b) A(p, q) € T,M ist zukunftsgerichtet kausal.
(2) Fiir p,q € M, p # q, sind dquivalent:

(2a) q € I (p)

(2b) A(p, q) € T, M ist zukunftsgerichtet zeitartig.
(3) J4(p) ist Abschluss von I (p).
(4) Die Relation “<” ist abgeschlossen, d.h. aus p, — p, ¢n — q und p, < gy folgt p < q.
(5) Jede kausale Kurve c : [0,b) — M, die in einer kompakten Teilmenge von M verliuft, kann stetig
nach b fortgesetzt werden.
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Beweis. Nach Korollar 2.1.7 gilt fiir das sternférmige 2 C T, M s.d. exp, : € — M ein Diffeo-
morphismus ist,

Ji(p) = exp,(J+(0)NQ),
Ii(p) = exp,(I+(0)NQ).

Da die zu beweisenden Behauptungen (1)-(4) im Minkowski-Raum gelten, folgen sie daraus auch
fur M.
Zu (5):Ist 0 < t; < to < ... eine Folge mit lim ¢; = b, dann hat (c(¢;)); (mindestens) einen

71— 00
Héufungspunkt, da die Kurve in einem Kompaktum verlduft. Zu zeigen ist, es gibt nur einen

solchen Haufungspunkt (dieser setzt die Kurve dann stetig fort).
Seien p, ¢ zwei Haufungspunkte solcher Folgen. Dann existiert es eine Folge t; < t2 < t3 <
... —bsd.

cta)) — p, c(t2isr) — ¢
71— 00 1— 00
O.B.d.A. sei c zukunftsgerichtet. Dann gilt

c(ta;) < c(taip1) < c(taiva)
~—_—— —— N——

—p —q —Pp
i— 00 i— 00 i— 00

4
é$p§q§p

4, A(p, q) ist zukunftsgerichtet und vergangenheitsgerichtet
= A(p,q) =0
== p=q. O

2.4 Quasilimiten

Definition 2.4.1. Sei M eine zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Sei K eine konvexe Uberdeckung
von M. Sei (¢p)nen eine Folge von zukunftsgerichteten kausalen Kurven.
Eine Grenzfolge von (¢, )nen bzgl. K ist eine (endliche oder unendliche) Folge von Punkten py < p1 <
.. Dj 7 Dj+, flir die es eine Teilfolge (cy,, )m und Parameterwerte tp, o < tm1 < ... gibt, s.d.
(1) Fiir alle j gilt

(lﬂ) W}E}IIOO Cn,p, (tm,]) = p_]/

(1b) p;, pjt1 und cp,, ([tm.j, tm,j+1]) liegen fiir m > m(j) in einem Element von K.
(2) Ist (p;); unendlich, so konvergiert sie nicht.

Ist po < ... < pn endlich, so ist N > 1 und es existiert kein py+1 > pn und Parameterwerte

tm, N+1 > tm, N, derart dass (1) ebenfalls erfiillt ist.
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Bemerkung. Wegen c,,,, (tm,;) =D (bzw. ¢, (tm,j+1) = Di+1)s Cn (tmi) < Cn (mj+1)
in U, und da die Relation “<” abgeschlossen in konvexen Mengen ist, gilt p; < p;;1 in U. Aber
pj < pj+1 in M, und somit p; < p;41 in U. Daraus folgt, dass die eindeutige Geoditische ~; von
pj nach p;y; in U kausal ist.

Der geoditische Polygonzug v := vo U1 U2 U. .. heilt dann ein Quasilimes der Folge (cy,),, bzgl.
K.

Beispiele.
1) Sei (M, g) == (R?, gym.)- Sei, fiir n € N\ {0}, C,, das Geradensegment von (0,0) nach (n+ 1, n).

(0,0)

Jede Grenzfolge liegt auf der lichtartigen Geoditischen {(s, s) | s > 0}. Bis auf Parametrisierung
ist s — (s, s) somit eindeutiger Quasilimes der Kurvenfolge (¢, ).

2.) Sei (M, g) := (R*\ {(1, 1)}, gun)- Sei ¢, das Geradensegment von (0,0) nach (n + 2, n).
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Jeder Haufungspunkt einer Folge der ¢, (t,,) muss auf {(s, s) | s > 0} liegen. Bei einer Grenzfolge
p1 < p2 < ...kann nicht p; = (s4,s;) und pjr1 = (Sj+1,j+1) mit s; < 1 und s;4; > 1 sein,
weil solche Punkte nicht in einer gemeinsamen konvexen Umgebung liegen kénnen. Z.B. bildet
pj = (1= 5,1 — ) eine Grenzfolge und s — (s, s), s € [0,1), einen Quasilimes.

3.) Sei (M, g) := (R?, gym.)- Se€i ¢, das Geradensegment von (0,0) nach (n+ 1, (=1)"n).

(0,0)

Sowohl s — (s,s), s > 0, als auch s — (s, —s), s > 0, sind Quasilimiten.

4.)Sei (M, g) := (R?, gym.)- Sei ¢, das Geradensegment von (0,0) nach (1,1 — 1).

(0,0)

Die Punkte p; := (0,0) < p2 := (1, 1) bilden eine Grenzfolge.

PROPOSITION 2.4.2. Sei M eine zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit mit konvexer Uberdeckung K.
Seien ¢, : [0,b,) — M, b, < o0, oder ¢y, : [0,b,] — M, b, < oo, zukunftsgerichtete kausale Kurven mit
¢n(0) — p € M. Dann sind dquivalent:

n—oo

(1) Die Folge (cy,)n, besitzt einen Quasilimes bzgl. IC, der in p beginnt.
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(2) Es gibt eine Umgebung von p, die unendlich viele der c,, nicht vollstindig enthdlt (d.h. die Kurvenfolge
darf sich nicht auf den Punkt p zusammenziehen).

Beweis.

“(1)==(2)":Sei p := p1 < p2 < ps < ... Grenzfolge. Wahle disjunkte Umgebungen U; von p;
bzw. Us von ps.

Wegen c,,,, (tm,2) — p2 sind fast alle ¢,,,,, (tm.2) € Us

= Fastalle ¢, (tm,2) ¢ Ui.

Die Umgebung U; tut’s.

“(2)==(1)":a) Sei U lokal-endliche Verfeinerung von K s.d. fiir jedes U € U gilt: U ist kompakt
und es existiert K € Ks.d.U C K. Wegen (2) kénnen wir annehmen, dass eine Umgebung U, € U
von p existiert, die endlich viele der ¢,, nicht vollstindig enthalt.

Sei (6511))71 die Teilfolge der Kurven, die U verlassen. Setze
to = 1inf{t > 0|V (t) ¢ Up}.

Es gilt M (tn1) € OUy. Nach weiterem Ubergang zu Teilfolge konnen wir annehmen, dass
M (th1) — p1 € O0Up. Wegen c%l)(O) < c%l)(tn,l), o (0) — p und e (tn1) — p1 gilt
po :=p < p1. Wegen po € Uy und p1 € ol ist Po # P1 und somit Po < Pp1.

Waihle U; € U mit p; € U;. Falls unendlich viele der c$}> die Menge U; wieder verlassen, so erhal-
te Teilfolge 0512) derart, dass cSP(tn,g) — po € OU.

Wiederhole dieses Verfahren, so oft es geht. Beachte die Auswahlkonvention: Falls mehrere U € U
den Punkt p; enthalten, so wéhle fiir U; eine Menge, die bisher am wenigsten oft gewahlt worden
war. Nach Konstruktion gilt (1) aus Definition 2.4.1.

b) Behauptung: Falls die so erhaltene Folge p = py < p1 < p2 < ... unendlich ist, so konvergiert
sie nicht.

Beweis: Angenommen, p; — ¢ € M. Sei V € U mit ¢ € V. Dann sind fast alle p; in V. Da V'
kompakt ist und ¢/ lokal-endlich ist, wird V nur von endlich vielen U € U getroffen. Fast alle U;
treffen V' (da sie p; enthalten), deswegen muss mindestens ein U unendlich oft als U; vorgekom-
men sein. V' war ebenfalls Kandidat fiir diese U;, ist aber nur endlich genommen worden, da nur
endlich viele der p; auf 9V liegen konnen. Widerspruch zur Auswahlkonvention. v
¢) Nehmen wir schliefslich an, dass das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbricht, d.h. die
Folge p = po < p1 < ... < py, ist endlich.

Sei nun (cglkﬂ))n eine Teilfolge von Kurven, die in U}, verbleiben. Da Uk kompakt ist, folgt

aus Lemma 2.3.9 (5), dass cSIkH) sich stetig in Endpunkt b, fortsetzen ldsst (falls nicht so-
wieso auf kompaktem Intervall definiert). Nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge, gilt
S (b,) — q € Uy

1. Fall: p, = q.

Angenommen, die Folge p = pg < p1 < ... < py, ldsst sich durch py+1 > pi, verldngern, s.d. (1)
aus Definition 2.4.1 noch erfiillt ist. Dann gilt in Uj:

CSszrl) (tnt1) < 655”1) (bn)
—_——— ——
—Pk+1 —q

= pr < Pit1 < ¢ = pi. Da Uy, in einer konvexen Menge enthalten ist, impliziert dies pi, = pr+1,
Widerspruch.

2. Fall: py, # q, also g > py.

Dannistp =po < p1 < ... <pr < pr+1 =: ¢ Grenzfolge. O
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Bemerkung. Wegen Bedingung (2) in Definition 2.4.1 ist der Quasilimes v = ~; Uy U. . . zukunfts-
nichterweiterbar, d.h. ist v auf [a, b) parametrisiert, so ldsst sich +y nicht stetig nach b fortsetzen (denn
sonst wiirde die Folge (p;); gegen den Fortsetzungspunkt konvergieren).

2.5 Cauchy-Hyperflichen

Definition 2.5.1. Sei M eine zusammenhiingende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Eine Teilmen-
ge A C M heifit achronal, falls es keine p, q in A gibt mit p < q. In anderen Worten, jede zeitartige Kurve
trifft A hochstens einmal.

Beispiel. Sei M der Minkowski-Raum.

Die Teilmengen A; (raumartige Hyperebene), Az (der (n — 1)-dimensionale hyperbolische Raum)
und Az (der Zukunftslichtkegel) sind achronale Teilmengen.

Bemerkungen.

1) Teilmengen achronaler Mengen sind achronal.

2) Abschluss A einer achronalen Menge A ist achronal.

Wire ndmlich p, ¢ € A mitp < ¢, so wihle p,,, ¢, € A mit p,, — pund ¢, — ¢. Aus Proposition
2.1.8 muss gelten: p,, < gy, fir n hinreichend grofS. Widerspruch.

Definition 2.5.2. Die Kante einer achronalen Teilmenge A ist die Teilmenge

Kante(4) = {p € A| fiir jede offene Umgebung U von p, es existiert eine zeitartige Kurve in U
von I_(p,U) nach Iy (p,U), die A nicht trifft}.
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Ii(p,U)

Beispiele. Sei M der Minkowski-Raum.
1) Sei A eines der drei A;, A> und A3 wie im Beispiel oben. Dann hat A leere Kante.
2)Sei Ay := {0} x B, wobei B C R""!. Dann ist Kante(A4) = {0} x dB.

R

. TS R7—1

Denn: Fiir p := (0,b) € {0}x B, sei Uy C B offene Ungebung von b (bzgl. R"~!) und sei U :=
der Doppelkegel tiber Uy, d.h. U = I (Up) U Uy U I_(Up). Dann muss jede zeitartige Kurve von
I_(p,U)nach I (p,U) die Teilmenge {0} x B treffen. Somit ist p ¢ Kante(A).

Ist andererseits p := (0,b) € {0} x B, dann ist fiirjede Umgebung V von b (in R"~!) die Differenz
V\B # 0. Also existiert fiir jede offene Umgebung U von {0} xbein (0,b") € {0} x (V'\ B) und eine
zeitartige Kurve von I_ ({0} x b,U) nach I, ({0} x b,U), die durch (0, ') verlduft. Da der Schnitt
von dieser Kurve mit A nur aus (0, b’) besteht, trifft diese Kurve A nicht. Also p € Kante(A).

Bemerkung. Ist A achronal, so gilt A\ A C Kante(A). Denn: Fiir p € A\ A, und fiir jede offene
Umgebung U von p, lduft eine zeitartige Kurve von I_(p, U) nach I (p, U) durch p. Da A achronal
ist, hat diese Kurve keinen weiteren Schnitt mit A, somit auch nicht mit A. Wegen p ¢ A, hat diese
Kurve tiberhaupt keinen Schnitt mit A. Somit ist p € Kante(A).

LEMMA 2.5.3. Fiir jede achronale Teilmenge A C M ist Kante(A) abgeschlossen.
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Beweis. Seip € Kante(A). Zu zeigen ist p € Kante(A).
Sei U Umgebung von p in M. Sei V' C U offene Umgebung von p mit V' C I, (I_(p,U),U) N

I_(I+(p,U),U). Wegen p € Kante(A) existiert p’ € V N Kante(A).

Wihle ¢ : [-1,1] — V zeitartige Kurve mit p_ := ¢(—1) € I_(p/, V), p+ :==¢(1) € I+ (p, V), und
c trifft A nicht. Wegenp_ € V C I.(I_(p,U),U) kann ¢ zu zeitartiger zukunftsgerichteter Kurve
[—2,1] — U fortgesetzt werden mit ¢(—2) € I_(p,U). Analog setze ¢ zu [-2, 2] — M zeitartig
zukunftsgerichtet fort, so dass ¢(2) € I (p,U).
Behauptung: ¢, | und ¢, , treffen A nicht.
Beweis der Behauptung: Angenommen, ¢|,_,, _, trifft A. Da I, (p—, V') eine Umgebung von p' ist und

p’ € Kante(A) C Aexistiertp” € ANI(p_,V).

-~

1€ 5y

Die Kurve ¢|_, _, U { zeitartige zukunftsgerichtete Kurve von p_ nach p"} ist zeitartig und trifft

A zweimal. Widerspruch zu A achronal. v
Die Kurve ¢ : [-2,2] — M trifft deswegen A nicht. Somit ist p € Kante(A). m|
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Definition 2.5.4. Eine Teilmenge S einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M heifst
topologische Hyperfldche, falls es zu jedem Punkt p € S eine offene Umgebung U von p in M gibt und
einen Homoomorphismus ¢ : U — V, wobei V' C R™ offen, so dass

o(UNS)=Vn{0} xR"1).

R x {0}
S L V CR™

U /\\f\
\f_/ {O} o

Beispiel. Die Teilmenge S := C(0) des n-dimensionalen Minkowski-Raums ist eine topologi-
sche Hyperfliche. ZB. wihle U :==V :=R"und ¢ : U — V, (2° , & )+ (2° — |2, 2).
N~
R eRn—l

PROPOSITION 2.5.5. Sei A C M achronal. Dann sind dquivalent:
(1) AnKante(A) = 0.
(2) A ist topologische Hyperfliiche.

Beweis.
“(2)=(1)": Sei A eine topologische Hyperfliche und p € A. Sei U eine offene Umgebung von
p s.d. es ein Homoomorphismus ¢ : U — V (wobei V' C R” offen) existiert mit (U N A) =
VN ({0} x R*1). O.B.d.A. sei U zusammenhingend und U \ A habe zwei Zusammenhangskom-
ponenten. Die Teilmengen I_(p,U) und I (p,U) sind offen und zusammenhingend, und weil
A achronal ist, konnen sie A nicht treffen. Jede zeitartige Kurve durch p trifft aber I_(p, U) und
I+ (p,U), und auch die zwei Zusammenhangskomponenten von U \ A4; somit sind I_(p, U) und
I (p, U) in verschiedenen Zusammenhangskomponenten enthalten.
Jetzt muss jede stetige Kurve, die von einer Zusammenhangskomponente nach der anderen lduft,
ANVU treffen. Daraus folgt p ¢ Kante(A).
“(1)==(2)": Sei A achronal mit A N Kante(A) = . Sei p € A. Wegen p ¢ Kante(A) existiert es
eine offene Umgebung U von p so, dass jede zeitartige Kurve von I_(p, U) nach I (p,U), die in U
verlduft, A trifft. O.B.d.A. sei U eine Koordinatenumgebung von p, d.h. es existiert ein Diffeomor-
phismus § : U — £(U) auf eine offene Teilmenge £(U) von R™. O.B.d.A. sei % zukunftsgerichtet
zeitartig. Dieses U enthilt eine kleinere Umgebung V' von p mit

a){(V)=(a—6b+d) x NCRxR"!

b){zeU|2°=a} Cc I (p,U)und {z € U|2° =b} C I (p,U).
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£ (M), y)

Seijetzt y € N C R"~!: Dann ist die Kurve

[a,b] — V
s — &'(sy)

zeitartig, und trifft A (wegen der Annahme an U). Da A achronal ist, muss tatsdchlich diese Kurve
A genau einmal treffen, d.h. es existiert ein eindeutiges h(y) € (a,b) s.d. £~ (h(y),y) € A.
Behauptung: Die Abbildung i : N — (a, b) ist stetig.

Beweis der Behauptung: Angenommen, es wére falsch. Dann wiirde es eine Folge (v, ), und einen
Punkt y aus NV geben mit y,, LY E N und h(yy,) il h(y). Da h(N) C [a,b] und [a, b] kompakt

ist, existiert eine Teilfolge (yn,, )m VO (Yn)n 5.d. (A(Yn.,))m gegeneinr # h(y) konvergiert. Wegen
r# h(y)ist £ (r,y) in I_(q,V) U I+ (q, V) enthalten, wobei q := £~ (h(y),y) € A. Die Teilmenge
I_(q,V)UI,(q,V) ist eine offene Umgebung von £ ~!(r, y), somit existiert ein hinreichend grofles
ms.d. & (h(yn,,), Yn,,) € I-(q,V) U I (q,V). Das ist aber ein Widerspruch zu “A achronal”. v’

Wegen VN A=¢({(h(y),y)|y € N)}) ist A in den Koordinaten £ Graph der stetigen Funktion 5,
also eine topologische Hyperflache. 0

KOROLLAR 2.5.6. Sei A C M achronal. Dann sind dquivalent:
(1) Kante(A) = 0.
(2) A ist abgeschlossene topologische Hyperfliche.

Beweis.

“(1)=(2)": Ist Kante(A) = ), so ist A N Kante(A) = ), d.h. (aus Proposition 2.5.5) A ist topologi-
sche Hyperfliche. Wegen A\ A C Kante(4), gilt A = A.

“(2)==(1)": Aus Proposition 2.5.5 gilt A N Kante(A) = (. Aus der Definition von Kante gilt aber
Kante(A4) C A. Wegen A = A gilt dann Kante(A) = 0. ]
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Definition 2.5.7. Eine Teilmenge B einer zeitorientierten Lorentz-Mannigfaltigkeit heifit Zukunftsmen-
ge (bzw. Vergangenheitsmenge) falls I, (B) C B (bzw. I_(B) C B).

Beispiel. Sei M der Minkowski-Raum und B := {z = (2°,%) € R x R"~! = R" 2" — |2| > 0}.
Dann ist B Zukunftsmenge.

Bemerkung. Ist B Zukunftsmenge, so ist M \ B Vergangenheitsmenge.

KOROLLAR 2.5.8. Der Rand einer (nichtleeren und # M) Zukunftsmenge einer zusammenhiingenden
zeitorientierten Lorentz-Mannigfaltigkeit M ist eine achronale abgeschlossene topologische Hyperfliche.

Beweis. Sei B Zukunftsmenge mit B # () und B # M. Wegen des Korollars 2.5.6 sind zu zeigen:
OB ist achronal und Kante(9B) = 0.
Seip € OB. Fiir g € I (p) ist I_(q) eine offene Umgebung von p € dB, insbesondere trifft sie B.

Somit ist ¢ € I+ (B). Da B Zukunftsmenge ist, ist I (B) C B, somit auch I (B) B (I+(B) ist

offen). Daraus folgt, dass I (p) CB. Analog gilt I_(p) CM \ B.

Dies zeigt einerseits I, (0B) N 0B = (), woraus die Achronalitdt von 0B folgt, und anderer-
seits dass jede zeitartige Kurve von I_(p) nach I, (p) die Teilmenge 0B treffen muss. Daher gilt
Kante(0B) = 0. O

Definition 2.5.9. Eine Teilmenge B einer zeitorientierten Lorentz-Mannigfaltigkeit M heifit akausal,
falls fiir alle p, g in M gilt p £ q, d.h. jede kausale Kurve in M trifft B hochstens einmal.

Bemerkung. Ist B C M akausal, so ist B achronal. Dass B achronal ist impliziert aber nicht dass
B akausal ist.

Beispiel. Sei M der Minkowski-Raum und B := C4(0) der Zukunftskegel: dann ist B achronal
aber nicht akausal (B enthilt lichtartige Geraden).

Definition 2.5.10. Eine Cauchy-Hyperfldche einer zeitorientierten Lorentz-Mannigfaltigkeit ist eine
Teilmenge S von M, die von jeder nichterweiterbaren zeitartigen Kurve genau einmal getroffen wird.

Beispiel. Sei M der Minkowski-Raum und S eines der drei A;, A und A3 wie im obigen Beispiel.
Dann ist A; eine Cauchy-Hyperfldche; allerdings sind weder A noch A3 Cauchy-Hyperfldchen.

nichterweiterbare
zeitartige Kurve, die
Az und Aj nicht trifft

Aq
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LEMMA 2.5.11. Sei M zusammenhingende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Sei A C M abge-
schlossen. Sei ¢ : [0,b) — M \ A vergangenheitsgerichtete kausale Kurve mit ¢(0) =: p, die vergangen-
heitsnichterweiterbar in M ist. Dann gelten:

(1) Fiir jedes g € I (p, M \ A) existiert eine Kurve ¢ : [0,b) — M \ A mit ¢(0) = q, zeitartig vergan-
genheitsgerichtet, die vergangenheitsnichterweiterbar ist.

(2) Es existiert ¢ : [0,b) — M \ A mit ¢(0) = p, vergangenheitsgerichtet zeitartig, die vergangenheits-
nichterweiterbar in M ist, es sei denn c ist lichtartige Prigeodiitische ohne konjugierte Punkte.

Beweis. O.B.d.A.seib = cound (¢(n)), konvergiert nicht. Wiahle Metrik d auf M, die die gegebene
Topologie auf M induziert.

(1) Setze py := g > p wobei “>>" sich auf M \ A bezieht. Wegen ¢(1) < ¢(0) < po gilt ¢(1) < po.
Auf zeitartiger Verbindungskurve von ¢(1) nach po wéhle p; s.d. 0 < d(p1,¢(1)) < 1.

Po:=q c(0) =:p

D1

b2

Finde induktiv py s.d. c(k) < pr < pr—1 und d(c(k),pr) < f. Erhalte zeitartige vergangenheits-
gerichtete Kurve ¢, die die Punkte p;, enthélt und in py = ¢ startet.

Die Kurve ¢ ist vergangenheitsnichterweiterbar, denn wiirde ¢ durch p, stetig fortgesetzt, dann
Pk — Poo Und somit

d(c(k)7p00) < d(c(k)vpk)+d(pkapoo) k—> 0,
—_——— —— k=0

<% —0

d.h. ¢(k) T Poos Widerspruch.
—00

(2) Sei c nicht lichtartige Prageodétische ohne konjugierte Punkte. Dann existiert es ein a > 0 s.d.
€|, Dicht lichtartige Prageodatische ohne konjugierte Punkte ist. Aus dem Satz 2.2.12 schliesst
man dann, dass es eine zeitartige Kurve von ¢(0) nach ¢(a) in M \ A gibt.
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Nunistp € I+ (c(a), M \ A). Wende (1) anauf ¢, _ statt ¢, c(a) statt p, und p statt g. O

Bemerkung. Auf die Annahme an ¢ in (2) kann nicht verzichtet werden.

Beispiel. Sei M := R" der Minkowski-Raum und A := —H"~ !,

Lichtartige vergangenheitsgerichtete Geraden ¢, die in 0 starten, treffen A nicht, aber jede zeit-
artige vergangenheitsgerichtete vergangenheitsnichterweiterbare Kurve ¢, die in 0 startet, trifft

PROPOSITION 2.5.12. Sei M eine zusammenhiingende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Sei S C
M eine Cauchy-Hyperfliche. Dann gilt:

(1) S ist achronal.

(2) S ist abgeschlossene topologische Hyperfliche.

(3) Jede nichterweiterbare kausale Kurve trifft S.

Beweis.
(1) Gébe es eine zeitartige Kurve, die S zweimal trifft, so wiirde jede maximale Erweiterung als
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zeitartige Kurve S ebenfalls zweimal treffen, Widerspruch.

(2) Behauptung: M = I_(S)USUL, (S). Insbesondere ist S = M \ {I_(S) U I+ (S)} abgeschlossen.
Beweis der Behauptung: Sei p € M und c nichterweiterbare zeitartige Kurve, die p enthélt. Die Kur-
ve c trifft S'in ¢

= pel (S)USUIL(S)

= M=1_(S)USUI(9).

Wire ¢ € I.(S) NS oder g € I_(S) N I4(S5), so erhielten wir eine zeitartige Kurve, die S zweimal
trifft, Widerspruch. Die Vereinigung ist damit disjunkt. v
Behauptung: S = 01, (S) = 9I_(S).

Beweis der Behauptung: Da I, (S)U S und I_(S) U S als Komplemente von I_(S) bzw. I, (S) abge-
schlosssen sind, haben wir

OI.(S) = IL.(S)NM\I.(S)
C (Ix(SHuS)NnI-(S)uSs)
= S
Andererseits gilt S C 01, (S5) fiir jede Teilmenge einer Lorentz-Mannigfaltigkeit. v

Behauptung: Kante(S) = 0. Also ist S abgeschlossene topologische Hyperfldche.

Beweis der Behauptung: Jede zeitartige Kurve von I_(S) nach I, (S) muss S treffen. Somit ist
Kante(S) leer. v
(3) Angenommen, c ist kausale nichterweiterbare Kurve in M, die S nicht trifft. O.B.d.A. verlaufe
cganzin I, (S5).

Waihle p auf cund ¢ € I (p, M \ S). Nach Lemma 2.5.11 existiert eine vergangenheitsnichter-
weiterbare (in M) Kurve in M \ S, die in ¢ startet. Diese Kurve verldauft in I (S). Setze ¢ nich-
terweiterbar zeitartig in die Zukunft fort. Diese Kurve verbleibt in I, (5), damit ist ¢ nichter-
weiterbare zeitartige Kurve in M, die S nicht trifft, was ein Widerspruch ist zu “S ist Cauchy-
Hyperflache”. O

Bemerkung. Der Schnittpunkt einer Cauchy-Hyperfliche mit einer kausalen Kurve ist im Allge-
meinen nicht eindeutig.
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Beispiel. Sei M der Minkowski-Raum.

/(:

——

\ 4

kN £z

Y

Hier ist ¢(R) N S eine Geradensegment.

SATZ 2.5.13. Sei M eine zusammenhingende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Sei X ein glattes
zeitartiges Vektorfeld auf M. Sei S C M eine Cauchy-Hyperfliche.

Definiere p : M — S durch p(p) := eindeutiger Schnittpunkt der maximalen Integralkurve von X durch
pmit S.

Dann ist p wohldefiniert, stetig, offen und p|; = ids. Insbesondere ist S zusammenhiingend.

Beweis.

a) Sei ¢ : (a,b) — M die maximale Integralkurve von X mit ¢(0) = p, —c0 < a < b < oo.
Dann ist ¢ nichterweiterbar, denn wiére ¢ z.B. stetig durch ¢ nach b fortsetzbar, dann wiirde die
Integralkurve von X durch ¢, c als Integralkurve fortsetzen, im Widerspruch zur Maximalitat als
Integralkurve.

Somit hat c einen eindeutigen Schnittpunkt p(p) mit S.

b)Sei ¥ : D € M xR — M der Fluss von X, wobei D der maximale Definitionsbereich von W ist.
Da S C M topologische Hyperfldche ist, ist auch S x R C M x R eine topologische Hyperfldche
und somit auch D(S) := (S x R)ND C D.

Die Abbildung ¢ := ¥, ., : D(5) — M ist stetig und bijektiv. Da D(S) und M topologische
Mannigfaltigkeiten derselben Dimension sind, ist ¢ : D(S) — M nach einem Satz von Brouwer
[Vick] (“Jede stetige injektive Abbildung zwischen zwei n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkei-
ten ist offen”) ein Homomorphismus.

Seim: M x R — M die Projektion. Dann ist 7 stetig und offen. Somit ist p := o ¢! ebenfalls
stetig und offen.

c) Fur p € S ist p der eindeutige Schnittpunkt der Integralkurve durch p mit S, also p(p) = p.
Wegen S = p(M), der Stetigkeit von p, und da M zusammenhingend ist, ist S auch zusam-
menhédngend. O

KOROLLAR 2.5.14. Sind S; und S, Cauchy-Hyperflichen von M, so sind Sy und Sy homdomorph.
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Beweis. Wihle ein glatted zeitartiges Vektorfeld X auf M. Seien p; : M — S;, i = 1,2, wie in
Satz 2.5.13.

S1
glattes zeitartiges
Vektorfeld X /

[

Flusslinien von X —

Sy

/
M

Die Abbildungen p; sy - Sy — S1 und p2|s, S1 — S5 sind invers zueinander, also Homodomor-
phismen. O

2.6 Global-hyperbolische Teilmengen

Sei M stets zusammenhédngende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit.

Definition 2.6.1. Eine Teilmenge X C M heifit global-hyperbolisch, falls:

(1) Die starke Kausalititsbedingung (siehe Definition 2.1.12) gilt auf X, d.h. fiir jedes p € X und fiir jede
Umgebung U von p in M existiert eine Umgebung V. C U von p in M s.d. jede kausale Kurve (in M), die
in V anfingt und endet, ganz in U verliuft.

(2) Fiir alle p, q in X ist J4(p) N J_(q) =: J(p, q) kompakt und in X enthalten.

Beispiel. Sei M der Minkowski-Raum, und A, B C M beliebige Teilmengen. Betrachte X :=
J1(A)Nn J_(B).
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Die Bedingung (1) gilt fuir alle p € M. Ferner ist J(p, ¢) kompakt fiir alle p, ¢ € M.

J(p,q)

Fur p, ¢ € X gilt: J(p,q) C J4(p) C J4+(X) C J4(J+(A)) = J+(A) und analog J(p,q) C J_(B),
damit J(p, q) C X.

LEMMA 2.6.2. Sei K C M kompakt und es gelte die starke Kausalititsbedingung auf K. Sei ¢ : [0,b) —
M, b < oo, eine zukunftsnichterweiterbare kausale Kurve mit ¢(0) € K. Dann existiert ein to € (0,b) s.d.
c(t) ¢ K fiirallet € [to,b).

Beweis. Angenommen, dies ist falsch. Dann existiert eine Folge (s;); aus (0,b) mit s; < s;41,
s; — b,und c(s;) € K. Nach Ubergang zu Teilfolge kann man annehmen, dass c(s;) — p € K.
1—»00 1—00

Da c zukunftsnichterweiterbar ist, existiert eine Folge (¢;); aus (0,b) mit t; < ¢;41,t; — bund
c(t;) -+ p. Nach Ubergang zu Teilfolge kann man annehmen, dass es eine Umgebung U von p
existiert, s.d. c(t;) ¢ Uund s1 < t1 < 82 <ta <$3< ...

Nun gilt fiir jede Umgebung V' C U von p und hinreichend grofles i: ¢(s;), ¢(si+1) € V aber
c([siysi+1]) € U, da c(t;) ¢ U. Widerspruch zur starken Kausalitdtsbedingung. O

LEMMA 2.6.3. Sei K C M kompakt und es gelte die starke Kausalititsbedingung auf K. Seien ¢, :
[0,1) — M zukunftsgerichtete kausale Kurven mit ¢,,([0,1]) C K, ¢,(0) — p, und ¢, (1) — q # p.
Dann existiert es ein zukunftsgerichteter kausaler geoditischer Polygonzug v von p nach q und eine Teil-
folge (cy,, )m mit

lim Lle,, ]| < Lyl

m—r oo

Beweis. Nach Proposition 2.4.2 besitzt (c,,),, eine Grenzfolge pg :=p < p1 < p2 < ....

a) Behauptung: Die Grenzfolge ist endlich.

Beweis der Behauptung: Angenommen, sie ware unendlich. Dann wére der zugehorige Quasilimes
eine zukunftsnichterweiterbare kausale Kurve, die in p startet. Nach Lemma 2.6.2 verldsst der
Quasilimes K ohne zurtickzukehren, d.h. p; ¢ K fir i > 0. Wegen ¢,,,, (tm,;) — p; ist dann auch
Cn,, (tm,i) ¢ K fiir m > 0 und 7 > 0. Widerspruch. v
b) Also ist die Grenzfolge endlich, pp :==p <p1 < ... <pn =g¢.

Der zugehorige Quasilimes « ist somit zukunftsgerichtetes kausales geodéatisches Polygon von
p nach ¢. Die Punkte p; und p; 1 sowie die Segmente cy,,, ([tm,i,tm,i+1]) sind in einer konvexen
Menge enthalten, die von i abhédngt, aber nicht von m. Dort sehen wir (z.B. durch Gaufi-Lemma)

L[Cnm“rm ] S |A(pm,i7pm,i+l)|7

b i tm, it 1]
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wobei py, j 1= cp,, (tm,j) und | - | := /| (-, -) |. Daraus folgt

N—

Llen,,] < Z |A(Pm,is Pmyit1)]-
=0

—

Fiir m — oo konvergiert die rechte Seite dieser Ungleichung gegen Zf\;_ol |A(pi, pit1)| = L[y].
Nach Ubergang zu Teilfolge konvergiert (L[c,,,])m, und
lim Llep,] < L[yl.

m— 00

O

LEMMA 2.6.4. Sind p < q € M, ist J(p, q) kompakt und gilt die starke Kausalititsbedingung auf J(p, q),
dann existiert eine kausale Geodiitische von p nach q mit Linge 7(p, q).

Bemerkung. Dieses Lemma entspricht in der riemannschen Geometrie der im Satz von Hopf-
Rinow enthaltenen Aussage, dass sich auf einer vollstindigen riemannschen Mannigfaltigkeit je
zwei Punkte durch eine kiirzeste Geodétische verbinden lassen.

Beweis. O.B.d.A. sei p # q. Seien ¢,, : [0,1] — M zukunftsgerichtete kausale Kurven mit
¢n(0) :== p, ¢y (1) := qund Lic,] — 7(p,q). Nach Definition gilt ¢,,([0,1]) C J(p,q) fir alle n.
Aus Lemma 2.6.3 folgt die Existenz eines zukunftsgerichteten kausalen geoddtischen Polygons
von p nach ¢ mit 7(p, q) :n}iinm Llec,,,] < L[] < 7(p, q) und damit L[y] = 7(p, q).

Wie im Beweis von Lemma 2.2.11 zeigt man, dass, falls y einen “Knick” hétte, man  unter Fest-
halten der Endpunkte verldngern kénnte. Widerpruch zu L[y] = 7(p, ¢) maximal. O

PROPOSITION 2.6.5. Sei X C M eine offene global-hyperbolische Teilmenge. Dann ist T auf X x X
endlich und stetig.

Beweis. Nach Lemma 2.6.4 ist 7 < oo auf X x X. Nach Proposition 2.1.15 ist 7 unterhalbstetig.
Angenommen, 7 ist nicht oberhalbstetig in (p, ¢) € X x X.Dann existieren ein 6 > 0 sowie Folgen
pn — pund ¢, — ¢, s.d.

T(Pn,@n) = 7(p,q) + 0.
Waihle zukunftsgerichtete kausale Kurven ¢,, : [0,1] — M mit ¢,(0) := pn, ¢u(1) := ¢, und
Llcn] > 7(pn, gn) — L. Da X offen ist, existieren p~ und ¢* € X mit p~ < pund ¢* > ¢.
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Wegen p,, — p und da I (p~) offene Umgebung von p ist, ist p,, € I (p~) fir n > 0. Analog ist
qn € I_(¢") fiir n > 0. Daraus folgt fiir n > 0

en([0,1) C I (p7)NI-(p*) C J(p~,q").

Da X global-hyperbolisch ist, ist J(p~,q") kompakt und die starke Kausalititsbedingung gilt
auf J(p~,¢"). Nach Lemma 2.6.4 existiert ein geodétisches Polygon von p nach ¢ und Teilfolge
(¢n,, )m s.d.

lim L[Cnm] S L[FY] S T(pv Q)a

m— 00

mit Licy,,] > 7(Pn,s Gn,) — 7= > 7(p,q) + 0 — = Fiir m — oo erhdlt man 7(p, q) + 6 < 7(p, q),
Widerspruch. O

PROPOSITION 2.6.6. Sei X C M eine offene global-hyperbolische Teilmenge. Dann ist die Relation “<”
abgeschlossen auf X.

Beweis. Seien p,,, p, ¢n, ¢ € X mit p,, < qn, Pn — D, g — q. Zu zeigenist, p < q.

1. Fall: Fir unendlich viele n ist p,, = g,. Dann gilt p = q. v
2. Fall: Nach Ubergang zu Teilfolge kann man annehmen, dass p,, # ¢y, fiir alle n, damit p,, < g.
Seien ¢,, : [0,1] — M zukunftsgerichtete kausale Kurven mit ¢, (0) = py,, ¢u(1) = ¢,. Wie
im vorangegangenen Beweis wihle p~, ¢ € X s.d. ¢,([0,1]) C J(p~,¢"). Dann existiert es ein
kausales geoditisches Polygon von p nach ¢ und somit gilt p < g. O

2.7 Cauchy-Entwicklungen und Cauchy-Horizonte

Sei M stets zusammenhéidngende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit.
Definition 2.7.1. Sei A C M achronal. Die Menge
D, (A) .= {p € M| jede vergangenheitsnichterweiterbare kausale Kurve durch p trifft A}

heifit Zukunfts-Cauchy-Entwicklung von A.
Analog definiert man die Vergangenheits-Cauchy-Entwicklung D_(A) von A.
Die Cauchy-Entwicklung von A ist D(A) := D4 (A) U D_(A).

Dy (4)
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Bemerkungen.

a)A C Di(A) C AUIi(A) C Ji(A).

b) D4 (A) NI_(A) = 0 wegen A achronal.

ACD{(AND_(A) CDy(ANAUI_(A) =Dy (AANA=A= D, (A)ND_(A) = A
d) D(A) N 1+(A) = D+(A) \ A.

Beispiele.

1) Sei M der Minkowski-Raum und A := {0} x R"~!. Dann ist D4 (A) = J4(A4) = AU I (A).

2) Sei M eine beliebige Lorentz-Mannigfaltigkeit und S C M eine Cauchy-Hyperfliche. Wegen
M = I_(S)USULL(S) gilt D1 (S) = SUI4(S) und somit D(S) = M.

3) Sei M der Minkowski-Raum und A := {0} x B, B C R""!'. Dann ist D(A) der Doppelkegel
iber B.

AQ— (o)

4) Sei M := R x S' (mit Koordinaten (¢, 0) erklart) und g := —dt? + d#?. Sei A := {0} x S*. Sei
p € I (A) fest und betrachte M := M \ {p}.

7 (p)

p ~l——D(A) =T (A)\ TV (p)

—-_———_

P
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LEMMA 2.7.2. Sei A C M achronal. Dann gilt:
(1) Jede vergangenheitsgerichtete kausale Kurve, die in D4 (A) startet und D (A) verldsst, trifft A.
(2) Jede vergangenheitsnichterweiterbare bzw. zukunftsnichterweiterbare kausale Kurve durch einen Punkt

p €D (A) trifft I_(A) bzw. L, (A).

Beweis.

(1) Sei ¢ : [0,b] — M eine vergangenheitsgerichtete kausale Kurve mit ¢(0) € D, (A) und
c(b) ¢ D4 (A). Es existiert eine vergangenheitsnichterweiterbare kausale Kurve +, die in ¢(b) star-
tet und A nicht trifft.

= ¢ U v ist vergangenheitsnichterweiterbare kausale Kurve, die ¢(0) € D (A) startet

= c U~ trifft A

= c trifft A.

(2) Wir haben schon bewiesen, dass D(A) € AU I (A) UI_(A). O.B.d.A. sei c eine vergangen-

heitsnichterweiterbare kausale Kurve, die in p 65 (A) startet. Ist p € I_(A), so trifft ¢ die Menge
I_(A)inp.
Seialsop € AU I (A). Wahle q € I (p) N D(A).

Nach Lemma 2.5.11 (1) (mit A = ()) existiert eine vergangenheitsnichterweiterbare zeitartige Kur-
ve ¢, die in ¢ startet. Jedes ¢(s) hat einen Punkt von ¢ in I_(c(s)). Wegen ¢ € D, (A) trifft ¢ die
Menge A in einem Punkt ¢(s), und daher liegt der Punkt von c aus I_(¢(s)) in I_(A). O

SATZ 2.7.3. Sei A C M achronal. Dann ist D (A) global-hyperbolisch.

Beweis. .
a) Behauptung: Die Kausalitdtsbedingung gilt auf D (A).
Beweis der Behauptung: Angenommen, es gébe eine kausale Schleife ¢ durch einen Punkt von

lo) (A). Geméafl Lemma 2.7.2 (2) enthilt ¢ sowohl einen Punkt g € I_(A) als auch einen Punkt
q+ € I, (A). Wéhle ¢y € A, sodass ¢+ € I+(¢%). Dann gilt ¢/, < ¢ < ¢— < ¢’_. Also haben wir
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zwei Punkte aus A mit ¢/, < ¢’ im Widerspruch zur Achronalitdt von A. v
b) Behauptung: Die starke Kausalitdtsbedingung gilt auf D (A).

Beweis der Behauptung: Angenommen, sie gilt nicht in einem Punkt p €D (A). Dann existiert eine
Folge von zukunftsgerichteten kausalen Kurven ¢, : [0,1] — M mit ¢,(0) — p, ¢, (1) — p
und eine Umgebung U von p, s.d. ¢, € U. Nach Proposition 2.4.2 existiert eine Grenzfolge von
(en)n, D =:Do < p1 < p2 < ....Ist die Grenzfolge endlich, p =:py < ... < py = p,soistp < pim
Widerspruch zu a).
Also ist die Grenzfolge unendlich und der zugehorige Quasilimes v zukunftsnichterweiterbar.
Gemifs Lemma 2.7.2 (2) trifft v die Zukunft I;(A) (und verbleibt dann dort). Insbesondere
existiert ein i s.d. p; € I.(A). Nach Ubergang zu Teilfolge und Umparametrisierung existiert
s€(0,1)s.d.

cn(8) =2 Die
Fiir n > 0ist ¢, (s) € I1(A).
Proposition 2.4.2 angewandt auf (c,,[5,1))n liefert eine Grenzfolge p =: go > 1 > ¢2 > .. .. Ist diese
Grenzfolge endlich, go > ¢1 > ... > gnv, so ist gy = p;. Daraus folgt, dass p < p; = qn' < qo =D,
wiederum im Widerspruch zu a).
Also ist auch p =: g9 > ¢1 > g2 > ... unendlich und der zugehorige Quasilimes 7 ist eine

vergangenheitsnichterweiterbare kausale Kurve, die in p €D (A) startet.
= 7 trifft I_(A) (Lemma 2.7.2 (2))
= Es existierteinn € Nund ein ¢ € [0, 1] mit ¢, (¢) € I_(A).

Widerspruch zu A achronal. v

c) Behauptung: Seien p, ¢ €D (A). Dann ist J(p, ¢) kompakt.

Beweis der Behauptung: Falls p £ ¢, dann ist J(p, q) = 0 und es ist nichts zu zeigen. Falls p = ¢, so
ist J(p,q) = {p}, denn fiir ein r € J(p,p), r # p, wiirde p < r < p folgen,was der Achronalitit von
A widersprechen wiirde.

Sei also p < g, p # ¢. Sei (z,,)» eine Folge in J(p, ¢). Zu zeigen ist: Es existiert eine Teilfolge von
(@ )n, die in J(p, g) konvergiert.
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Seien ¢, : [0,1] — M zukunftsgerichtete kausale Kurven von p durch z,, nach ¢. Sei K eine
konvexe Uberdeckung von M durch offene konvexe Mengen U mit U kompakt und in offener
konvexer Menge enthalten. Aus Proposition 2.4.2 erhalte eine Grenzfolge p =: po < p1 <p2 < ...
fir (cn)n bzgl. K.

1. Fall: Wir konnen eine solche Grenzfolge finden, die endlich ist, p =: pg < p1 < ... < pn = ¢.
Ubergang zu Teilfolge von (c,), liefert 2, € cn([Sn.i,Sn.i+1]) fiir alle n und ein festes i, somit
liegen alle ,, in einem festen U € K. Wegen U kompakt konvergiert eine Teilfolge von (z,),
gegeneinz € U C V, wobei V konvex und offen ist.

en(Sni) <an < cn(Snit1) = pi<z<p1 (Lemma2.3.9(4))
= psa<ygq
= z € J(p,q).

2. Fall: Alle solche Grenzfolgen sind unendlich. Wir leiten Widerspruch her, dieser Fall tritt nicht
auf.

Wie in b) erhalte Teilfolge reparametrisierter ¢,, und festes s s.d. ¢, (s) — p; € I+ (A). Die Fol-
ge (Cnl[s,l])n liefert eine Grenzfolge ¢ =: qo > ¢1 > ¢2 > .... Wire diese Grenzfolge endlich,
q=q>q > ...>qv =p;,dannwédrep =py < p1 < ... < p; = qgn < ... < qo = q endliche
Grenzfolge von (¢, ), im Widerspruch zur Annahme. Also ist auch ¢ = go > ¢1 > ... unendlich
und der zugehorige Quasilimes 7 vergangenheitsnichterweiterbar. Wie in b) trifft 7 die Vergan-
genheit I (A) von A, Widerspruch zu A achronal. v

d) Behauptung: Fiir p, ¢ €D (A) ist J(p,q) CD (A).

Beweis der Behauptung: Es ist nur der Fall p < ¢, p # ¢, zu betrachten.

1. Fall: Seien p, q € I, (A).

Wihle ¢4 € I+ (¢) N D(A). Setze U := I, (A) N I_(g4). Die offene Menge U ist eine offene Umge-
bung von J(p, ¢), denn

J(p.q) C Jo (It (4)) N J_(I-(¢4)) = L+ (A) N I_(g4) = U,

Zu zeigenist U C D(A).

Sei x € U. Sei c eine zeitartige zukunftsgerichtete Kurve von « nach ¢;. Wiirden sich ¢ und A
schneiden, so wiirde es die Achronalitdt von A widersprechen.

Ist v eine vergangenheitsnichterweiterbare kausale Kurve, die in z startet, so ist ¢ U v vergangen-
heitsnichterweiterbare kausale Kurve, die in ¢ startet und trifft daher A

= ~ trifft A

=z € D (A). v
2. Fall: p € J_(A), g € J+(A).

Wéhle p_ € I_(p) N D(A) und ¢4 € I;(q) N D(A). Wiederum ist U := I, (p_) N I_(g+) offene
Umgebung von J(p, q). Zu zeigen ist noch U C A.

Sei z € U. Wegen A C D(A) kénnen wir annehmen, dass z ¢ A. Sei c_ eine zeitorientierte zu-
kunftsgerichtete Kurve von p_ nach z und c; eine zeitorientierte zukunftsgerichtete Kurve von
x nach ¢;. Da A achronal ist, trifft wenigstens eine der beiden Kurven A nicht.

Falls c4 die Menge A nicht trifft, so folgt = € D4 (A). O

Bemerkung. In [O’Neill] wird auf Seite 421 behauptet, fiir eine achronale Menge A C M gelte
die Kausalitatsbedingung auf ganz D(A). Dies ist nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel. Sei M := S x R (mit Koordinaten (u,v) erklart) und g := —du ® dv — dv ® du. Die
Zeitorientierung sei festgelegt durch X := 2 + 2 Setze A := S x {0}.
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verkleben!

Die Teilmenge A ist achronal: Ist s — (u(s),v(s)) eine zeitartige Kurve, so ist

0 0 0 0
1 Y ' Yo Y r YN gy
O>g(u8u+v(%’u8u+v8v) 2u'v',
insbesondere gilt v’ # 0 und daher v'(s) > 0 fiir alle s oder v/(s) < O fiir alle s. Daraus folgt, dass
diese Kurve A in hochstens einem Punkt trifft.
Allerdings ist A nicht akausal, denn A ist selbst kausale Schleife.
Zujedem p € M \ A gibt es eine zeitartige nichterweiterbare Kurve durch p, die A nicht trifft:

e
p verkleben!

Somit gilt D(A) = A, und A erfiillt nicht die Kausalitdtsbedingung, da A selbst kausale Schleife
ist.

KOROLLAR 2.7.4. Besitzt eine Lorentz-Mannigfaltigkeit M eine Cauchy-Hyperfliche, dann ist M global-
hyperbolisch.

Beweis. Sei S C M eine Cauchy-Hyperfldche. Aus Satz 2.7.3 ist D (S) global-hyperbolisch. Aber
D(S) = M, somit D () = M. O

LEMMA 2.7.5. Jede achronale raumartige (glatte) Hyperfliche ist akausal.
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Beweis. Angenommen, es gébe eine zukunftsgerichtete kausale Kurve ¢ : [0,1] — M mit ¢(0),
¢(1) € S, wobei S raumartige achronale Hyperflache ist. Nach Satz 2.2.12 existiert eine zeitartige
Kurve, die in S startet und in ¢(1) endet (im Widerpspruch zur Achronalitdt von A), es sei denn ¢
ist lichtartige Prageodétische ohne Brennpunkte vor ¢(1) mit ¢(0) L S.
Da aber S raumartig ist, ist NS zeitartig, somit kann ¢(0) nicht lichtartig sein, Widerspruch.

O

PROPOSITION 2.7.6. Sei S C M akausale topologische Hyperfliche. Dann ist D(S) offen und global-
hyperbolisch.

Beweis.

a) Behauptung: I(S) := I_(S) U SU I (S) ist offen in M.

Beweis der Behauptung: Zu zeigen ist, dass jeder Punkt p € S im Inneren von /(S5 liegt.

Nach Proposition 2.5.5 gilt S N Kante(S) = 0. Also ist p ¢ Kante(S), d.h. es existiert eine Um-
gebung U von p, s.d. alle zeitartigen Kurven in U von I_(p,U) nach I.(p,U) die Teilmenge S
treffen.

I+ (p7 U) .
Nl <o)
U p
a S
I-(p,U)
Seien z°, 2!, ..., 2"~ ! riemannsche Normalkoordinaten um p mit |z7| < ¢; (¢; > 0 vorgegeben)

und z° zeitartig. Fiir ¢; hinreichend klein, j = 1,...,n — 1,ist {2° = +¢¢} C IL(p,U)

= Die 2°-Koordinatenlinien treffen S

= Sie verlaufen in 1(5)

= ﬂ?;ol{ |z7| < £} ist offene Umgebung von p in I(.5). v
b) Behauptung: S CD (5).

Beweis der Behauptung: Angenommen, p € S\ D (S). Sei U offene Umgebung von p mit U kom-

pakt, in konvexer Menge V' enthalten, und in 7(S) entahlten. Wegen p §élo) (S) existiert eine Folge
(Zn)n aus M \ D(S) mit z,, — D O.B.d.A.ist z, € I,(S)NU.Da z, nicht in D (5) enthalten

ist, existiert eine vergangenheitsnichterweiterbare Kurve c¢,,, die in «,, startet und S nicht trifft.
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Da U in konvexer Menge V enthalten ist, muss c,, die Menge U verlassen. Sei y,, der erste Schnitt-
punkt von ¢, mit OU. Da U kompakt ist, kénnen wir nach Ubergang zu Teilfolge annehmen,
dass y, — y € OU. Es gilt dann y,, < x,,. In konvexer Menge ist aber die Relation “<” abge-
schlossen: wegen z,, — p und y,, — y gilt dann y < p, sogar y < p (wegen y # p). Es gilt auch
y € I(S).

1. Fall: y € I.(S).

Dann existiert ein ¢ € S, s.d. ¢ < y und somit ¢ < p, Widerspruch zu S achronal.

2.Faly € S.

Durch y < p erhalten wir einen Widerspruch zu S akausal.

3. Fall: y € I_(S).

Es existiert n, s.d. y, = ¢, (t,) € I_(S). Aber ¢, ([0,t,]) C U C I(S) = I_(S)USUL(S)

= ¢,([0,t,]) C I_(5)

= x, € I_(S5), Widerspruch zur Annahme an z,. v
c) Behauptung: Ist S C M abgeschlossen, so ist D(.S) offen.

Beweis der Behauptung: Es gentigt, zu zeigen, dass D4 (S) \ S = I+ (S) N D(S) offen ist. Denn dann
ist analog auch D_(S) \ S offen und somit

D(S) = (D+(8)\ 8)US U (D_(S)\ S) € (D+(S)\ $)UD (S) U (D_(S)\ S) € D(S)

= D(S) = (D4+(S)\ S)U D (S) U (D_(S) \ S) Vereinigung dreier offener Teilmengen.
Angenommen, p € D (S) \ S ist nicht innerer Punkt von D, (S) \ S

= Jz, €D (S)\S: z, —p

— Es existieren vergangenheitsnichterweiterbare kausale Kurven c¢,, : [0,b,) — M, die in z,,
starten und S nicht treffen (aufler moglicherweise im Startpunkt x,,). Weil S C M abgeschlossen

ist, istnach b) { M\ S, D (S)} eine offene Uberdeckung von M. Nach Proposition 2.3.8 existiert eine

offene Uberdeckung K von M durch konvexe Mengen, die S nicht treffen oder in D (S) enthalten
sind. Sei v Quasilimes von (¢, ), bzgl. K. Die Kurve 7 ist vergangenheitsnichterweiterbar kausal,
und startet in p. Wegen p € D, (S) trifft v die Menge S in einem eindeutigen Punkt v(s). Fur
zugehorige Grenzfolge p = pp > p1 > ... seii so, dass

pi > () > piy1-

Das Element von K, das dieses Segment von v enthilt, trifft S (in v(s)) und ist somit in D (S)
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enthalten. Wegen S akausal ist p; ¢ S.

pi <pE€D(S) = pi € Dy(5), dh.p; € Di(5)\ S =I1.(5)ND(S)
—  pi € 1.(5)N D (5) offen

= Fiir n > 0 trifft ¢, die Menge I (S)N D (S) € D4(S) in einem Punkt
Yn = cn(tn)

= Furn > 0 trifft Cn)| auch S,

tn,bn)
Widerspruch. v
d) Sei nun S nicht notwendig abgeschlossen. Die Cauchy-Entwicklungen der Zusammenhangs-
komponenten von S sind paarweise disjunkt, denn fiir p € D(S1) N D(S2) (wobei S und Sz zwei
Zusammenhangskomponenten von S sind) trifft jede nichterweiterbare kausale Kurve durch p
sowohl S; in ¢; als auch S in g2, woraus g1 < g2 oder g2 < ¢; folgt, im Widerspruch zu S akausal.
Also sei S 0.B.d.A. zusammenhidngend. Dann ist auch I(.S) zusammenhédngend, und S C I(S) ist
abgeschlossen. Wir kénnen c) anwenden auf I(S) statt M und erhalten: D(S) = D(5)(S9) ist offen
in I(S). Da I(S) C M offen ist, ist ebenfalls D(S) C M offen.

Die Global-Hyperbolizitit folgt dann aus Satz 2.7.3. O

Bemerkung. Die Proposition 2.7.6 gilt nicht wenn man “akausal” zu achronal abschwiécht, siehe
Beispiel von vorhin.

LEMMA 2.7.7. Sei A C M achronal und p elo) (A)\ I_(A). Dann ist J_(p) N D4 (A) kompakt.

Do (A)

J_(p) N D4(A)

D_(A)

Beweis. Sei (), eine Folge aus J_(p) N D4 (A). Wiahle vergangenheitsgerichtete kausale Kurve
¢, von p nach x,,.

Falls eine Teilfolge von (z,), gegen p konvergiert, ist es nichts mehr zu zeigen.

Ansonsten kénnen wir Proposition 2.4.2 anwenden und erhalten Grenzfolge p =: po > p1 > .. ..
1. Fall: Diese Grenzfolge ist endlich, p =: py > p1 > ... > pn.

Fiir Teilfolge gilt dann z,, T DN € J_(p). Es bleibt noch zu zeigen, dass px € D4 (A). Wihle

py € I+ (p) N D4 (A). Aus py > p > pn folgt p > pn, d.h. es existiert eine zeitartige vergangen-
heitsgerichtete Kurve v von p4 nach py.
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Falls v die Menge A trifft, so ist py € A C D4 (A) oder py € I_(A). Im letzten Fall miisste
xn € I_(A) fur n > 0, Widerspruch zu z,, € I, (A).

Falls v die Menge A nicht trifft, dann ist py € Dy (A).

2. Fall: Diese Grenzfolge ist unendlich.

Dann ist Quasilimes v vergangenheitsnichterweiterbare kausale Kurve, die in p startet, also I_ (A)
trifft nach Lemma 2.7.2 (2).

— p; € I_(A) furi>0

= x, € I_(A) fur n > 0, Widerspruch zu z,, € D4 (A). O

Definition 2.7.8. Fiir p € M und A C M sei

7(A,p) :=sup7(q,p).
qeA

SATZ 2.7.9. Sei S C M abgeschlossene achronale raumartige (glatte) Hyperfliche. Zu p € D(S) existiert
eine Geodiitische ¢ von S nach p der Linge 7(S, p). Die Geodiitische c steht senkrecht auf S, hat keinen
Brennpunkt vor p, und ist zeitartig, es sei denn p € S.

D_(S)

Beweis. Aus Lemma 2.7.5 folgt, dass S akausal ist, und aus Proposition 2.7.6, dass D(.S) offen und
global-hyperbolisch ist. O.B.d.A. seip € D, (5).
Wir wissen aus Lemma 2.7.7, dass J_(p) N D (S) kompakt ist, so dass

J ) NS=(J(p)nD(sHn S

kompakt abgeschlossen



94 KAPITEL 2. KAUSALITAT

ebenfalls kompakt ist. Nach Proposition 2.6.5 ist 7 stetig auf J_(p) N S, so dass 7(-,p) das Ma-
ximum 7(S, p) auf J_(p) N S in einem Punkt ¢ annimmt. Es gibt nach Lemma 2.6.4 eine kausale
Geodadtische ¢ von ¢ nach p der Lange 7(g, p). Stinde ¢ nicht senkrecht auf S oder hitte ¢ einen
Brennpunkt vor p, so konnte man ¢ zu lingerer zeitartiger Kurve von S nach p deformieren, im
Widerspruch zur Maximalitdt der Lange. O

Definition 2.7.10. Sei A C M achronal. Dann heifit
H. (A) = D1 (A)\ I (D4 (4)) = {p € Dy(A)| L (p) N D1 (A) = 0}

Zukunfts-Cauchy-Horizont von A. Amnalog definiert man den Vergangenheits-Cauchy-Horizont
H_(A) von A. Der Cauchy-Horizont H(A) von A wird definiert durch H(A) := H, (A) U H_(A).

Beispiele. Sei M der Minkowski-Raum.

(1) Setze A; := {0} x R"~!. Dann gilt D4 (A;) = J; (A1) und H, (A1) = 0. Analog gilt H_(A;) =0
und somit H(A4;) = 0.

(2) Setze Ay := H"™! (der (n — 1)-dimensionale hyperbolische Raum). Dann ist D(A45) = 1,(0),
und es gilt H, (A2) =0, H_(A2) = C(0).

(3) Setze A3 := C4(0). Dann gilt D(As) = D1 (As) = J+(0), H1-(A3) =0, und H_(A3) = C(0).
(4) Sei dim(M) = 2 und betrachte A, := {0} x (—1,1).

Hier ist Hy (A4) € J1(Ag).

LEMMA 2.7.11. Sei A C M achronal. Dann gilt:
(1) Hy (A) ist abgeschlossen.

(2) Hy(A) ist achronal.

(3) Falls A abgeschlossen ist, so ist

Dy (A) = {p € M |jede vergangenheitsnichterweiterbare zeitartige Kurve durch p trifft A}.

(4) Falls A abgeschlossen ist, so ist
8D:|:(A) =AU Hi(A)

Beweis.
(1) Hy(A) = D4i(A) \Ix(D+(A)) ist abgeschlossen.
N—— —

abgeschlossen offen

(2) Da I (H(A)) offen ist, und wegen I, (H.(A)) N Dy (A) = 0, gilt I, (H(A)) N D (A) = 0,



2.7. CAUCHY-ENTWICKLUNGEN UND CAUCHY-HORIZONTE 95

also I (H{(A)) N Hy(A) =0, d.h. H{(A) ist achronal.

(3) Setze X := {p € M |jede vergangenheitsnichterweiterbare zeitartige Kurve durch p trifft A}.
Behauptung: D (A) C X.

Beweis der Behauptung: Angenommen, es gédbe p € D (A) \ X. Wegen p ¢ X, existiert eine ver-
gangenheitsnichterweiterbare zeitartige Kurve ¢ : [0,b) — M, die in p startet und A nicht trifft.

Insbesondere gilt p ¢ A. Da A abgeschlossen ist, existiert eine konvexe Umgebung U von p mit
UnA=0.

Waihle ¢ := c(e) € U,sd.p € I,(¢q,U). Da I (q,U) eine offene Umgebung von p ist, und we-
gen p € D (A), existiert ein r € I, (¢,U) N D4 (A). Sei v die vergangenheitsgerichtete zeitartige
Geoditische von r nach ¢. Das Bild von « ist in U enthalten, und U N A = (), deswegen trifft
die Menge A nicht. Die Kurve y U ¢|_,  ist aber eine vergangenheitsnichterweiterbare zeitartige
Kurve, die in r € D4 (A) startet, daher muss sie A treffen, Widerspruch. v
Behauptung: X C D (A).

Beweis der Behauptung: Sei p ¢ D (A). Wahle q € I_(p, M \ D4 (A)). Wegen q ¢ D (A) existiert
eine vergangenheitsnichterweiterbare kausale Kurve in M, die in p startet und A nicht trifft. Aus
Lemma 2.5.11 folgt die Existenz einer vergangenheitsnichterweiterbaren zeitartigen Kurve in A/,
die in p startet und A nicht trifft. Somit ist p ¢ X. v
(4)a) Behauptung: A C 0D (A).

Beweis der Behauptung: Wir wissen schon, A C D4 (A) C Dy (A). Wéare p € AN DO+ (A), so wihle

g €Dy (A) NI_(p). Sei ¢ eine vergangenheitsnichterweiterbare zeitartige Kurve, die in ¢ startet.
Da g € D, (A), muss ¢ die Menge A in einem Punkt r treffen. Somit gilt » < p mitr, p € A, im
Widerspruch zu A achronal. v
b) Behauptung: H, (A) C 8D, (A).

Beweis der Behauptung: Nach Definition gilt H, (A) C D (A). Gébe eseinp € Hy(A)N Dy (A), so
wadre I (p) N D4 (A) nicht leer, im Widerspruch zu p € H, (A). v
c) Behauptung: 0D (A) C AU H,(A).

Beweis der Behauptung: Angenommen, es gébe p € 9D (A)\(AUH(A)). Wegen p € D, (A)\ A gilt
nach (3) p € I, (A). Aberp € Dy (A)\ H;(A),sodassein g € I (p)N D (A) existiert. Die Teilmen-
ge I (A) N I_(q) ist eine offene Umgebung von p. Bleibt zu zeigen, dass I, (A) N I_(q) C D4 (A),
denn dann wiére p ein innerer Punkt von D4 (A) im Widerspruch zu p € 0D (A).
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Seir € I+ (A) NI_(q), sei c vergangenheitsnichterweiterbare kausale Kurve, die in r startet. Sei
~ eine vergangenheitsgerichtete zeitartige Kurve von ¢ nach . Wegen r € I (A), bleibt das Bild
von v in I (A). Die Menge A ist aber achronal, d.-h. ANI; (A) = (), also kann ~ die Menge A nicht
treffen. Aus ¢ € D, (A) folgt, dass v U c die Menge A trifft, d.h. ctrifft A, dh.r € D, (A). v O

PROPOSITION 2.7.12. Sei S C M eine abgeschlossene akausale topologische Hyperfliche. Dann gilt:

(1) Hy (S) = I.(S) N 0D (S) = D4 (5) \ D+(9).

(2) H (S)NnS =0.

(3) Hy(S) ist eine abgeschlossene achronale topologische Hyperfliche.

(4) In jedem Punkt von H (S) startet eine vergangenheitsnichterweiterbare lichtartige Geoditische ohne
konjugierte Punkte, die ganz in H (S) verliuft.

Beweis.

(1) Wir wissen schon, dass H(S) C D1 (S) c SUI.(S) (die letzte Inklusion folgt aus Lemma
2.7.11 (3)). Gébe es jetzt ein p € H. (S) N D4 (S), dann trafe I (p) auch D(S) (denn D(S) ist offen
nach Proposition 2.7.6). Wegen S achronal trifft I, (p) die Menge D_(S) nicht

= I (p) trifft D, (S) im Widerspruch zu p € H(S)

= H,(S)ND4(S) =0, und wegen S C D, (5) gilt H{(S)NS =10

= H,(S) C I, (S). Es gilt dann

I, (S)NIDL(S) = (SUHL(S))NIL(S) (nachLemma?2.7.11(4))
= Hi(S)NIL.(5)

Wir wissen schon, dass H. (S)N D, (S) = 0, also Hy(S) C D4 (S)\D(S).Seip € D4 (S)\ D4(9).
Bleibt zu zeigen, dass p € H(S), d.h. Iy (p) N D4(S) = 0.

Sei ¢ € I.(p). Wahle vergangenheitsgerichtete zeitartige Kurve v von ¢ nach p. Dap ¢ S U
I_(S), trifft v die Menge S nicht. Wegen p ¢ D (.S) existiert eine vergangenheitsnichterweiterbare
kausale Kurve ¢, die in p startet und S nicht trifft

= v U cstartet in g, trifft S nicht, und ist vergangenheitsnichterweiterbar kausal

Q) H.(NSY SAL(S) NIDL(S)=0. v
—_———
=0, da S achronal
(3) Setze B := D, (S) UI_(S). Dies ist eine Vergangenheitsmenge (siehe Definition 2.5.7). Aus

Korollar 2.5.8 folgt, dass 0B eine topologische Hyperflache ist. Andererseits gilt es nach (1) und
wegen I_(S) NI (S) =0

H(S) = 0D+ (S)N1(S) = 0BNI.(5),

somit ist H, (S5) eine offene Teilmenge der topologischen Hyperfliche 0B, damit selbst eine. Dass
H_ (S) achronal und abgeschlossen ist, folgt aus Lemma 2.7.11. v

(4)Seip € H(S) W D4 (5)\ D4+(S). Wegen p ¢ D, (95) existiert es eine vergangenheitsnichter-

weiterbare kausale Kurve ¢, die in p startet und S nicht trifft. Aus Lemma 2.7.11 (3) folgt, dass eine
solche Kurve nicht zeitartig sein kann, d.h. ¢ kann nicht zu zeitartiger Kurve deformiert werden,
die in p startet und S vermeidet. Nach Lemma 2.5.11 (2) ist ¢ lichtartige (Prd-)Geodétische ohne
konjugierte Punkte. Bleibt zu zeigen, dass ¢ den Cauchy-Horizont H (S) nicht verlasst.

Tréfe ¢ die Cauchy-Entwicklung D (S), so trdfe sie auch S, Widerspruch. Gédbe es ein c(s) ¢
D (S), so gdbe es eine vergangenheitsnichterweiterbare zeitartige Kurve v, die in ¢(s) startet und
S nicht trifft. Lemma 2.5.11 (2) angewandt auf ¢, 0. YUY liefert zeitartige Kurve, die in p startet und

S nicht trifft, Widerspruch zu p € D (S). v o
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KOROLLAR 2.7.13. Sei S C M nichtleere abgeschlossene akausale topologische Hyperfliche. Dann gilt:
(1) S ist Cauchy-Hyperfliche genau dann, wenn H(S) = (.
(2) Falls jede nichterweiterbare lichtartige Geodiitische S trifft, so ist S Cauchy-Hyperfliche.

Beweis.

(1) Wir wissen schon aus Proposition 2.7.6, dass D(S) offen ist. Ferner gilt S = D (S) N D_(9),
denn wire p € (D4 (S)ND_(5))\ S, dann miisste jede nichterweiterbare zeitartige Kurve durch p
die Menge S in der Zukunft und in der Vergangenheit von p treffen, im Widerspruch zur Achro-
nalitdt von S. Daher gilt

aD(S) = D(S
\ D(S)

(D-(S)\ D(9))

U (D=(8)\ D_(9))

—(S) mnach Proposition 2.7.12 (1)

|

—_ o~
+
—
N
S~—

Daraus folgt, dass

H(S)=0 < 9D(S)=10
& D(S)=M (M ist zusammenhingend)
& §ist Cauchy-Hyperflache.

v
(2) Seip € H(S), 0.B.d.A.p € H(S). Zu zeigen ist, es gibt eine vergangenheitsnichterweiterbare
lichtartige Geodaétische, die S nicht trifft. Nach Proposition 2.7.12 (4) startet in p eine vergangen-
heitsnichterweiterbare lichtartige Geoditische ¢, die in H. (S) verlduft. Aus Proposition 2.7.12 (2)
gilt H, (S) N S = 0, also c trifft S nicht.
Trafe die maximale Erweiterung von ¢ zu Geoditischer in der Zukunft die Menge S in einem
Punkt g, so wire ¢ > p. Wegen p € H.(S) C I.(S) gilt dann ¢ € S N I (S), Widerspruch zu S

achronal. v O
Beispiele.

1) Sei M := S7(r) der de-Sitter-Raum und S := M N X, wobei X C R"T! eine raumartige
Hyperebene ist.

Die Teilmenge S ist eine akausale Hyperfldche in M.
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Andererseits, jede lichtartige Geoditische ist der Form M N E, wobei E C R™"! eine entartete
Ebene ist.

Die Schnittmenge X N E ist eine raumartige Gerade und trifft daher M. Somit ist S eine Cauchy-
Hyperflache. Insbesondere ist M global-hyperbolisch.

2)Sei (M :=1x N,g:= —dt®dt+ f(t)?gn) eine Robertson-Walker-Raumzeit, wobei (V, gx) eine
vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit ist und f : I — Ry eine (glatte) Verzerrungsfunktion.
Setze S := {to} x N, mit ¢y € I fest.
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Fiir kausale Kurve ¢(s) = (¢(s),y(s)) gilt

0> g(é(s),¢(s)) = = ((s))* + f(t()*gn (4(5), 7(5)),

und somit [{| > f||¥||n. Wire £(s) = 0, so auch %(s) = 0 und damit ¢(s) = 0, Widerspruch zu ¢
kausal. Deswegen muss entweder ¢ > 0 auf ganz I oder ¢ < 0 auf ganz [

= t(s) = to fur hochstens ein s

= S ist akausal.

Seinun ¢ = (¢,7) : (a,b) — M eine nichterweiterbare lichartige Geoditische. O.B.d.A. sei ¢ > 0.
Wihle sg € (a,b) und setze ¢ I=max (f), wobei

7. [ [to,t(s0)] falls to < (so)
'_{ [t(s0),to] falls to > t(s0)

Nach Korollar 1.4.3 ist #(f o t) = n > 0 konstant, und somit { = zL; > 4 > O solange ¢ € .J

= t erreicht ¢, spatenstens bei s = so + %(top — t(s0)), insbesondere nach endlicher Zeit.

Die Kurve v ist Prageodétische in N. Die Gleichung kann wegen der Vollstandigkeit von S auf
kompaktem Intervall gelost werden, solange ¢ das Intervall I nicht verlasst.

Daraus folgt, dass S eine Cauchy-Hyperfldche ist, und dass M global-hyperbolisch ist.

2.8 Der Singularititensatz von Hawking

Erinnerung: Ist M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit und S C M eine p-dimensionale
semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, dann ist fiir € S der mittlere Kriimmungsvektor H(x)
definiert durch

12
H(z):= , Zsjll(ej,ej),
j=1

wobei ey, . .., e, eine verallgemeinerte orthonormale Basis von T;,S bilden und ¢; := g(e;, e;).

SATz 2.8.1 (Singularitdtensatz von Hawking). Sei M eine n-dimensionale zusammenhingende zeitori-
entierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Es gelte

ric(X,X) >0

fiir alle X € T'M zeitartig. Sei S C M eine raumartige Cauchy-Hyperfliche mit mittlerem Kriimmungs-
vektorfeld H. Sei v das zukunftsgerichtete Einheitsnormalenfeld an S. Es gebe ein 5 > 0, s.d.

(H,v) > p.

Dann hat jede zukunftsgerichtete zeitartige Kurve, die in S startet, Linge < 3.
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Physikalische Interpretation: Die Lorentz-Mannigfaltigkeit M modelliert die Raumzeit und die
Cauchy-Hyperfliche S das gegenwirtige raumliche Universum.

Zur Bedingung ric(X, X') > 0: Die Einstein’sche Feldgleichung in Dimension 4 lautet
. 1
87T = ric — iscalg,

wobei T der Energie-Impuls-Tensor ist. Insbesondere gilt 87tr,(T') = scal — 3scal - 4 = —scal,
somit kann die Feldgleichung in die folgende Form umgeschrieben werden:

81T = ric + 4ntry(T)g,

woraus folgt, fiir alle zeitartige Vektoren X
1
ric(X, X) >0 T(X,X) > §trg(T)g(X,X).

Diese Ungleichung ist als starke Energie-Bedingung bekannt, wobei T'(X, X) als Energiedichte
interpretiert wird, die von einem Beobachter beobachtet wird, dessen Weltlinie Tangentenvektor
X hat.

Zur Bedingung (H,v) > f: Das raumliche Universum zieht sich mit Mindestrate  gegenwartig
Zusammen.

Schlussfolgerung: Das Universum existiert hochstens noch die Zeit % (spétestens nach Zeit % tritt
Endknallsingularitit auf).

Fiir den Beweis des Satzes 2.8.1 brauchen wir die folgende Proposition:

PROPOSITION 2.8.2 (1. und 2. Variation der Lénge zeitartiger Kurven). Sei M eine Lorentz-
Mannigfaltigkeit, sei c : [a,b] — M eine zeitartige Geodiitische und sei c, glatte Variation von c durch
zeitartige Kurven mit Variationsfeld V = %|5:0 und Beschleunigungsfeld A = 3- h:o%- Dann gilt:

(D) g Llealls=o = (V (@), ragay) — (V). riyp)-

(2) &= Llcs]ls=0 = (Aa), ath) = (A®), k) = [ ZUR(V, OV, 6) + (B, TL) + (TE, )2 ).

Beweis. Sei ¢ : [a,b] — M eine zeitartige Geoditische und c, eine glatte Variation von ¢ mit
Variationsfeld V' und Beschleunigungsfeld A.
(1) Schreibe V; := “=. Es gilt dann:

b
diL[cs] = di V= {és é5)dt
S 5 Ja

b g o
= /7<68’C>dt
a 2 _<é57és>
b .
V Ocs ¢4
— — =, —\dt
/a<(9s (’“)1€’|c's|>
b .
V dcs ¢
= - ——, —)dt
/a <8t 0s’ |és|>

b .
VVs ¢
B _/a< o Te ™
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Fiir s = 0 erhalten wir

d VYV ¢
d_SL[Cs”s:O = _/a <W7H>dt
b . .
d c V., ¢
= - [ GG - g
——
=0
c
= V. —=\|b
< 7|C|> a’
woraus die erste Aussage folgt.
(2) Fur die zweite Variation gilt
d? d b VY,
—L s||s= - T |s= A T dt
ds2 [C” 0 d8| 0/a< ot |Cs|>
b : .
\Y VVs ¢ N ¢s
= —/a {<$|S:OW’H>+<7’$|S:0(E)>}dt
b .
) \YARY ¢
- _‘/a {<R(Vuc)v+§g|s:0v;um>
~———
=A
N4 \% 0
—_._s:.s__s: .s. dt
g (g lemots = g lmollD) }
b : : ,
) ¢ d ¢ V., ¢
= - [{mmavig + S D) - (Ao
——
=0
vV 1 VvV (%6,
o Taa T oo
. b .
I L LYV V1T,
= Al [ {IRVV ) + o T + T 2
woraus die zweite Aussage folgt. O

Beweis des Satzes 2.8.1. Sei « eine zukunftsgerichtete zeitartige Kurve, die in S startet und in p
endet. Der Punkt p liegt dann in I, (S) = D4(S) \ S. Nach Satz 2.7.9 existiert eine zeitartige
Geodatische ¢ : [0,0] — M mitc(0) € S, ¢(0) L S, e(b) =pund Lic] = 7(S, p). O.B.d.A. sei ¢ nach
Eigenzeit parametrisiert, d.h. |¢| = 1. Zu zeigen ist, b = L[c] < %

Sei e € T, (S ein Einheitsvektor.
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Sei E das raumartige parallele Einheitsvektorfeld lings ¢ mit E(0) = e. Sei ¢ eine Variation von
¢ mit Variationsfeld V (¢) = (1 — £)E(t), ¢s(0) € S, und ¢5(b) = p. Da ¢ lingste Verbindung von S
nach p ist, gilt

d? .
02 gtlollns = (4000 -0
1.1 1. .
{ 1— =)V (R(E,¢)E,¢) + (— bE’_5E>+ <—5E,c> tdt
———
=0
\Y (?cS . 1
= <8888 /{1—— R(E,¢)E,¢) + b_Q}dt
t 1
— IV, V) + / (1= 1) (R(e, B)E, &) di — 7.
0
Fiir eine Orthonormalbasis ey, . .., e, 1 von T, (o) S erhalten wir die entsprechenden E1, ..., Ey, 1.
Summation liefert
b J—
0 > ((n—1)H,v) +/ (1- E)21‘ic(é,c')dt— n-1
0 b’ ~——
>0
n—1
> -1
> (n-1) —
und somit b < % O

Beispiele.
1) Sei M eine (n + 1)-dimensionale Robertson-Walker-Raumzeit.

I
Wir haben schon bewiesen, dass ric(v,v) = —n%ﬂ, wobei v := %. Im Beweis des Hawking’schen
Singularitdtensatzes wird die Voraussetzung ric(X, X) > 0 nur fiir X := ¢(¢) benutzt, wobei ¢

Geoddtische sind, die in S und senkrecht zu S starten. Im Beispiel ist dies gerade X = v. Jetzt ist
die Bedingung ric(v,v) > 0 dquivalent dazu, dass f” < 0, d.h. dass f konkav ist.

Die Weingarten-Abbildung von S in M beztiglich v ist gegeben durch

f'(to)
f(to)
I'(to)

somit ist H = v und (H,v) > B genau dann, wenn fj/(( )) < —B.

W= id,
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2) Sei M der n-dimensionale Minkowski-Raum. Es gilt ric = 0. Betrachte S := —H"~!(r) wobei
H" Y(r) := {2 € M| (z,2) = —r? und 2° > 0}. Dann gilt im Punkt p € S: H(p) = 5p und
v(p) := —1p, somit (H(p),v(p)) = — 5 (p,p) = + = B.

——r2

H(p)

Aber: die maximalen zeitartigen Geodétischen, die in S starten, haben unendliche Lange!

Grund: S ist nicht Cauchy-Hyperflache im Minkowski-Raum. S ist jedoch Cauchy-Hyperfldche
in D(S) = I_(0), wo maximale zeitartige Geoditische, die in S starten, in der Tat Lange r = %
haben. In diesem Beispiel ist die Abschédtzung aus dem Hawking’schen Singularitdtensatz somit

scharf.

2.9 Der Singularititensatz von Penrose

LEMMA 2.9.1. Sei H € R™ und (-, -)) der Minkowski-Skalarprodukt. Dann sind dquivalent:
(1) (H, X)) > 0 fiir alle X € R™ zukunftsgerichtet lichtartig.

(2) {(H, X)) > 0 fiir alle X € R™ zukunftsgerichtet kausal.

(3) H ist vergangenheitsgerichtet zeitartig.

Beweis.
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“(3)=(2)”: Nach Anwendung einer zeitorientierungserhaltenden Lorentz-Transformation ist
0.B.d.A. H = —ceg mit ¢ > 0.

{X ] (H, X)) >0}

\/ {X| (H, X)) =0}

{(X] (H,X) <0}

“(2)=-(1)": trivial.

“MH=0)"
{H | (H, X)) <0}
{H | (H, X)) =0}
{H| (H,X) >0}
= XECDO)\{O} {H | (H, X)) >0} =I(0). .

Definition 2.9.2. Eine zusammenhiingende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit heifit zukunftszeit-
vollstandig, falls fiir alle zukunftsgerichteten zeitartigen Vektoren X € TM die Geodiitische t +—
exp(tX) auf ganz [0, co) definiert ist. Analog definiert man vergangenheitszeitvollstandige, zukunfts-
lichtvollstindige bzw. vergangenheitslichtvollstandige Lorentz-Mannigfaltigkeiten.

Beispiel. Sei M := D(—H"™!) = I_(0) C Minkowski-Raum. Die Lorentz-Mannigfaltigkeit M
ist nicht zukunftszeitvollstandig, nicht zukunftslichtvollstindig, wohl aber vergangenheitszeit-
vollstandig und vergangenheitslichtvollstandig.

Definition 2.9.3. Eine abgeschlossene achronale Teilmenge A C M heifit zukunftsgefangen bzw. ver-
gangenheitsgefangen falls J1 (A) \ I+ (A) bzw. J_(A) \ I_(A) kompakt ist.

Beispiel. Sei (M, g) := (R x S',—dt? + df*) und A := {p}. Die Teilmenge A ist zukunfts- und
vergangenheitsgefangen.
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Je(p)\Iy(p)—T )

identifiziere!

Bemerkungen.
1) Ist A C M zukunftsgefangen, soist A C J;(A). Aber AN I, (A) = 0 (Aistachronal), so dass

A LA\ (4)

abgeschl. kompakt

= A ist kompakt.
2) Ist A C M beliebig, so ist J+(A) \ I+(A) achronal. Denn: ist p € I;(J4(A) \ I+(4)) C
11 (J4(A)) = 1+ (A), soistp & J(A)\ [ (A). Alsoist I (J1(A) \ I1.(A)) N (J(A) \ [1.(4)) = 0.

LEMMA 2.9.4. Sei M eine n-dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit, sei p € M, sei £ € T,M lichtartig

und seien ey, . .., en_o € Tp,M raumartig und orthonormal mit e; L ¢ fiir alle j.
Dann ist
n—2
ric(,0) = > (R(L,¢;)e;, 0).
j=1
Beweis. Wir ergédnzen ey, ..., e,—2 durch e,_1, e, zu einer verallgemeinerten Orthonormalbasis

von T, M und zwar so, dass e, raumartig ist, e,, zeitartig, und e,,—1 + e, ein Vielfaches von /.
Nach Definition ist

n—1
ric(£,0) = Y (R(L,¢5)e;,0) — (R(L, en)en, L)
j=1
Es ist also
(R(¢,en—1)en—1,L) — (R({, en)en, l) =0 (2.1)

zu zeigen. Da e,,_1 + e, ein Vielfaches von ¢ ist, gilt

(R(£,en—1 + en)en—1,£) = 0, (2.2)
(R(¢,en—1+en)en,ty = 0. (2.3)
Subtrahieren wir (2.3) von (2.2), so erhalten wir (2.1). a

PROPOSITION 2.9.5. Sei M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit, sei P C M eine raumartige Untermannigfal-
tigkeit der Kodimension 2 mit mittlerem Kriimmungsvektorfeld H. Sei ¢ : [0,b] — M eine lichtartige
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Geoditische, die in p startet mit ¢(0) € N, P. Es gelte:
(1) ric(¢(t), ¢(t)) > 0 fiiralle t € [0, b]
(2) (H(p), ¢(0)) > 3.

Dann hat c eine Brennstelle in (0, b).

Beweis. Wir nehmen an, ¢ habe keine Brennstelle in (0, b], und fiihren dies zum Widerspruch.

a)Sei ey, ..., e,_2 eine Orthonormalbasis von T}, P. Wir betrachten die Jacobifelder .7; langs ¢ mit
den Anfangsbedingungen J;(0) = ¢; und %.7:(0) = I1(e;,¢(0)). Ferner betrachten wir Jo(t) :=
t-¢(t), d. h. das Jacobifeld mit den Anfangsbedingungen J,(0) = 0 und 3, J(0) = ¢(0).

b) Wir zeigen, dass Jy(t), . .., Jn—2(t) fiir jedes t € (0, b] eine Basis von ¢(t)* bildet.

Da c lichtartig ist, ist Jo(t) € ¢(t)* fiir alle ¢. Fiir i > 1 gilt wegen %(ji,é) = (g—J ¢) =
<§/(é7 tji)év é> = 0, <'-717 é>|t:0 = <ei7 é(0)> = 0 sowie %<L7lv é)lt:O = <%t71( ) ( )>
(II(e;,¢(0)),¢(0)) = 0 die Gleichung (7;(t), ¢(t)) = 0 fiir alle ¢, d. h. Ji(t) € ¢(t)*.

Bleibt zu zeigen, dass Jo (%), . . . , Jn—2(%) linear unabhéngig sind. Angenommen, sie wéren fiir ein
t € (0, b] linear abhédngig. Dann gibe es ay, . .., an—2 € R, nicht alle gleich 0, so dass

n—2
Yo ai0) -
i=0

Nun gelten fiir das nichttriviale Jacobifeld J := Z?:_Oz a; - J; die Bedingungen J(0) =

Yo aie; € TyP, tan(§.7(0)) = tan(32707 aill(es, &(0)) + aoi(0)) = tan(3727 il (i, ¢(0))) =
tan(] I(J(0),¢(0))) sowie J (t) = 0. Also ist ¢ eine Brennstelle im Widerspruch zur Annahme.
c) Wir zeigen, dass (X 7;(t), J;(t)) = (Ji(t), % J;(t)) fiir alle 4, j und ¢.

Wegen der Symmetrien des Krimmungstensors ist 4 (¥ 7;, 7;) — (i, % 7;)) = (35 Ji(t), T; (1)) —
(Fi(t), gz Tj(1) = (R(&, Ti(£))é, Tj(t)) = (Fi(t), R(¢, T;(1))¢) = 0 und somit (3 T, Tj) — (T .7
konstant. Fiir i, j > 1ist (3 7:(0), 7;(0)) = (7:(0), 5.75(0)) = (IT(es,é(0)), e5) — (es, I1(e;, ¢(0)))

—(I1(ei, €5),¢(0))+(I1(ej, €;),¢(0)) = 0 wegen der Symmetrie von I1. Ferner ist (3 75(0), J;(0)) —
<'-70( )7 dtj7( )) - <C(O),€‘ > < ) dt'jj( )> =0. Injedem Fall ist also <%L7lﬂ7]> - <L717 %j7> =0.
d) Sei V ein glattes Vektorfeld langs ¢ mit V' (¢) L ¢(t) fur alle ¢ und V(0) € T,,P sowie V(b) = 0.
Wir zeigen

/0 <<§tv Z:V> (B V)V, C'>) dt — (¢(0), I1(V(0),V(0))) > 0 (2.4)

und ,= 0” gilt genau dann, wenn V' tangential an c ist.

Nach b) gibt es eindeutige glatte Funktionen f; : (0,b] — R, so dass V(¢) = Z?:_Oz Fi() T (t) fur
alle t € (0,b]. Wir definieren die Vektorfelder X := Y02 f;,7; und Y := Y1~ 2 ;¥ 7;. Dann gilt
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%V:X—i—Yunddaher
d \Y \Y%
dt<VY> <dtVY> <V >
\Y
(Y a>
: < a0) (S sa)
V
dt

n— n—2
= (XY) <f7$,fl > <WZfiR(é,$)é>
=0
= (X,Y)+ Z fifi <Jj,dt$> (V,R(¢,V)é)
1,7=0
D) S .
- <X7Y> Zf]fz thdtJ] < (C V)V,C>
1,7=0

= 2AX,Y)+ (V,Y) — (R V)V, ¢)
= (X+Y,X4Y)—(X,X) = (R(&V)V,é)
V..V

- <dtv dtv> (X,X) = (R(¢, V)V, ¢).

Integration liefert fiir kleines € > 0

/Eb<X,X> dt = /Eb <<§tv, sz> —(R(¢, V)V, ¢) — %<V7 y>) dt
- /: (<ZV= VV> —(R(& V)V, c'>) dt + (V(€),Y ().

Neben Jo(t), ..., Jo—2(t) ist auch +76(t) = é(t), Ji(t), ..., Tn—2(t ) eine Basis von ¢(t)*, die
den Vorteil hat, dass sie auch fiir ¢ = 0 eine Ba51s von ¢(0)* bildet. Also setzen sich
tfo(t), f1(t),..., fn—2(t) stetig nach t = 0 fort. Wegen V(0) € T,P ist ferner V(0) =

S £i(0)73(0) = Y2057 fi(0)es. Es folgt

&

VEYE) = @+ fi<s>%z-<s>>
n—2

Ve, Zfi<a>%$<a>>
=1
n—2 \VA

v(0), Zfi(0)5$<0>>

V), Y £O0) T e<o>>>

V(0), I1(V(0), é(0>>>
= —{II(V(0),V(0)),é(0)).

m

/

o
o
>

Il
P
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Damit ist

b

/Ob (<VV Vv> —{(R(c, V)V, é)) dt — (¢(0), II(V(0),V(0))) = lim [ (X, X)dt

dtdt SN

gezeigt. Da X (t) Linearkombination der J;(¢) ist, steht X (¢) auf dem lichtartigen Vektor ¢&(t) senk-
recht, kann also nicht zeitartig sein. Somit ist (X (¢), X (¢)) > 0 fuir alle t € (0,5] und die Unglei-
chung (2.4) ist bewiesen.

Gleichheit gilt genau dann, wenn (X (¢), X (¢)) = 0, d. h. wenn X () fiir alle ¢ lichtartig ist, d. h.
wenn f; =--- = fp,_o = 0ist. Wegen f;(b) = 0 ist dies dquivalentzu f; = ... = f,_2 =0,d. h. zu
V(t) = fo(t)Jo = fo(t)té(t), d. h. dazu, dass V tangential an c ist.

e) Fiir einen Einheitsvektor e € T, P betrachten wir V' (t) := (1 — ¢/b)E(t), wobei E das parallele
Vektorfeld ldngs cist mit F(0) = e. Dann erfiillt V die Bedingungen aus d) und ist nicht tangential
an c. Also gilt

0 < /Ob ((FrgV) -~ RV ) di = (60 11 0). V()
— /Ob (<_T1E_T1E> — (1 —t/b)*(R(¢, E)E,c')) dt — (¢(0),I1(e,e))

b 2 . . .
/O (sz —(1—t/b) (R(c,E)E,c)) dt — (&(0), I1(e, €))
1 b
- L / (1= t/b(R(E, E)E, &) dt — (é(0), II(c, ¢))
0

Nehmen wir e = e; und summieren wir tiber i, so erhalten wir unter Benutzung von Lemma 2.9.4

_ b
0 < "b 2_/ (1 —t/b)* ric(é,¢) dt — (n—2) (¢(0),H(p)) < 0,
0 >0 2

o=

Widerspruch! O

PROPOSITION 2.9.6. Sei M eine zusammenhingende zeitorientierte zukunftslichtvollstindige Lorentz-
Mannigfaltigkeit mit ric(X, X)) > 0 fiir alle lichtartigen Vektoren X € TM. Sei P C M eine kompakte
achronale raumartige Untermannigfaltigkeit der Kodimension 2. Dann gilt: Ist das mittlere Kriimmungs-
vektorfeld H von P vergangenheitsgerichtet zeitartig, so ist P zukunftsgefangen.

Beweis.
a) Beztiglich einer beliebig gewéhlten riemannschen Metrik h auf M definiere

P := {X € NP| X zukunftsgerichtet lichtartig und h(X, X) = 1}.
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PN N,P=——

Die Fupunktabbildung 7 : NP —s P macht P zu einer zweifachen Uberlagerung von P. Insbe-
sondere ist P kompakt.

b) Zu X € P ist nach Lemma 2.9.1 (H(x(X)), X)) > 0. Wegen P kompakt existiert ein b > 0 so,
dass (H(m(X)),X)) > 1 firalle X € P. Da M zukunftslichtvollstindig ist, ist ¢ —s cx (t) :=
exp(tX) auf [0, c0) definiert, insbesondere auf [0, b]. Aus der Proposition 2.9.5 folgt, dass cx eine
Brennstelle in (0, b] hat.

¢) Seinun g € J(P) \ I4(P). Dann existiert nach Satz 2.2.12 eine zukunftsgerichtete lichtartige
Geodadtische ¢ von P nach ¢ ohne Brennpunkt vor ¢, mit ¢(0) € NP

= c=cx furein X € P

= g = cx(t) mit ¢ € [0, b].

Daraus folgt, dass J, (P) \ I (P) C exp(K), wobei K := {tX|0 <t < b, X € P}. Wegen K
kompakt ist exp(K') ebenfalls kompakt.

d) Sei (¢, )n eine Folge in J (P)\ I (P). Nach Ubergang zu Teilfolge kénnen wir annehmen, dass
In —7 Qoo € exp(K) C J4(P). Wére g € I4+(P), so wére ¢, € I (P) fiir n > 0 da I (P) offen

ist, Widerspruch. Also ¢ € J(P) \ I+ (P), und somit ist J; (P) \ I (P) kompakt. O

LEMMA 2.9.7. Sei M eine global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit, sei K C M kompakt. Dann
sind Jy (K) abgeschlossen.

Beweis. Sei (p;); eine Folge aus J4 (K) mit p; — p € M. Zu zeigen ist, p € J, (K). Wahle Folge
71— 00

(¢i); aus K mit ¢; < p;. Nach Ubergang zu Teilfolge konvergiert (¢;); gegen ein ¢ € K. Aus
Proposition 2.6.6 folgt dann g < p, d.h. p € Jy(q) C J(K). Der Beweis fiir J_ (K) geht analog.
O

SATZ 2.9.8 (Singularitdtensatz von Penrose). Sei M eine zusammenhingende zeitorientierte Lorentz-
Mannigfaltigkeit mit ric(X, X) > 0 fiir alle X € TM lichtartig. Die Mannigfaltigkeit M besitze eine
nicht kompakte Cauchy-Hyperfliche S C M und eine nichtleere kompakte raumartige achronale Un-
termannigfaltigkeit P C M der Kodimension 2 mit vergangenheitsgerichtetem zeitartigem mittlerem
Kriimmungsvektorfeld.

Dann ist M nicht zukunftslichtvollstindig.

Beweis. Angenommen, M ist zukunftslichtvollstandig.
a) Da M eine Cauchy-Hyperfldche besitzt, ist M/ nach Korollar 2.7.4 global-hyperbolisch. Wegen
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P kompakt ist J4 (P) nach Lemma 2.9.7 abgeschlossen., und somit

Je(P)\ L(P) = Tx(P)\ J4 (P) = 9J.(P).

Da J (P) eine Zukunftsmenge ist, ist 0.J; (P) nach Korollar 2.5.8 eine abgeschlossene topologi-
sche Hyperfliche. Gemaf3 Proposition 2.9.6 ist 0.J (P) kompakt. Also ist 9J (P) achronale kom-
pakte topologische Hyperflache von M.

b) Wire 0.J, (P) leer, so wére J4(P) = I (P) offen und abgeschlossen, und auch nicht leer (da
0 # P C J4(P)), und da M zusammenhidngend ist, wire M = I,(P), im Widerspruch zu P
achronal.

) Seip : 0J,(P) — S die durch den Fluss eines glatten zeitorientierten Vektorfeldes gegebene
Abbildung wie in Satz 2.5.13.

9J4(P)

glattes zeitartiges
Vektorfeld X /

I

S
/
/
M

Da S eine Cauchy-Hyperfliche ist, ist p wohldefiniert. AuBerdem, wegen 9.J (P) achronal, ist
p injektiv, und somit stetige injektive Abbildung zwischen zwei topologischen Mannigfaltigkei-
ten derselben Dimension. Nach einem Satz von Brouwer (siehe [Vick]) ist p(0.J+(P)) offen. Die
Teilmenge 0.J (P) ist aber kompakt, somit auch p(0J; (P)). Wegen M zusammenhidngend, ist S
ebenfalls zusammenhingend, und somit gilt p(0J4 (P)) = S, im Widerspruch zu S nicht kom-
pakt. O

Beispiele.

1) Auferes Schwarzschild-Modell:

Fixiere m > 0 und betrachte (M, g) := (R x (2m,00) x 8%, =h(r)dt © dt + y{5dr @ dr +1°gs2),
wobei A(r) :=1— 22 und gg- die Standardmetrik auf S? ist.

Man berechnet ric = 0.

Setze jetzt S := {0} x (2m,00) x S? C M. Dann ist S abgeschlossene raumartige Hyperfliche

mit Einheitsnormalenfeld \/% 2 . Die Hyperfliche S ist nicht kompakt und totalgeodatisch, da

Fixpunktmenge der Isometrie (¢,7,7v) — (—¢t,7,7).
Ist c(s) =: (¢t(s),r(s),v(s)) kausale Kurve in M, so gilt
. 1
S (e &) — — 24 ()2 12|42,
0> g(é.8) = () + 7 ()2 + 1 413
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T

woraus folgt (£)? > (W)Q + %MH?@. Wire £(so) = 0, so auch 7(s9) = 0 und %(so) = 0, also
¢(so) = 0, im Widerspruch zu ¢ kausal

= {(s) > 0 fiir alle s oder (s) < 0 fiir alle s

= c trifft S hochstens einmal

= S ist akausal.

Sei nun c¢(s) = (t(s),r(s),v(s)) eine zukunftsnichterweiterbare lichtartige Geodétische ¢
(a,b) — M. Man kann sich tiberlegen: Solange r in einem kompakten Bereich [rg, 1] C (2m, c0)
bleibt, kann man die Geodétengleichung weiterldsen, d.h. der Fall a > —oo oder b < oo tritt nur
auf, wenn fiir s — a oder s — b gilt r(s) — 2m oder r(s) — co.

Aus (£)? > (+5+)? folgt (0.B.d.A. 7 > 0)

h(r)
" " (s)
t(s1) — t(so) = / t(s)ds > / ds

0 so (T (s))

/r(s1) dr

r(s0) h(’f‘)

> [r+ 2mlog(r — 2m)] ().
Es gilt:  + 2mlog(r — 2m) — oo und r + 2mlog(r — 2m) —  —oo. Verbleibt r im
r(s1)—o0 r(s0)—2m

Kompaktum [rg, 7] und damit (a,b) = (—o0, ), so folgt aus %g(é, %) = g(¢, Vé%) =0 (% ist
Killingfeld), dass —E := g(¢, &) = —h(r)i konstant ist
=t =305 > min 75 =7 >0.Insbesondere gilt ¢(s1) — t(s0) > 7(s1 — o).

rE(re,r1]
In jedem Fall durchlduft die t-Komponente ganz R, somit trifft die Kurve c die Hyperfldche S.
Aus Korollar 2.7.13 (2) folgt, dass S eine Cauchy-Hyperflache ist.
Setze P := {0} x {ro} x S2. Die Teilmenge P ist nichtleere kompakte raumartige Unterman-
nigfaltigkeit der Kodimension 2, die in S enthalten ist. Da S C M totalgeoditisch ist, ist das
mittlere Kriimmungsvektorfeld von P in M dasselbe wie dasjenige von P in S, also raumartig.
Hier kénnen wir Satz 2.9.8 also nicht anwenden.

2) Innere Schwarzschild-Losung:

Wir betrachten jetzt (M, g) := (R x (0,2m) x S%, g := —h(r)dt @ dt + ﬁdr @ dr +1?gg2). Wegen
h < 0 auf (0,2m) ist & raumartig und 2 zeitartig.

Setze S := R x {ro} x S%2,0 < 79 < 2m. Ahnliche Diskussion wie oben liefert: S ist raum-
artige und nicht kompakte Cauchy-Hyperfldche. Setze P := {0} x {ro} x S?. Die Hyperfliche
T := {0} x (0,2m) x S? von M ist totalgeoditisch. Das mittlere Kriimmungsvektorfeld H von
P C M ist dasselbe wie von P C T. Wegen H normal gilt H = c(ro)Z, wobei ¢(ry) unabhéngig
vom Punkt in P ist, da die Gruppe SO3 isometrisch auf M und transitiv auf P operiert. Man
berechnet ¢(rg) = —%. Also ist das mittlere Kriimmungsvektorfeld zeitartig und, bei richtiger
Wahl der Zeitorientierung, vergangenheitsorientiert. Satz 2.9.8 sagt uns nun, dass es lichtartige
Geoditische gibt, deren maximaler Definitionsbereich nicht ganz R ist. Diese werden als Weltli-

nien von Photonen interpretiert, die in das “Schwarze Loch” stiirzen.

210 Struktur global-hyperbolischer Mannigfaltigkeiten

Erinnerung: Eine Mannigfaltigkeit M ist global-hyperbolisch genau dann, wenn J(p, ¢) kompakt
ist fiir alle p und ¢ in M und die starke Kausalitdtsbedingung gilt. Wir wissen schon: Besitzt M
eine Cauchy-Hyperfldche, so ist M global-hyperbolisch (Korollar 2.7.4).
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Seinun M eine zusammenhédngende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Wahle f : M — R
glattmit f > 0und [,, fdvol = 1.

Bemerkung 1: Hier bezeichnet dvol das riemannsche Volumenelement. Fiir integrierbare Funk-
tionen ¢, deren Tréger in einer Karte z : U — V mit Koordinaten z?, ..., 2" liegt, gilt:

/ cpdvolz/ o(x)\/| det(gij(x))|dxt ... dx™.
M M

Bemerkung 2: Es gibt ein f € C°°(M) mit f > 0und [,, fdvol = 1.
Im Fall, dass vol(M) := f 1 dvol < oo, ist dies trivial, denn dann tut’s die konstante Funktion

f= W. Andernfalls wihle Teilung der Eins (p;);—1,....co, wihle ¢; > 0s.d. ¢; [, p; dvol =

277.Setze f := > 77, ¢jpj. Dann gilt f > 0 und

.....

M

fdvol = > ¢ / p; dvol
=1 M
= 92—J
=1

I
—_ .

Wir setzen vy, v— : M — [0,1], v+ (p) == [}, ) f dvol.

LEMMA 2.10.1. Sei ¢ : (a,b) — M eine zukunftsgerichtete zeitartige Kurve. Dann ist vy o ¢ monoton
fallend und v_ o c monoton wachsend. Erfiillt M die Chronologie-Bedingunyg, so ist vy o ¢ streng monoton.

Beweis. Seit1 < to. Dann ist ¢(t1) < c(t2), insbesondere gilt I (c(t2)) C I+ (c(t1))

29 J1: et FAVOL < [1 oy Vol dh. vy (e(t2)) < vy (c(t1)). Analog erhalte Monotonie fiir
v_ OC.

Es gelte nun die Chronologie-Bedingung. Nun ist I_(c(t2)) N I (¢(t1)) eine offene Menge, nicht-
leer, da sie alle Punkte c(¢) mit {7 < ¢ < t2 enthdlt, und disjunkt zu I (c(t2)), da ein Punkt in
I_(c(t2)) N It (c(t2)) zu einer geschlossenen zeitartigen Kurve fithren wiirde im Widerspruch zur
Chronologie-Bedingung. Somit gilt

vi(e(tz)) = / fdvol < / fdvol+/ fdvol
I (c(t2)) It (c(t2)) I (c(t2))NI4(c(t1))

/ fdvol = wvi(t1).
Iy (c(t1))

IN

Bemerkung. Im Allgemeinen sind v und v_ nicht stetig.

Beispiel. Sei M :=R?\ {(0,) |z > 0} mit Minkowski-Metrik.
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Die Funktion v_ ist unstetig langs {(¢,z) |t = > 0}, und vy ist unstetig langs {(¢,z) |t = —x <
0}.

LEMMA 2.10.2. Die Funktionen vy und v_ sind unterhalbstetig.

Beweis. Seien p;, pin M mit p; — p. Zu zeigen ist lim vy (p;) > v+ (p).
100 i—00

Betrachte vy. Zu g € I (p) gilt: p € I_(q), also p; € I_(g) fiir i > 0 und somit I, (¢) C I (p;) fiir
i > 0. Daraus folgt vy (p;) > fu(q) fdvol fiiri > 0

i—00

— lim vy (i) > /  dvol. 2.5)
I (q)

Wihle zukunftsgerichtete zeitartige Kurve ¢ : [0,1] — M mit ¢(0) = p und setze g, = c(3).
Dann gilt: I, (g,) C I+(gn+1) und

Unzi1l+(gn) = I4(p).
Die Inklusion “C” ist klar.
Zu“D>":Seiz € I;(p), dannistp € I_(z),also g, € I_(2) furn > 0,d.h.z € I, (¢,) firn >0 v
= lim [, fdvol= [,  fdvol=uv.(p)

n—oo

29 lim vy (pi) > 04 (p). m

i— 00
LEMMA 2.10.3. Ist M global-hyperbolisch, so sind vy und v_ stetig.

Beweis. Seien p;, p in M mit p; — p- Zu zeigen ist z@ va (pi) < vi(p).

Betrachte wieder v .

a) Behauptung: Fiir g € M \ J4(p) ist I_(q) N I+ (p;) = 0 fiir i > 0.

Beweis der Behauptung: Angenommen, es existiert r; € I_(q) N Iy (p;) fiir unendlich viele . Dann
gilt ¢ > r; > p; fur unendlich viele i. Wegen p; — p, und da “>" abgeschlossen ist fiir global-
hyperbolische Mannigfaltigkeiten, gilt dann ¢ > p, und somit ¢ € J4(p), im Widerspruch zur
Annahme. v
b) Da J, (p) abgeschlossen ist (Lemma 2.9.7), gilt

M\J.(p)= U I_(q).
\ J(p) err ) (q)
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Da M eine abzdhlbare Basis der Topologie besitzt, existiert eine abzdhlbare dichte Teilmenge
{Zn}n=1,..00 C M\ J4(p). Wihle zu jedem z,, ein g, € M \ J4(p) mit =, € I_(gy). Dann ist

M\ J4(p) = UpZyI-(gn)

Setze Xy := UY_,I_(gy). Dann gilt Xy C Xn41, Xy istoffen, UF_, Xn = M\ J4(p), und wegen
Teil a) ist

XnNIg(p))=0 Vi>0

= lim vy(p;) <1— [ fdvol.
1— 00
Der Grenziibergang N — oo liefert

lim vy (p;) <1 —/ fdvol / fdvol
oo M\J+(p) J+(p)

= / fdvol (01 (p)ist Nullmenge)
Iy (p)

= v4(p)

SATZ 2.10.4 (Geroch 1970). Sei M global-hyperbolisch. Dann besitzt M eine Cauchy-Hyperfliche S und
es gibt einen Homoomorphismus R x S — M, unter dem jedes {t} x S auf eine Cauchy-Hyperfliche
abgebildet wird.
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S

Beweis.

a) Behauptung: Sei ¢ : [a,b) — M eine zukunftsnichterweiterbare zeitartige Kurve. Dann gilt
%g% vy o ¢(t) = 0 (analog 113}) v_ o ¢(t) = 0 falls ¢ vergangenheitsnichterweiterbar ist).

Beweis der Behauptung: Sei ¢ € M. Da M global-hyperbolisch ist, ist J(c(a), ¢) kompakt, und da
auch die starke Kausalitdtsbedingung gilt, existiert nach Lemma 2.6.2 ein ¢y € [a,b) s.d. c(t) ¢
J(c(a),q) fur alle t > to

= ¢(t) ¢ J_(q) furallet > tg

= I (c(t)) NI_(q) = 0 fur alle t > ty (ansonsten wiirde ein r existieren s.d. ¢(t) < r < ¢, also
c(t) <« ¢, Widerspruch).

Seien (q,)n=1.....0co mit M = U, 1_(qy,).Setze Xy := UN_,T_(qy).

Zujedem N gibteseinty € [a,b) s.d. I (c(t)) N Xy = 0 fiir alle t > ¢ . Fiir diese ¢ gilt dann

vy (c(t)) = /1 o fdvol <1-— /X f dvol
+(c N

— lim vi(e(t)) <1 [ fdvol firalle N

N—o00 77— —
= %gl}) vy(ce(t)) <1— [, fdvol =0. v

b) Behauptung: Fiir jedes vy > 0ist S(vg) := {qg € M | Z;EZ; = vp } eine Cauchy-Hyperfliche.
Beweis der Behauptung: Die Teilmenge S ist achronal, da 5—1 langs jeder zeitartigen Kurve streng
monoton ist.
Sei nun ¢ : (a,b) — M eine nichterweiterbare zukunftsgerichtete zeitartige Kurve. Wahle ¢, €
(a,b). Fur t > t, gilt
v—(c(?))
PNED)

vet)

= o e) ot

und fiir ¢t < ¢y
v (c(t))
vy (c(t))
= Zf o c ist streng monoton wachsende stetige Funktion, die (a, b) bijektiv auf (0, co) abbildet
— 3t € (a,b) s.d. =B — 4

vy (c(t))
= c(t) € S(vg), d.h. ¢ trifft S(vp). v

v (c(t))

oy (elto)) i

<
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) Sei nun py, v, : S(v1) — S(v2) der Homoomorphismus, der durch den Fluss eines glatten
zeitartigen Vektorfeldes auf M induziert wird. Definiere

¢: M — RxS(1),
e (1“ (d%) ,pml@) |

Die Abbildung ¢ ist stetig und bildet die Cauchy-Hyperfldche S(v) bijektiv auf {In(v)} x S(1) ab.
Insbesondere ist ¢ selbst bijektiv und somit ein Homdomorphismus. O

<

SATZ 2.10.5 (Bernal-Sanchez 2004). Sei M global-hyperbolisch. Dann ist M isometrisch zu R x S mit
Metrik g = —fdr*+g., wobei 8 : Rx .S — R glatt und positiv ist und g, ist glatte Familie riemannscher
Metriken auf S. Ferner sind alle {ro} x S glatte raumartige Cauchy-Hyperflichen.

Zusammengefasst ergibt sich:

THEOREM 2.10.6. Sei M eine zusammenhingende zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit. Dann sind
dquivalent:

(1) M ist global-hyperbolisch.

(2) M besitzt eine (topologische) Cauchy-Hyperfliche.

(3) M besitzt eine glatte raumartige Cauchy-Hyperfliche.

(4) M ist isometrisch zu (R x S, —Bdr? + g,) wie in Satz 2.10.5.

Beweis des Satzes 2.10.6.

(4) = (3) und (3) = (2) sind trivial.

(2) = (1) folgt aus Korollar 2.7.4.

(1) = (4): Satz 2.10.5 O

Den Rest dieses Abschnitts widmen wir dem Beweis von Satz 2.10.5. Sei M global-hyperbolisch.
Seit := ln(Z—;) : M — R die stetige surjektive Funktion von Geroch, die lings jeder zukunfts-
gerichteten zeitartigen Kurve streng monoton wéchst und fiir die die N;, := ¢t~ '(¢y) Cauchy-
Hyperflachen sind.
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Es gilt dann:
J+(Ny) t~([to, 00))
J_(Ny,) = t7((—o0,t0])
I (Ny) = t7'((to,0))
I_(Nto) t_l((—oo,to))

LEMMA 2.10.7. Fiiralle t; <ty < t3 < t4 existiert eine glatte Funktion h : M — R s.d.
(i)-1<h<1

(ii) grad(h) ist dort, wo er nicht verschwindet, vergangenheitsgerichtet zeitartig.

(iii) h = —1auf t=*((—o0,t1)) und h = +1 auf t =1 ((t4, 00)).

(iv) grad(h) # 0 auf t=1((t2, t3)).

grad(h) vergangen-

heitsgerichtet zeitartig

Wir verlegen den Beweis des Lemmas 2.10.7 hinter den Beweis von Satz 2.10.5.

Beweis von Satz 2.10.5.
a) Zu jedem k € Z erhalte Funktion iy, : M — R aus Lemma 2.10.7 mitt; :== k —2,¢, :=k — 1,
t3:=k+1,t4 := k+ 2.Setze 7 := hg + Z;O:l(h_k + hg)-

hoi + hi —2 € [0,2]

—k—2 —k+2 0 k-2 k+2
' i
|
|
|
[
|
I

|
|

€ [-2,0] : 0
[
[

Fiir jedes Kompaktum K C M existiert ein ko s.d. h_x + hy = 0 auf K fiir alle k > k. Daraus
folgt, dass 7 eine wohldefinierte glatte Funktion ist.

b) Behauptung: grad(r) ist zeitartig vergangenheitsgerichtet auf M.

Beweis der Behauptung: Zu x € M ist grad(hi)(z) entweder 0 oder vergangenheitsgerichtet zeit-
artig. Fiir das k mit € ¢t *((k — 1,k + 1)) ist grad(hy)(x) vergangenheitsgerichtet zeitartig,
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insbesondere sind die Niveaumengen von 7 S, := 77 () raumartige Hyperflachen. v
c) Behauptung: Jedes S, ist Cauchy-Hyperflidche.

Beweis der Behauptung: Sei ¢ : (a,b) — M eine nichterweiterbare zukunftsgerichtete zeitartige
Kurve. Es gilt:

vergangenheitsger.  zukunftsger.
zeitartig zeitartig
= 7 o c ist streng monoton wachsend
= 7 o ¢ nimmt den Wert 7y hochstens einmal an, d.h. ¢ trifft S;, hochstens einmal.
Fixiere ¢, und sei z € t~!([to, c0)). Es gilt:

e’} [t0—2]
(@) = ho(x) + D _(h-x(@) + hi(w)) > =14 Y 2=—1+2[to — 2] = 2[te] — 5.
k=1 k=1

Zu 4 > 719 ist fur x € Ny, mit 2[tg] — 5 > 71 der Wert 7(z) > 7. Die Teilmenge N,, ist aber
Cauchy-Hyperflache

= c trifft NV, to

=—> 7 o c nimmt Wert > 7 > 79 an.

Analog nimmt 7 o ¢ auch Wert < 7y an

= ctrifft S;,. v
d) Betrachte den Diffeomorphismus ¢ : R x Sy — M, der durch 7 und den Fluss lings grad(r)
induziert wird. Die lings ¢ zuriickgezogene Metrik auf R x Sy ist von der Form —jdr? + g,
da die Niveaumengen S, raumartig sind und grad(r) L S (das Gradientenvektorfeld ist immer
senkrecht zu den Niveaufldchen). O

Bevor wir zum Beweis von Lemma 2.10.7 kommen, brauchen wir ein weiteres technisches Lem-
ma. Zu dessen Beweis benttigt man den beriihmten Einbettungssatz von Whitney.

SATZ 2.10.8 (Whitney). Jede n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit lisst sich differenzierbar
dergestalt in den R*" einbetten, dass das Bild eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit des R*"+1 ist.

Beweis. Siehe z.B. Originalarbeit von H. Whitney, Diffentiable manifolds, Ann.Math. 37 (1936),
1-36 O

FOLGERUNG 2.10.9. Jede differenzierbare Mannigfaltigkeit besitzt eine vollstindige riemannsche Metrik.

Beweis. Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Bette diese differenzierbar
vermdge Whitney’schen Einbettungssatzes i : M < R*"T! abgeschlossen in den R?"! ein. Dann
ist (M, i*go) eine vollstdndige riemannsche Mannigfaltigkeit, wobei gy die euklidische Standard-
metrik des R?"*! bezeichne. Um dies einzusehen, geniigt es zu zeigen, dass jede Cauchyfolge in
(i(M), goli(ary) einen Grenzwert in (i(M), go|i(ar)) besitzt. Ist p, € i(M) eine Cauchyfolge bzgl.
9oli(m), s0 auch eine in R*" 1 bzgl. go. Da (R***1, g¢) vollstindig ist, konvergiert sie gegen einen
Punkt p € R*"*!. Wegen der Abgeschlossenheit von i(M) in R*" ! ist p € i(M). Satz von Hopf-
Rinow = Behauptung. O
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LEMMA 2.10.10. Sei dr die riemannsche Abstandsfunktion einer vollstindigen riemannschen Hilfsmetrik
gr auf M. Sei N eine abgeschlossene Teilmenge von M und W = {W, C M|« € I} eine Familie
offener Teilmengen von M die N iiberdecken. Jedes W, sei enthalten in einer offenen Teilmenge C,, mit
Durchmesser sup{dr(p,q) |p,q € Co} < 1. Dann existiert eine abzihlbare lokal endliche Teilfamilie
W = {W; C M|j € N} von W, die N iiberdeckt. Die entsprechende Teilfamilie {C;|j € N} mit
W; C C; ist ebenfalls lokal endlich.

Beweis. Seip € M. Es bezeichne B, (r) bzw. B, (r) den offen bzw. abgeschlossenen Ball um p mit
Radius r > 0. Da (M, gr) vollstiandig ist, sind die abgeschlossenen Bélle kompakt und damit auch
die Mengen

K. = By(m)\ By(m — 1), (M C U, Ky)

Np:=Kn,NN, (NCUnNp)

fur jedes m € N. Wegen der Kompaktheit wird N, bereits von endlich vielen Wi, ..., Wy, € W
tberdeckt. Die Menge
W ={Win|ImeN k=1,... ky,}

(und ebenso die entsprechende Familie der C;) ist abzéhlbar, tiberdeckt N und ist lokal endlich,
da Wiy N Wiy = 0 fiir [m —m/| > 3. O

Beweis von Lemma 2.10.7.
Die Konstruktion der Funktion erfolgt in mehreren Schritten; dazu sei im folgenden M stets
global-hyperbolisch und ¢ := 1n(2—;) : M — R die stetige surjektive "Zeitfunktion” von Geroch:

a) Behauptung: Sei t; < to. Schreibe N; := N;,,i = 1,2.Seip € Ny und C, C I.(N;) eine
konvexe Umgebung von p. Dann existiert eine glatte Funktion H,, : M — [0, 00) so dass

(i) Hy(p) = 1.

(ii) supp(Hp) ist kompakt und in C, N I; (V1) enthalten.

(iii) Fur g € J_(N2) mit grad(H,)(q) # 0 ist grad(H,)(q) vergangenheitsgerichtet zeitartig.

Beweis der Behauptung: Sei T die Zeitunterschiedsfunktion auf C,. Wahle p’ € I_(p) N I (V1) s.d.
J4+(p') N J-(N2) C C, und definiere H, auf I_ (N2) durch

Ho(q) = @) =T falls g € I (N2) NG,
P 0 falls g € I_(N2) \ C,.

und setze H), geeignet auf M mit kompaktem Trdger in C, fort. Nach Konstruktion sind (i) und

(ii) erfiillt. Zu (iii) betrachte man auf C, die Funktion f := —7(p/,-)?/2. Sei v : [0,1] — C,, die
eindeutige zeitartige zukunftsgerichtete Geodétische mit (0) = p’ und y(1) = ¢. Nun gilt
(D) WV, t' €]0,1] istmite:=/—g(§(1),¥(1)) und ¢’ < ¢

W) = [ o= @=-1)-c .

d.h. lduft man langs v vorwdrts bzw. riickwirts, so lauft man in Richtung des stirksten Anstiegs
bzw. Abfalls von 7(p/, ).
(I) grad(f)(q) zeigt in die Richtung des maximalen Anstiegs von 7(p’, -).
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= Ja # 0 mit grad(f)(¢) = o - 4(1) und somit

Y(1), (1 -1 ,
o= o ST =1 (grad()(0).5(1)
-1d 1 —1d [—t3c?
= S5 100)L 2 55 () e
=1
= grad(f)(¢) = %(1), womit die Behauptung gezeigt ist. v

b) Behauptung: Sei t; < t; und N;, ¢ = 1,2 wie in Behauptung a). Dann existiert eine glatte
Funktion H : M — [0, 00) so dass

(1) H(p) =0furp € J_(N1).

(2) H(p) > 1/2 fiirp € No.

(3) grad(H) ist zeitartig vergangenheitsgerichtet auf V := H~1((0,1/2)) N I_(Nz) .

Beweis der Behauptung: Sei dr die riemannsche Abstandsfunktion einer vollstindigen Hilfsmetrik
wie in Lemma 2.10.10. Zu p € N» sei C, eine konvexe Umgebung von p mit Durchmesser < 1 und
H,, die entsprechende Funktion aus Behauptung a). Setze

Wy o= H,'((1/2,00)), (W, CCp)

Die Familie W = {W,, |p € Na} offener Mengen {iberdeckt N> und erfiillt die Voraussetzungen
des Lemmas 2.10.10. Also existiert eine abzihlbare lokal endliche Teilfamilie W = {W; C M |j €
N} € W, die N, tiberdeckt. Zu W; := W,,, € W' sei H; := H,,, die entsprechende Funktion mit
kompakten Tréger in C; := C,,,. Setze
H:=7) H
J

Die Funktion H : M — [0, o) ist wohldefiniert und glatt, da die Familie {supp(H,) | j € N} lokal
endlich ist. (Denn: {C; | j € N} ist nach Lemma 2.10.10 lokal endliche Familie!) Die Bedingungen
(1) und (3) sind erfiillt, da jedes H; diese erfiillt. Fiir jedes j € Nund p € W gilt H;(p) > 1/2. Da
No CUjo,fOlgtH(p) > 1/2fﬁ1’p€N2. v

c) Behauptung: Seit; <ty < ta. Sei N = Ny, eine Cauchy Hyperfliche. Dann existiert eine offene
Menge U mit
J_(N)CUCI_(N,)

und eine Funktion H* : M — [0, 00) so dass

(i) supp(H ™) C I (Ny,)

(ii) Fur p € U mit H*(p) > 0 ist grad(H1)(p) zeitartig vergangenheitsgerichtet.

(iii) H* > 0 (und deswegen ist grad(H ") zeitartig vergangenheitsgerichtet) auf J, (N) N U.

Beweis der Behauptung: Erhalte U wie folgt: Wahle z.B. konvexe Umgebungen wie in der Kon-
struktion von H im Beweis von Behauptung b), die NV tiberdecken und ganz in I_(V;,) liegen.
Als U nimm I_(N) vereinigt mit der Vereinigung dieser Umgebungen. Setzt man nun Ny := Ny,
und N; := N, so erfilllt H aus Behauptung b) die geforderten Eigenschaften und liefert somit
HT. v

d) Behauptung: Sei ¢y < t2. Sei N := Ny, eine Cauchy Hyperfliche und U C I_(Ny,) eine offene
Umgebung von J_(N). Dann existiert eine Funktion H~ : M — (—00,0] so dass
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(1) supp(H~) C U.
(2) Ist fur p € U der grad(H ~)(p) # 0, so ist grad(H ~)(p) zeitartig vergangenheitsgerichtet.
(B) H- =1lauf J_(N).

Beweis der Behauptung: Der Beweis verlduft dhnlich dem von Behauptung b). Bezeichne nur
in diesem Beweis alle Grofien bzgl. der gegebenen Zeitorientierung ohne Schlange und mit
Schlange bzgl. der umgekehrten Zeitorientierung, z.B. 7 die Zeitunterschiedsfunktion bzgl.
der gegebenen Zeitorientierung und 7 die bzgl. der umgekehrten, I_(N) = I, (N) usw. Setze
Ny := N, und Ny := N;,. Uberdecke N mit konvexen Umgebungen C,, wie im Beweis von
Behauptung b), die ganz in U liegen. Konstruiere H wie im Beweis von Behauptung b) als
Summe aus den (—1) - H,, (das sind genau die H, bzgl. der umgekehrten Zeitorientierung mal
(—1) von Behauptung a)). Das so erhaltene H gentigt allen Eigenschaften bis auf (3). Bemerke,
dass H(p) < —1/2 fur alle p € N. Definiere H~ := ® o H, wobei ® : R — R eine glatte Funktion
sei mit

O(z) = —1furalle z € (—o0, —1/2).

®'(z) > 0 fur alle z € [-1/2,0].

®(0) =0.

Offenbar leistet das so definierte H~ das gewtinschte. v

e) Behauptung: Sei ty € R beliebig und N := N,,. Dann existiert eine Funktion H:=H, : M —
R, die den ersten drei Bedingungen aus Lemma 2.10.7 gentigt und ausserdem
(iv') N C V := (supp(grad(H)))° (= Innere von supp(grad(H)))
Beweis der Behauptung: Nimm U, H* und H~ aus den zwei vorherigen Behauptungen.
Esist Ht — H~ > 0 auf U. Setze
H+
"H —H-
auf U und identisch 1 auf M \ U. ﬁto ist glatt und
H*t.grad(H )— H™ -grad(H")
(H* —H~)?

Hy, =2 1

grad(ﬁto) =2

ist 0 oder zeitartig vergangenheitsgerichtet. Hy, erfiillt offenbar das verlangte. v
Hieraus ergibt sich unmittelbar

f) Behauptung: Sei t; < ty < tg < t3 < t4 und K C t~!([t1,t2]) kompakte Teilmenge von M.

Dann existiert eine Funktion H : M — R, die alle Eigenschaften aus der vorigen Behauptung
erfiillt, und zusétzlich:
K CV = (supp(grad(H)))°

Beweis der Behauptung: Fiir jedes Ny, mit ¢ty € [t1,12] wéhle entsprechende Funktion Hy, gemass
voriger Behauptung. K wird von den entsprechenden offenen Mengen V;, tiberdeckt und da K
kompakt ist, reichen endlich viele, etwa V;, , ..., V;,, . Die Funktion

_ 1 .
H::E~;Hti

leistet das gewtinschte. v



122 KAPITEL 2. KAUSALITAT

g) Behauptung: Sei (v;);en eine Folge zeitartiger Vektoren aus demselben Kegel im Minkowski-
raum R". Ist die Reihe v = }_, v; konvergent, so ist v ebenfalls zeitartig und liegt in demselben
Kegel.

Beweis der Behauptung: Da kausale Kegel abgeschlossen sind, ist 3-°, v; ebenfalls kausal. Da
die Summe eines kausalen und eines zeitartigen Vektors aus demselben Kegel zeitartig ist, ist
v =1 + > 72, zeitartig und liegt in demselben Kegel. v

h) Behauptung: Fiir alle ¢; < t» < t3 < t4 existiert eine glatte Funktion h : M — R, die den
Bedingungen aus Lemma 2.10.7 gentigt.

Beweis der Behauptung: Wéhle eine Folge {G; | j € N} offener Mengen so dass
G; kompaktist, G; C Gy und M = U2, G .

Setze K; := G; N Jy(Ny,) N J_(Ny,) und betrachte fiir jedes K; die Funktion H, := H aus

Behauptung f) zu K := K. Setze ferner V; := Inneres von grad(H;), K; C V;. Der naive Ansatz

1 ~
>z i

J

definiert zwar eine (wegen lokal normaler Konvergenz) stetige reelle Funktion auf M, aber weder
wissen wir, dass sie glatt ist noch, dass partielles Ableiten mit der Summenbildung vertauscht.
Sonst wéren wir schon fertig. Geringe Modifikationen beheben diese Méngel: Wihle einen
abzéhlbaren lokal endlichen Atlas A = {W; | i € N} von M, so dass jede Karte (W, z1,...,2,) € A
relativ kompakt ist (d.h. W ist kompakt) und die Einschrinkung einer grosseren Karte ist, die
W enthilt. Jede der Mengen G wird nur von endlich vielen W, ,..., W;, ~ geschnitten. Da

D := (Wi, U...UW;, ) kompakt ist, gibt es ein A; > 1 mit |H;| < A; auf D und so dass fiir
jedes s < j

O°H;

S A ¥ge DVl ... l.e{l, ... n. 26
817[1817[2---817[5((]) < 7 qe ’ 1, ) e{ TL} ( )

Die Reihe

* 1 7
ist nun glatt auf M. Fiir beliebiges s sieht man die stetige Differenzierbarkeit vom Typ C® im
Punkt p wie folgt. Wahle jo € Nund W € Amit p € G;, N W. Nach Konstruktion sind fiir jedes
J > max{j,, s} der Summand ﬁ - H; und all seine partiellen Ableitungen bis zur Ordnung s

bzgl.der Karte (W, z1,...,z,) durch den Wert 1/27 auf G;, N W beschrinkt. Daher konvergiert
die Reihe (2.6) als auch die der partiellen Ableitungen gleichmissig in einer Umgebung von p,
und partielles Ableiten vertauscht mit Summenbildung auf M. Die Funktion H* eriillt alle Ei-
genschaften von Lemma 2.10.7 bis auf (i). Stattdessen erfiillt sie H*(J_(Ny)) = ¢~ < 0 und
H*(J+(Ny,)) = ¢+ > 0. Die Funktion h := ¢ o H* ist glatt und leistet das gewtinschte, wobei
1 : R — R eine glatte Funkiton ist mit ¢’ > 0, ¢(c_) = =1 und 9(c4) = 1. v O
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